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Das  Gesetz  der  elektrischen  Wirkung,  welches  in  der  ersten 
Abhandlung  über  Elektrodynamische  Maassbestimmungen  (Leipzig 
1846)  ausgesprochen  worden,  ist  von  verschiedenen  Seiten  geprüft 
und  mehrfach  abgeändert,  auch  zum  Gegenstand  allgemeinerer  Be- 
trachtungen und  Speculationen  gemacht  worden,  die  noch  keines- 
wegs als  abgeschlossen  anzusehen  sein  durften.  Die  folgende 
Abhandlung  beschränkt  sich  im  ersten  Abschnitte  auf  eine  Erör- 
terung des  Verhältnisses  dieses  Gesetzes  zum  Princip  der  Erhal- 
tung der  Energie,  dessen  grosse  Wichtigkeit  und  Bedeutung 
besonders  in  der  mechanischen  Wärmetheorie  hervorgetreten  ist.  Da 
behauptet  worden  war,  dass  jenes  Gesetz  mit  diesem  Principe  im 
Widerspruch  stände;  so  ist  nachzuweisen  versucht  worden,  dass 
kein  solcher  Widerspruch  statt  finde.  Jenes  Gesetz  gestattet 
vielmehr,  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Energie  noch  einen  Zusatz 
beizufügen,  und  dasselbe  so  umzuformen,  dass  seine  Anwendung 
auf  jedes  Paar  von  Theilchen  keineswegs  blos  auf  die  Zeit  be- 
schränkt ist,  wo  ein  solches  Paar  durch  andere  Körper  weder  Ge- 
winn noch  Verlust  an  lebendiger  Kraft  erleidet,  sondern  immer  gilt, 
unabhängig  von  den  mancherlei  Beziehungen,  in  welche  beide  Theil- 
chen zu  andern  Körpern  treten  können. 

Ausserdem  wird  im  zweiten  Abschnitte  noch  eine  Anwen- 
dung jenes  Gesetzes  auf  die  Ent Wickelung  der  Bewegungsgesetze 
zweier,  blos  ihrer  Wechselwirkung  überlassenen,  elek- 
trischen Theilchen  gemacht.  Fuhrt  diese  Entwickelung  direct 
auch  zu  keinen  Vergleichungen  und  exacten  Prüfungen  mit  vorhan- 
dener Erfahrung,  was  der  Grund  ist  warum  sie  bisher  wenig  Be- 
achtung gefunden ;  so  führt  sie  doch  zu  manchen  Resultaten,  welche 
als  Leitfaden    bei   Erforschung  der   Mol ecular Verhältnisse  und 
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Molecularbewegungen  der  Körper,  die  so  grosse  Bedeutung 
für  Chemie  und  Wärmelehre  gewonnen,  wichtig  erscheinen,  und  in- 
teressante Beziehungen  in  diesen  noch  dunkeln  Gebieten  der  weite- 
ren Forschung  darbieten. 


Ueber  das  Verhältniss  der  elektrischen  Gesetze  zu 
dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 

1. 

Elektrische   Theüehen  und  elektrische  Massen. 

Man  bezeichnet  Theilchen  des  positiven:  und  des  negativen  elek- 
trischen Fluidums  mit  denselben  Buchstaben,  z.  B.  mit  e  oder 
e  u.  s.  w.,  legt  aber  e  oder  e  ...  einen  positiven  oder  negativen 
Werth  bei,  jenachdem  das  Theilchen  dem  positiven  oder  negativen 
Fluidum  angehört. 

Wird  die  messbareAbstossungskraft  des  ersten  Theilchens 
e  auf  ein  ganz  gleiches  Theilchen  e  bei  der  messba«ren  und  be- 
harrlichen Entfernung  r  mit  f  bezeichnet,  ferner  die  mess- 
bare Abstos ,sungs kraft  des  zweiten  Theilchens  e  auf  ein  ganz 
gleiches  Theilchen  e  bei  derselben  Entfernung  r  mit  f;  so  wird 
+  ryf  als  Grössenwerth  von  c,  und  +  rVf  a's  Grössen- 
werth  von  e  genommen,  wo  das  obere  oder  untere  Vorzeichen 
gilt,  jenachdem  das  Theilchen  dem  positiven  oder  negativen  Fluidum 
angehört.  —  Der  Messung  der  Kräfte  /',  f  wird  dabei  das  in  der 
Mechanik  festgesetzte  Kräftemaass  zum  Grunde  gelegt,  nämlich  die- 
jenige Krall,  welche  wenn  sie  auf  die  in  der  Mechanik  festgesetzte 
Masseneinheit  (Milligramm)  wirkt,  dieser  Masseneinheit  in  der  Zeit- 
einheit die  Einheit  der  Geschwindigkeit  ertheilt.  —  Die  Ab- 
stossungskraft  der  beiden  Theilchen  e,  e\  während  ihre  Entfer- 
nung r  unverändert  bleibt,  ist  dann,  dem  elektrostatischen  Ge- 

setze  gemäss, 

—  5L' 

rr 

Ein  negativer  Werth  dieses  Ausdrucks  bedeutet  Anziehungskraft. 
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Bei  dieser  Bezeichnungsweise  der  Theilchen  der  elektrischen 
Fluida  haben  nun  e,  e  nicht  die  Bedeutung  von  Massen,  im  Sinne 
der  Mechanik,  wie  man  schon  daraus  ersieht,  dass  c,  e  bald  posi- 
tive, bald  negative  Werthe  haben  können;  doch  stehen  die  Werthe 
von  e,  e  mit  den  Massen  der  Theilchen  in  naher  Beziehung.  Be- 
zeichnet man  nämlich  die  Massen  der  Theilchen  'e,  e  (im  Sinne 
der  Mechanik,  wonach  die  Masseneinheit  [Milligramm]  durch  die 
Masse  eines  ponderabelen  Körpers  gegeben  ist,  und  verschiedene 
Massen  untereinander  verglichen  werden  nach  Proportion  der  reci- 
proken  Beschleunigungen,  die  ihnen  von  gleicher  Kraft  ertheilt  wer- 
den) mit  *,  e ,  die  stets  positive  Werthe  haben ;  so  ergiebt  sich  für 
positive  Werthe  von  e,   e 


e  e' 


f  i'  ' 


für  negative  Werthe  von  e,  e 

^  =  4  =  6, 

wo  a  einen  bestimmten  positiven,  6  einen  bestimmten  negati- 
ven Werth  hat.  Ob  hierin  aa  =  66  sei,  oder  in  welchem  Verhält- 
nisse aa  zu  66  stehe,  ist  bisher  ebensowenig  ermittelt  worden,  wie 
der  Zahlwerth  von  a  oder  6  selbst.  —  In  vielen  Fällen  ist  die  elek- 
trische Masse  «  an  eine  ponderabele  Masse  m  so  gebunden,  dass 
sie  ohne  dieselbe  gar  nicht  bewegt  werden  kann,  wo  dann  nur  die 
Gesammtmasse  m  +  €  in  Betracht  kommt  und  €  gewöhnlich  im  Ver- 
gleich mit  m  als  verschwindend  betrachtet  werden  kann.  Es  kom- 
men daher  die  Massen  «,  *•'  nur  selten  in  Betracht. 

Man  unterscheidet  nicht  immer  auf  die  angegebene  Weise 
zwischen  den  Theilchen  e\  e  und  ihren  Massen  *,  *',  sondern  ge- 
braucht oft  die  Zeichen  der  Theilchen  e,  e  auch  für  die  Massen, 
wobei  jedoch  zu  bemerken,  dass  dann  von  den  Vorzeichen  von  e,  e 
abgesehen  werden  muss.  Die  Weglassung  der  Faktoren  a  und  6, 
welche  unbekannt  sind,  ist  immer  gestattet,  wenn  es  sich  nur  um 
relative  Werthbestimmungen  von  Massen  der  positiven  oder 
der  negativen  Elektricität  handelt. 
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2. 
Das  Gesetz  der  elektrischen  Kraft. 

Das  Gesetz  der  elektrischen  Kraft  ist  in  den  »Elektro- 
dynamischen Maassbestimnmngen«,  Leipzig  1846,  S.  119  ^uf  folgende 
Weise*  ausgesprochen  worden  : 

Bezeichnet  man  zwei  elektrische  Theilchen  mit  e  und  e; 
so  wird  die  von  beiden  Theilchen  aus  der  Entfernung  r 
auf  einander  ausgeübte  abstossende  Kraft  dargestellt  durch 


rr    \  cc    dfi  "■"    cc  dt*  )  » 


wo  c  dieselbe  (konstante  ist,  welche  a.  a.  0.  mit  —bezeichnet 
worden  ist. 

Dieser  Ausdruck  für  die  Kraft,  welche  die  Theilchen  e  und 
e  wechselseitig  auf  einander  ausüben,  ist  aber,  wie  man  leicht  über- 
sieht, von  einer  Grösse  abhängig,  welche  die  zu  bestimmende  Kraft 
selbst  als  Faktor  enthält.     Man  erkennt  dies  leicht,    wenn  man  die 

relative  Beschleunigung  der  beiden  Theilchen,  nämlich  ^,  in  zwei 
Theile  zerlegt, 

ddr  ddS         ddr^ 

dfi  dfi    """     dfi    » 

wovon  der  ersterc  Theil  -£  diejenige  relative  Beschleunigung  ist, 
welche  von  der  Wechselwirkung  beider  Theilchen,  der  letztere  Theil 
—ja  dagegen  derjenige  Theil,  welcher  von  anderen  Ursachen  (näm- 
lich von  der  vorhandenen  auf  r  senkrechten  Bewegung  der  Theil- 
chen, und  von  den  Wechselwirkungen,  in  denen  sie  mit  andern 
Körpern  stehen)  herrührt.  Der  erstere  Theil  nun,  welcher  von  der 
Wechselwirkung  beider  Theilchen  herrührt,  ist  der  von  dieser  Wech- 
selwirkung herrührenden  Kraft  proportional  und  wird  durch 
den  Quotienten  dieser  Kraft  und  der  Masse,  auf  welche  sie  wirkt, 
dargestellt. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wie  a.  a.  0.  Seite  168  gezeigt  worden, 
leicht  ein  anderer  Ausdruck  für  die  Kraft,  die  die  Theilchen  e  und 
e   wechselseitig  auf  einander  ausüben,   welcher  nur  Grössen  enthält, 
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die  von  der  zu  bestimmenden  Kraft  unabhängig   sind,   nämlich 
der  Ausdruck 

ee' 


«     \  ec  *  cc )  ' 


tt (e  +  e) 

cc  x         ' 

wo  /*=-^-  gesetzt  worden   ist,  oder,   wenn  man  die  elektrischen 

Theilchen  e  und  e  von  ihren  Massen  e  und  e  auf  die  im  vorigen 
Artikel  angegebene  Weise  unterscheidet  (was  a.  a.  0.  nicht  geschehen) 
der  Ausdruck 

ee' 


[ /. ^         2rA 

*  +  *'     ,  V  cc  dP  cc  )  ' 


8r 

rr .  -   '-,    ee 

CC  hk 

Es  ergiebt  sich  hieraus  nun,  dass  das  Gesetz  der  elektri- 
schen Kraft  keineswegs  so  einfach  ist,  wie  von  einem  Grundge- 
setz erwartet  wird ;  dasselbe  erscheint  vielmehr  in  zwei  Beziehungen 
besonders  verwickelt. 

Erstens  nämlich  geht  aus  diesem  Ausdrucke  der  Kraft  her- 
vor, wie  a.  a.  0.  schon  bemerkt  worden,  dass  die  Kraft,  welche 
zwei  elektrische  Theilchen  auf  einander  ausüben,  nicht  ausschliess- 
lich von  diesen  Theilchen  selbst,  von  ihrer  Entfernung  und  relativen 
Geschwindigkeit,  sondern  auch  von  dem  mit  f  bezeichneten  Theile 
ihrer  relativen  Beschleunigung  abhängt,  der  zum  Theil  von  an- 
dern Körpern  herrührt.  Auch  ist  bemerkt  worden,  da  die 
von  zwei  Körpern  auf  einander  ausgeübten  Kräfte,  wenn  sie  von 
der  Gegenwart  eines  dritten  Körpers  abhängen,  von  Berzelius 
mit  dem  Namen  katalytischer  Kräfte  bezeichnet  worden  sind, 
dass  hienach  die  elektrischen  Kräfte,  allgemein  betrachtet,  ka- 
talytische  Kräfte  seien. 

Zweitens  ergiebt  sich  aus  demselben  Ausdruck  der  Kraft 
noch  ein  anderes  merkwürdiges  Resultat,  dass  nämlich,  wenn  die 
Theilchen  e  und  e  gleichartig  sind,  dieselben  keineswegs  ein- 
ander immer  abstossen,  sondern,  wenn  ^  <  cc  +  2r/*  ist,  nur 
so  lange,  als  r> — — ,-  ee  ist,  dass  dagegen  Anziehung  eintritt, 
wenn  r<--^ee  . 

Eine  Ausnahme   hiervon    findet   nur  in  dem  Falle  statt«  wenn 
r  —  2— —  — ),  was  immer  Faktor  des  Nenners  ist,   zugleich  auch 
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Faktor  des  Zählers  wird.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  beiden 
elektrischen  Theilchen  in  beharrlicher  relativer  Ruhe  sich  be- 
finden, so  dass  ~  =  0  und  -£  =  0  ist. 

Der  obige  allgemeine  Ausdruck  der  Kraft  geht   nämlich,   wenn 
£  =  0  ist,  über  in 


\  e  i'        cc ) 


woraus  durch  Division  mit  der  Masse  -  -,  derjenige  Theil  der  Be- 
schleunigung gefunden  wird,  welcher  von  der  von  beiden  elektrischen 
Theilchen  auf  einander  ausgeübten  Kraft  herrührt,  nämlich 

(e  +  e')  eer  /.         *r 


wrf  r  —  $-    ,- 1 


L£? (\  +  ■'  A 


Fügt  man  hiezu  den  andern  Theil  der  Beschleunigung,  nämlich  f, 
welcher  aus  der  vorhandenen  Bewegung  der  Theilchen  senkrecht 
gegen  r,  und  aus  der  Einwirkung  anderer  Körper  sich  ergiebt;  so 
erhält  man  die  ganze  Beschleunigung,  nämlich 

ddr - (c  -t-  e')  ee /.        irA 

\  ££  CC  ) 

welche  bei  beharrlicher  relativer  Ruhe  =  0  ist.  Hieraus 
folgt,  bei  beharrlicher  relativer  Ruhe, 

r  e  +  «'    ee' 

7    S55    —  —  •  — —     . 

1  ««'  IT 

Wird    dieser    Werth    für   f  im    Ausdrucke    der    Kraft 


\  «'        cc  J 

substituirt,  so  verwandelt  sich  letzterer  in 

r/V-gi+'-.^'V  r^  "'"«V 

V  «'        cc  / 

Man  sieht  also,  dass  im  Falle  beharrlicher  relativer  Ruhe 
der  Faktor  (r  —  2  *-?-?  .  ^\  dem  Zähler  und  Nenner  gemeinschaft- 
lich ist.     Der  von   diesem  Faktor   unabhängige  Werth   des  Quotien- 
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len,  nämlich  — ,  giebt  hienach  für  den  Fall  beharrlicher  rela- 
tiver Ruhe  den  Ausdruck  der  Kraft,  in  vollkommener  Ueberein- 
stiimnung  mit  dem  elektrostatischen  Grundgesetze,  wonach 
diese  Kraft  für  gleichartige  Theilchen  bei  allen  Entfernungen 
einen  positiven  Werth  behalt.  ' 

3. 
Das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials. 

Der  vorhergehende  Artikel  beweist,  dass  das  Gesetz  der 
elektrischen  Kraft  in  zwei  Beziehungen  von  sehr  zusammenge- 
setzter Art  ist,  nämlich  erstens  in  Beziehung  darauf,  dass  die  Ab- 
stossungskraft  zweier  elektrischen  Theilchen  abhängig  ist  von  Dingen, 
die  weder  zum  Wesen  der  Theilchen,  welche  die  Kraft  auf  einander 
ausüben,  noch  zu  ihrer  gegenseitigen  Lage  im  Räume,  noch  zu  ihrer 
vorhandenen  relativen  Bewegung  gehören,  nämlich  von  andern  Kör- 
pern; zweitens  in  Beziehung  darauf,  dass  zwischen  denselben  Theil- 
chen ,  zwischen  welchen  in  einigen  Entfernungen  Abstossung,  in 
andern  Entfernungen  Anziehung  statt  finde. 

Im  Vergleich  mit  diesem  complicirten  Gesetze  der  elektri- 
schen Kraft  ist  das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials 
viel  einfacher. 

Der  Werth  des  Potentials  V  zweier  elektrischen  Theilchen 
e,  e  ist  nämlich,  wie  schon  in  Poggendorffs  Annalen  1848.  Bd.  73, 
S.  229  von  mir  ausgesprochen  worden  ist,  durch  folgendes  Gesetz 
bestimmt,  nämlich 

r  \cc     dp  J 

Beachtet  man  nämlich,  dass  r  sowohl  wie  -=r  für  die  beiden  Theil- 

01 

eben  e  und  e  zu  verschiedenen  Zeiten  verschiedene  Werthe  haben, 
beide  also  Functionen  der  Zeit   sind;   so   ergiebt   sich   daraus,   dass 

dr 

dt 

mit  fr  bezeichnet  werden  soll.     Man  erhält  hiernach 

folglich  durch  Ditferentiation  den  Ausdruck  der  Kraft 


--  auch   als   eine  Function   von  r  betrachtet  werden   dürfe,    welche 

du 
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dfr 


jF--s(i-<w-«)-f»s-/>' 

oder,   wenn  darin  wieder  -^  für  fr  gesetzt  wird, 


dr  ' 


>dr\ 


*  -  *\*  - 

dr         rr  \ 

4 

cc  ' 

dr* 

+ 

2r 

cc 

dr        dt 
dt'    dr 

wofür 

geschrieben  werden  kann 

dr         rr  \ 

1 

dr» 
dfi 

+ 

2r 

cc 

ddr\ 
'  dfi)  ' 

Man  sieht  hieraus 

;,  dass 

> 

w7  4 
r  \rc 

"  dfi 

— 

0 

• 

eine  Function  ist,  deren  Differentialquotient  nach  r  die  Abstossungs- 
kraft  der  beiden  Theilchen  e  und  e   darstellt ,  wenn  r  ihren  Abstand 

dr 

und  ihre  relative  Geschwindigkeit,  als  Functionen  der  Zeit  be- 
trachtet, bezeichnen.  Da  nun  **  (~  j~ —  1]  =  0  wird,  wenn  c 
und     e     sich     unendlich    weit     von     einander    entfernen;     so     ist 

*V  (cedfi  """  0  ^as  ^  ° ' e  D  *  * a '  ^er  elektrischen  Theilchen  e  und  e\ 
d.  h.  die  Arbeit,  welche  verrichtet  wird,  wenn  die  beiden  Theil- 
chen, unter  Einwirkung  ihrer  Abstossungskraft ,  aus  unendlicher  Ent- 
fernung bis  zur  Entfernung  r  genähert,  hier  mit  der  relativen  Ge- 
schwindigkeit £  anlangen.*) 

Es  geht  daraus  zugleich  hervor,  dass  die  Arbeit,  welche  bei  der 
Ueberführung  eines  Systems  von  Theilchen  c,  e\  aus  einer  gewissen 
Lage  und  einem  gewissen  Bewegungszustande,  in  eine  andere  Lage 
und  in  einen  andern  Bewegungszustand  verrichtet  wird,  nur  von  der 
Lage   und  Bewegung  am  Anfang   und  am  Ende  abhängig  ist,  dage- 


*)  Von  diesem  Gesetze  des  elektrischen  Potentials  ist  auch  Beer  in  der  Ein- 
leitung in  die  Elektrodynamik  ausgegangen.  Siehe  »Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die 
Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik  von  August  Beer.  Nach  dem  Tode 
des  Verfassers  herausgegeben  von  Julius  Plücker.«  Braunschweig  4  865.  S.  250. — 
Das  Gesetz  des  Potentials  als  Grundgesetz  an  die  Spitze  zu  stellen  und  das  Gesetz 
der  Kraft  daraus  abzuleiten  dürfte  kein  Bedenken  finden.  In  manchen  Beziehungen 
lässt  sich  von  der  physischen  Existenz  der  durch  das  Potential  ausge- 
drückten Arbeit  mit  mehr  Recht  sprechen,  als  \on  der  physischen  Existenz 
einer  Kraft,  von  der  man  nur  sagen  kann,  dass  sie  physische  Verhältnisse 
der  Körper  zu  '«in dem  sucht. 
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gen  unabhängig  von  dem  Wege,  auf  welchem  die  Ueberführung  er- 
folgt ist,  und  unabhängig  von  den  Bewegungszuständen ,  welche  auf 
diesem  Wege  statt  gefunden  haben. 

4. 

Elektrische  Grutwlgeselze. 

Das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials  scheint  zwar 
seiner  Einfachheit  nach  den  wahren  elektrischen  Grundgesetzen  weit 
näher  zu  stehen,  als  das  viel  complicirtere  Gesetz  der  elektri- 
schen Kraft;  jedoch  lässt  sich  auch  der  Ausspruch  jenes  Gesetzes 
noch  autlösen  in  zwei  einfachere  Gesetze,  welche  auf  folgende 
Weise  ausgesprochen  werden  können. 

Erstes  Gesetz.  Wenn  zwei  Theilchen  e  und  e  in  zwei  Ent- 
fernungen r  und  p  in  relativer  Ruhe  oder  in  gleicher  re- 
lativer Bewegung  sich  befinden;  so  verhalten  sich  die 
Arbeiten  V  und  Ur  welche  verrichtet  werden,  wenn  beide 
Theilchen  unter  wechselseitiger  Einwirkung  aus  diesen  beiden 
Entfernungen  in  unendliche  Entfernung  gebracht  werden,  um- 
gekehrt wie  diese  beiden  Entfernungen,  d.  i. 

V:ü=(>:r  (\) 

Zweites  Gesetz.  Die  Arbeit  #,  die  unter  Einwirkung  der 
Kraft,  welche  die  Theilchen  e  und  e  auf  einander  ausüben, 
verrichtet  wird,  wenn  diese  Theilchen  aus  einer  bestimm- 
ten mit  der  Grösse   ee   proportionalen  Entfernung, 

(i  =  — ,  in  unendliche  Entfernung  gebracht  werden,  bildet  zu- 
sammen mit  der  lebendigen  Kraft  #,  welche  den  Theil- 
chen in  Folge  ihrer  relativen  Bewegung  bei  der  Entfernung 
q  zukam,  eine  constante  Summe,  nämlich  a,  d.  i. 

U  +  x  =  a.  (2) 

Aus   Gleichung  (I)   folgt  nämlich 

Q 


und  hie  mit  folgt  aus  Gleichung 


c 
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oder,  da  p  =       war, 


*-?(«-:)• 


Die  relative  lebendige  Kraft  x  ist  nun  aber  dem  Quadrate  der  relati- 
ven  Geschwindigkeit  d|  proportional,  wonach  man  für  a  eine  neue 
Constante  cc  einführen  kann,  indem  man  nämlich 


x  \      dr2  ^ 

ö  Tc  #  dt*     ) 


*)   Bezeichnen  *  und  *'  die  Massen  der  Theilchen  e   und   e    und  o,  6  die  Ge- 
schwindigkeiten von  *  in  der  Richtung  r  und  senkrecht  darauf,  «',  6'  dieselben  Ge- 

seh  windigkeiten  für  *',  wonach  a  —  a'  =  —  die  relative  Geschwindigkeit  beider  Theil- 
chen  ist ;  so  ist 

die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraft.     Setzt  man  nun 

für  a,       -  ' 


für  a', 


*  +  *'  F+7        ' 


so  erhalt  man  die  ganze  lebendige  Kraft  der  beiden  Theilchen  als  Summe  zweier  Theile 
folgendermassen  dargestellt,  nämlich 

4      «'    dr2 
wovon  der  erstere  Theil,   nämlich-— , -^r,  die  relative  lebendige  Kraft 

der  beiden  Theilchen  ist,  welche  oben  mit  x  bezeichnet  worden,  o  ist  nun  auch  eine 
relati\e  lebendige  Kraft  derselben  Theilchen,  aber  bei  einer  bestimmten  relati\en  Ge- 

4      et' 
schwindigkeit  c  derselben,  wonach  also  a  =  — -,  •  cc  ist.     Hieraus   ergiebt   sich 

*        4      dr2         .      .  ,  , 

— ass       .  --=-      wie  oben  angegeben  worden, 
a        cc     a/2   '  °  ° 

Es  möge  noch  bemerkt  werden,   dass  der  zweite  Theil  der  obigen  Summe, 

nämlich  --(  "  * "  -  -4-  *66  -t-  *'6'6')  ,  nochmals  getheill,  wieder  als  Summe 
zweier  Theile  dargestellt  werden  kann,  nämlich 

4     «'       d*2    ,     4   /(€«  +  «V)2    m    ,    A    ,.  \ 

wo  die  Geschwindigkeit  darstellt ,  mit  welcher  die  beiden  Theilchen  gegen  einan- 
der, im  Räume,  senkrecht  gegen  r  sich  bewegen ,  während  y  die  Geschwindigkeit  des 
Schwerpunkts  beider  Theilchen  senkrecht  gegen  r  darstellt.  Es  ergiebt  sich  hiernach 
die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraft  in  drei  Theile  zerlegt, 
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setzt      Alsdann  erhält  man 

»  r  \  cc      dfi/ 

Hier  bezeichnet  V  die  Arbeit,  welche  verrichtet  wird,  wenn  die  bei- 
den Theilchen  aus  der  Entfernung  r  in  unendliche  Entfernung  ge- 
bracht werden.  Soll  V  die  Arbeit  bezeichnen,  welche  verrichtet 
wird,  wenn  die  beiden  Theilchen  aus  unendlicher  Entfernung  in  die 
Entfernung  r  gebracht  werden,  was  angenommen  zu  werden  pflegt, 

damit  positive   Werthe   von  dr  Abs tossung  bedeuten;  so  ergiebt  sich 

A  —   r  \  cc  '  dfi  '  /  ' 

d.  i.  das  Gesetz  des  elektrischen  Potentials. 


5. 

Princip  der  Erhallung  der  Energie  für  zwei  Theilchen,   welche  ein 

abgesondertes  Systetn  bilden. 

Die   beiden    im    vorigen  Artikel   ausgesprochenen  Grundgesetze, 
welche  sich  bezeichnen  lassen  als 

das  Gesetz   der  Abhängigkeit  des  Potentials   von   der  Entfer- 
nung, bei  gleicher  relativer  Bewegung,   und  als 
das  Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Potentials  von  der  relativen 
Bewegung,  bei  einer  bestimmten  Entfernung, 
bedürfen  noch  einer  näheren  Erläuterung  in  Betreff  ihres  Verhältnis- 
ses zu  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie. 

Nach    dem   Princip    der  Erhaltung    der    Energie    werden    drei 


wovoq  der  erste  Theil ,    nämlich   ^  t~t~^  '  Jrt>    die  relative  lebendige  Kraft 


namhch    «;   Y«W*t'      *)    •   *  +  «':©'      3'    3  (-&!'  "  +  {<  +  *irr)  > 

4    _*S_       dr* 

±    €  +  e'  '  dp 

der  beiden    Theilchen  ist,    ferner  die  beiden  ersten  Theile  zusammen,    nämlich 

1      f*'     /dr3        d*2\ 

,  \  d&  "*"  drj)  ^e  8anze  innere  lebendige  Kraft  oder  die  innere  Bewe- 
gungsenergie des  Systems  darstellt,  im  Gegensatz  zum  dritten  Theile, 
nämlich    _   ( Z~"'      "*"  (f  "♦**')//)  >  welcher  die  äussere  lebendige  Kraft  oder 

die  äussere  Bewegungsenergie  des  Systems  (d.  i.  die  dem  Schwerpunkt 
beider  Theilchen  zugehörige  lebendige  Kraft)  darstellt. 
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Formen  der  Energie  unterschieden,  nämlich  die  Bewegungsener- 
gie, die  Potentialenergie  und  die  Wärmeenergie. 

Die  Bewegungsenergie  ist  der  von  der  vorhandenen  Bewe- 
gung abhängige  Theil  der  Energie,  und  es  wird  eine  besondere  Be- 
stimmung darüber  gegeben,  wie  er  von  der  Bewegung  abhängt, 
nämlich  theils  von  der  Grösse  der  bewegten  Masse,  theils  von  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  diese  Masse  sich  bewegt. 

Dieselbe  Bestimmung  gilt  auch  von  der  Wärmeenergie,  wenn 
nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  Wärme  als  eine  innere 
Bewegung  in  den  Körpern  betrachtet  wird.  Handelt  es  sich 
aber  um  ein  System  zweier  Elementartheilchen,  d.  i.  solcher 
Theilchen,  in  deren  Innerem  keine  Bewegung  statt  findet;  so  leuch- 
tet ein,  dass  bei  einem  solchen  Systeme  die  Wärmeenergie  wegfUllt, 
und  dass  blos  die  Bewegungsenergie  und  die  Potentialener- 
gie übrig  bleiben. 

Die  Potentialenergie  endlich  ist  der  von  dem  vorhandenen 
Potentiale  abhängige  Theil  der  Energie,  und  es  bedarf  für  die  Poten- 
tialenergie einer  näheren  Bestimmung,  wie  sie  vom  Potential  ab- 
hängt, geradeso,  wie  es  für  die  Bewegungsenergie  einer  nähern 
Bestimmung  bedurfte,  wie  sie  von  der  Bewegung  abhinge. 

Eine  solche  nähere  Bestimmung  ist  nun  gegeben  worden,  indem 
man  die  Potentialenergie  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  dem  Po- 
tential gleich  gesetzt  hat.*) 

Die  Berechtigung  zu  dieser  Bestimmung  fand  man  darin,  dass 
das  Potential  eine  der  Bewegungsenergie  homogene  Grösse  ist,  welche, 
wenn  sie  negativ  genommen  und  zu  der  Bewegungsenergie  hinzuge- 
fügt wird,  stets  die  nämliche  Summe  giebt,  solange  beide  Theilchen 
ein  abgesondertes  System  bilden,  welches  weder  von  Aussen 
Energie  mitgetheilt  erhält,  noch  nach  Aussen  abgiebt. 


*)   Das  Vorzeichen  des  Potentials  V  wird  so  bestimmt,  dass  positive  Vtferthe 

dV 

von—  abstossende  Kräfte  bezeichnen;  das  Vorzeichen  der  Potentialenergie  rich- 
dr 

tet  sich  nach  dem  Vorzeichen  der  Arbeit ,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  der 
Theilchen  verrichtet  wird  ,  während  die  beiden  Theilchen  aus  der  Entfernung  r  in  un- 
endliche Entfernung  gebracht  werden.    Für  zwei  ponderabele  Theilchen  m,  m'  ist  da- 

her  das  Potential  V  =  ,  die  Potentialenergie  ä .   Für  zwei  elektrische  Theil- 

chenr,  e'ist  das  Potential  =  "  C~^  —  <),  die  Potentialenergie  =  **  ^1  -  ---  £~J. 
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Hat  man  z.  B.  ein  System  zweier  ponderabelen  Theilchen  w,  m\ 
so  ist  das  Potential 

mm' 


v  = 


r     » 


und  die  innere  lebendige  Kraft,  oder  die  innere  Bewegungs- 
energie des  Systems,  ist 

W*     mm'        f  \ 

wenn  1*  =  —  die  relative  Geschwindigkeit  der  beiden  Theilchen,  a 
den  Unterschied  ihrer  Geschwindigkeiten  im  Räume  senkrecht  gegen 
r  bezeichnet.  Es  ergiebt  sich  aber  leicht  für  ein  solches  abgesonder- 
tes System,  wenn  r  =  r0  und  a  =  ce0  für  w  =  0  gesetzt  wird, 

«"--Vir—    -      r.    ««)*)   ' 

folglich  die  Summe 


*)   Die  Kraft,  mit  weicher  die  beiden  Theilchen  auf  einander  wechselseitig  wirken, 

AV  4     AV 

nämlich  -r- ,  mit  m  dividirt,  giebt  die  Beschleunigung  des  Theilchens  in,  =  —  — ;  mit 

m'  di\idirt,  die  Beschleunigung  des  Theilchens  tn,  =s  —  — ;  folglich  ist  der  von  ihrer 
Wechselwirkung  herrührende  Theil  der  relativen  Beschleunigung  beider  Theilchen 
as  ( —  n 7)j-  »    während   derjenige  Theil  der  relativen  Beschleunigung    beider 

Theilchen,  welcher  von  ihrer  Drehung  um  einander  herrührt ,  durch  -    ausgedrückt 

*  •  T 

du 
wird.    Zieht  man  nun  den  letzteren  Theil  von  der  ganzen  Beschleunigung  —  ab  ;     so 

erhält  man  folgende  Gleichung 

dt  r    ~  \m         m' )  dr   ' 

Setzt  man  für  den  Augenblick  wo  u  =  0  ist,  r  =  r0  und  a  =  or0 ;  so  ergiebt  sicli  für 
den  Fall,  dass  auf  die  beiden  Theilchen  blos  die  von  ihrer  Wechselwirkung  herrühren- 
den Anziehungskräfte  wirken, 

«r  =  «oro  • 

Hiernach  ergiebt  sich  durch  Integration  obiger  Differentialgleichung,  nachdem  sie  mit 
tdr  =  tudt  multiplicirt  worden, 


tili 


/  4  *  \         _  /  i  *  \  fmm'       mm'\ 


und  hieraus 


uu 


ro  —  r  /%(m  +  m')        r0  +  r         \        r0-r/8(ro  +  m')         r0  +  r      \ 
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W\r  www'    _      4     mm' 

r0  2  mv  +  ro'  u 

Diese  Summe  behalt  immer  denselben  Werth,  solange  als  die  Werthe 
von  r0  und  a0  unverändert  bleiben,  d.  h.  solange  das  System  der 
beiden  Theilchen  weder  Energie  von  Aussen  mitgetheilt  erhält,  noch 
nach  Aussen  abgiebt.  —  Die  äussere  Bewegungsenergie  bil- 
det bei  einem  solchen  abgesonderten  Systeme  eine  constante 
Summe  für  sich.  — 

Dasselbe  gilt  nun  auch  ferner  für  zwei  elektrische  Theilchen 
e,  e\  deren  Potential  negativ  genommen,  zu  ihrer  Bewegungsenergie 
hinzugefügt,  gleichfalls  immer  die  nämliche  Summe  giebt,  solange 
beide  Theilchen  ein  abgesondertes  System  bilden. 

Denn  man  hat  für  ein  solches  System  zweier  elektrischen  Theil- 
chen das  Potential 

r  \cc  /  ' 

ferner  die  innere  Bewegungsenergie  des  Systems 

W  =  —   "- ,  (im  +  aa)  =  —  luu  -h  aa)  , 

2   t  +  £    v  '  QCC    \  '    ' 

wenn  t#  =  —  die  relative  Geschwindigkeit  der  beiden  Theilchen ,   « 

den  Unterschied  ihrer  Geschwindigkeiten  im  Räume  senkrecht  gegen 
r  bezeichnet.  Es  ergiebt  sich  aber  leicht  für  ein  solches  abgeson- 
dertes System,  wenn  r  =  r0  und  «  =  «0  für  u  =  0  gesetzt  wird, 


ro 

a  =  —  c*o 
r 

r  —  r0  (  o           m    r0  +  r          \      *x 

3  Summe 

W  —~    f    ss          -f-  -                  =          +                 . 

r0            <?        cc            r0           2    f  +  e' 

.  ao«o  • 

Auch  diese  Summe  behält  denselben  Werth,  solange  die  Werthe  von 
r0  und  ccq  unverändert  bleiben,  d.  h.  solange  das  System  beider  Theil- 
chen weder  Energie  von  Aussen  mitgetheilt  erhält  noch  nach  Aussen 
abgiebt.**)   —    Für  die  äussere  Bewegungsenergie  gilt  bei 


♦j   Siehe  Art.  \  t . 


')   In  der  sehr  lehrreichen  Schrift  des  Herrn  Tait:   Sketch  of  Iherinodynamics. 
Edinburgh   1868,   findet  sich  pag.  76,  mit  Beziehung  auf   die  von  Riemann  und 
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einem  abgesonderten  Systeme  für  zwei  elektrische  Theil- 
chen  dasselbe  wie  für  zwei  ponderabele  Theilchen.  — 


6. 

Ausdehnung  des  Princips  der  Erhaltung  der  Energie  auf  zwei  elek- 
trische Theilchen,  welche  kein  abgesondertes  System  bilden. 

Setzt  man  die  Potentialenergie,  wie  es  im  vorhergehenden  Ar- 
tikel geschehen,  dem  Potentiale  entgegengesetzt  gleich,  so  gilt  das 
Princip  der  Erhaltung  der  Energie  für  zwei  Theilchen  nur  so  lange, 
als  diese  beiden  Theilchen  ein  abgesondertes  System  bilden,  d.  h. 
so  lange,  als  das  System  beider  Theilchen  weder  Energie  von  Aussen 
mitgetheilt  erhält,  noch  nach  Aussen  abgiebt. 

War  die  ganze  Energie  eines  solchen  abgesonderten  Sy- 
stems zweier  Theilchen  =  A,  bleibt  aber  dieses  System  nicht  abge- 
sondert, sondern  wird  ihm  von  Aussen  die  Bewegungsenergie 
=  a  mitgetheilt;  so  scheint  zu  folgen,  dass,  wenn  darauf  das  System 
wieder  abgesondert  würde,  die  ganze  Energie  wieder  constant 
werden  und  constant  bleiben  würde,  so  lange,  als  es  abgesondert 
bliebe;  dass  aber  tlie  dem  abgesonderten  Systeme  zukommende 
ganze  Energie  während  seiner  letzteren  Absonderung  den  constan- 
ten  Werth  A  +  a  haben  würde,  also  einen  um  a  grösseren  Werth, 
als  während  seiner  früheren  Absonderung.  Es  ist  hiemit  aber  die 
Unmöglichkeit  der  Ausdehnung  des  Princips  der  Erhaltung  der  Ener- 


Lorenz  in  Poggendorffs  Annalen  4  867  erschienenen  Untersuchungen,  folgende 
Stelle  :  But  the  investigalions  of  these  authors  are  entirely  based  on  Weber 's  inad- 
missible  theory  of  the  forces  exerted  on  each  other  bymoving  electricparticles, 
for  wich  the  conservation  of  energy  is  not  true  —  while  Max  w  eil' s  result  is  in  per- 
fect  consistence  wilh  that  great  principle.  Diese  Behauptung  des  Herrn  Tait  erscheint 
mit  Obigem  in  Widerspruch.  Herr  Tait  hat  pag.  56  desselben  Werks  angeführt,  dass 
H  e  l  m  h  o  1 1  z  die  Lehre  von  der  Energie  auf  Newlon's  Princip  und  auf  folgendes  Po- 
stulat gegründet  habe:  Matter  consists  of  ultimate  particles  which  exert  upon  each 
other  forces  whose  directions  are  those  of  the  lines  joining  each  pair  of  particles,  and 
whose  magnitudes  depend  solely  on  the  distances  between  the  particles.  Es  leuchtet 
der  Widerspruch  des  elektrischen  Grundgesetzes  mit  diesem  Postulate  wohl 
ein,  aber  keineswegs  mit  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Energie,  was 
Herr  Tait  verwechselt  zu  haben  scheint. 

Abbandl.  <l.  K    S.  Genetisch.  <J.  Wi*»easch.    XV.  Q 
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gie  auf  zwei  elektrische  Theilchen,  welche  kein  abgesondertes  System 
bilden,  noch  keineswegs  vollständig  bewiesen. 

Denn  streng  genommen  ist  dies  nur  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen,  dass  die  Potentialenergie  des  Systems  blos  von  der 
Entfernung  beider  Theilchen  abhänge ;  wenn  dagegen  die  P  o  t  e  n  - 
tialenergie  nicht  blos  von  der  Entfernung  beider  Theilchen,  son- 
dern auch  von  ihrer  gegenseitigen  Bewegung  abhängt;  so  leuchtet 
ein,  dass  das  System,  während  es  von  Aussen  die  Bewegungs- 
energie =  a  mitgetheilt  erhält,  dadurch  mittelbar  auch  eine  Aen- 
derung  seiner  Potentialenergie  erleiden  muss.  Es  wäre  dann 
also  möglich,  dass  diese  mittelbar  von  Aussen  herrührende  Aende- 
rung  der  Potentialenergie  =  —  a  wäre,  so  dass  die. ganze 
Energie  (Bewegungsenergie  und  Potentialenergie  zusammen)  beider 
Theilchen,  auch  wenn  sie  kein  abgesondertes  System  bilden,  immer 
denselben  Werth  behielte. 

Dies  findet  nun  zwar  für  ein  System  zweier  elektrischen 
Theilchen  wirklich  nicht  statt,  wenn  man  die  Potentialenergie 
dem  Potentiale  entgegengesetzt  gleich  setzt,  was  also  jene 
Ausdehnung  des  Princips  unmöglich  machen  würde,  was  selbst  aber 
keineswegs  als  nothwendig  nachgewiesen  ist.  Im  Allgemeinen  wurde 
nämlich  nur  eine  nähere  Bestimmung  darüber  erfordert,  wie 
die  Potentialenergie  vom  Potentiale  abhänge,  wobei  nur 
einleuchtete,  dass  zwischen  Potential  und  Potentialenergie,  weil  sie 
homogene  Grössen  waren,  ein  reines  Zahlen verhältniss  statt  finden 
müsse.  Ob  aber  dieses  Zahlenverhältniss  immer  das  Verhältniss  von 
-hl  zu  —  \  sei,  oder  ob  dieses  Verhältniss  anders  zu  bestimmen 
sei,  kann  noch  im  Allgemeinen  als  zweifelhaft  betrachtet  werden,  wo- 
mit die  Möglichkeit  jener  Ausdehnung  des  Princips  bleibt. 

Unter  Potential  zweier  Theilchen  versteht  man  nämlich  die- 
jenige Arbeit,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  beider  Theil- 
chen verrichtet  wird,  während  die  beiden  Theilchen  auf  beliebige 
Weise  aus  unendlicher  Entfernung  in  die   vorhandene  Entfernung  r 

mit  der  vorhandenen  relativen  Geschwindigkeit  ^r  versetzt  werden. 

Man  sieht  aber  ein,  dass  Arbeit  in  Folge  der  Wechselwirkung 
beider  Theilchen  nicht  blos  verrichtet  werde  während  der  Ver- 
setzung  aus   grösserer  Entfernung   in  die  Entfernung   r,    sondern 
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auch  während  der  Versetzung  aus  kleinerer  Entfernung  in  die 
Entfernung  r.  Und  es  liegt  gar  kein  Grund  vor,  die  dem  Systeme 
zuzuschreibende  Energie  blos  von  jener  Arbeit  und  nicht 
auch  von  dieser  Arbeit  abhängig  zu  machen. 

Zum  Beispiel  könnte,   wenn  jene  Arbeit  nach  Art.  4   mit  V, 

diese  Arbeit  mit  ^-^  V  bezeichnet  wird,  die  dem  Systeme  zuzu- 
schreibende Potentialenergie  der  Differenz  beider  Arbeiten  gleich 
sein,  nämlicfr  =  §^-rV—  V  =  — --  V.     Diese   Differenz  bei- 

'  9  9 

der  Arbeiten  ist  offenbar  die  Arbeit,  welche  in  Folge  der  Wech- 
selwirkung beider  Theilchen  während  der  Versetzung  von  dem 
Grenzwerth  der  kleineren  Entfernung  zum  Grenzwerth  der 
grösseren  Entfernung   verrichtet  wird,  d.  i.   der  Werth,    welchen 

—  V  s=  —  (4  — — )  annimmt,   wenn  darin  r  dem  Grenzwerthe  der 

r   \  ccj  ' 

kleineren  Entfernung  gleich  genommen,  oder  r  =  q  gesetzt 
wird,  wo  (>  den  Grenzwerth  der  kleineren  Entfernung  be- 
zeichnet.    Hiernach    ist    also   diese  Differenz    beider  Arbeiten 

P\  <*J  9 

Bei    solcher  Bestimmung    der  Potentialenergie    für  ein   System 
zweier  elektrischen  Theilchen,  wo  jene  erstere  Arbeit 


*-?(5-0 


ist,  würde  also  zur  Bestimmung  der  letzteren  Arbeit  es  nur  noch 
der  Bestimmung  des  Werths  von  y  bedürfen,  nämlich  der  kleine- 
ren Entfernung,  für  welche  letztere  Arbeit  gelten  soll. 

Diese  kleinere  Entfernung  muss  nun,  ebenso  wie  jene 
grössere  Entfernung,  für  sich,  unabhängig  von  den  vor- 
handenen Verhältnissen  der  beiden  Theilchen,  bestimmt  sein. 
Für  die  grössere  Entfernung  war  dies  dadurch  erreicht,  dasß 
man  ihr  einen  unendlich  grossen  Werth  beilegte;  für  die  kleinere 
Entfernung  lässt  sich  dasselbe  erreichen,  wenn  man  ihr  den  Werth 

=  2  —^r  .    -  beilegt ,   eine  Entfernung  welche  durch   die  Theilchen 

€,  e\  durch    ihre  Massen  e,  e    und   durch  die   bekannte  elektrische 
Constante  c  gegeben  ist. 

Wird  nun  die  kleinere  Entfernung  diesem  Werthe  von  q  gleich 
gesetzt,  so  erhält  man,   da 

2* 
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r  \cc  ) 

(}         r   \cc  ) 


war,  den  gesuchten  Werth  der  Potentialenergie 

V  = (      —  1)=—  — — ,-  ( cc  —  uu  )  . 

Zu  der  hier  gemachten  Unterscheidung  zwischen  Potential- und 
Potentialenergie  zweier  elektrischen  Theilchen  und  der  hiernach 
gegebenen  Bestimmung  ihres  Verhältnisses,  möge  nun  auch  noch 
eine  ähnliche  Bemerkung  über  den  zwischen  lebendiger  Kraft 
und  Bewegungsenergie  zweier  Theilchen  zu  machenden  Unter- 
schied hinzugefügt  werden.  Denn  auch  die  Bewegungsenergie 
zweier  Theilchen  braucht  nicht  nothwendig  der  ganzen  beiden 
Theilchen  zugehörigen  lebendigen  Kraft  gleichgesetzt  zu 
werden,  sondern  es  wird  im  Allgemeinen  nur  eine  nähere  Be- 
stimmung darüber  erfordert,  in  welcher  Beziehung  die 
Bewegungsenergie  zweier  Theilchen  zur  ganzen  den  bei- 
den Theilchen  zugehörigen  lebendigen  Kraft  stehe. 

Die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  lebendige 
Kraft  ist  nun  in  der  Note  Art.  4  als  Summe  zweier  Theile  darge- 
stellt worden,  wovon  der  erstere  Theil,  nämlich  ^--^—,%*  die  re- 

lative  lebendige  Kraft  der  beiden  Theilchen  genannt  wurde. 
Der  andere  Theil  war  derjenige,  welcher  beiden  Theilchen  zukam  in 
Folge  ihrer  Drehung  umeinander  im  Räume  und  in  Folge  der  Be- 
wegung ihres  Schwerpunkts  im  Räume. 

Geht  man  nun  bei  der  Feststellung  des  Begriffs  der  Energie 
zweier  Theilchen  davon  aus,  dass  das  Princip  der  Erhaltung 
der  Energie  zweier  Theilchen  im  Wesen  der  beiden  Theilchen  be- 
gründet sein  soll,  und  zwar  im  Wesen  der  beiden  Theilchen 
als  abgesondertes  System  betrachtet,  so  leuchtet  ein,  dass 
zu  diesem  Zwrecke  der  Begriff  der  Energie  zweier  Theilchen  (ganz 
unabhängig  von  den  Beziehungen  in  welche  diese  Theilchen  zu  allen 
andern  Körpern  im  Räume  stehen  mögen)  nur  von  den  im  Systeme 
beider  Theilchen  als  solchem  dargebotenen  Verhältnissen  abhängig 
gemacht  werden  dürfe. 
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Wendet  man  diesen  Grundsatz  nun  auf  die  Bewegungsener- 
gie zweier  Theilchen  an,  wie  es  soeben  in  Beziehung  auf  die  Po- 
tentialenergie geschehen  ist;  so  sieht  man,  dass  die  Bewegungs- 
energie von  dem  ersten  Theile  der  ganzen  den  beiden  Theilchen 
angehörigen  lebendigen  Kraft,  nämlich  von  der  relativen  leben- 
digen Kraft  der  beiden  Theilchen  abhängig  gemacht  werden  dürfe, 
aber  nicht  von  dem  zweiten  Theile  der  ganzen  lebendigen  Kraft, 
welche  nämlich  den  beiden  Theilchen  nur  in  Folge  ihrer  Drehung 
umeinander  im  Räume  und  in  Folge  der  Bewegung  ihres  Schwer- 
punkts im  Räume  zukommt,  weil  dieser  Theil  von  Verhältnissen  ab- 
hängt, welche  von  den  Theilchen  selbst  unmittelbar  nicht  dargeboten 
sind.  Denn  die  beiden  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  bieten 
in  räumlicher  Beziehung  unmittelbar  nichts  dar  als  ihren  Abstand, 
woraus  keine  Kenntniss  von  Drehung  oder  Fortbewegung  des  Schwer- 
punkts im  Räume  zu  entnehmen  ist. 

Es  soll  daher  in  Folgendem  unter  Bewegungsenergie  zweier 
Theilchen  nicht  die  ganze  den  beiden  Theilchen  zugehörige  leben- 
dige Kraft,  sondern  nur  die  relative  lebendige  Kraft  der  beiden 
Theilchen  verstanden  werden. 

Hiernach  würde  nun  aber,  wie  man  leicht  ersieht,  das  System 
zweier  elektrischen  Theilchen  c,  e  während  es  von  Aussen  die  Be- 
wegungsenergie =  a  mitgetheilt  erhielte,  wirklich  eine  Aende- 
rung  seiner  Potentialenergie  =  —  a  erleiden,  so  dass  die 
ganze  Energie  des  Systems  beider  Theilchen  immer  denselben 
Werth  behielte,  sowohl  wenn  die  beiden  Theilchen  ein  abgesonder- 
tes System,  als  auch  wenn  sie  kein  abgesondertes  System  bilden. 
Denn  setzt  man  die  von  Aussen  mitgetheilte  Bewegungsenergie 

während    die  vor  dieser  Mittheilung  vorhandene  Bewegungsener- 
gie der  Theilchen 

war,  so  ist  die   nach  dieser  Mittheilung  vorhandene  Bewegungs- 
energie 

T7T7m  STTT7^  +  m)  ? 
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folglich  ist  die  Potentialenergie  vor  jener  Mittheilung 

die  Potentialenergie  nach  jener  Mittheilung  dagegen 

also    ist    die    in   Folge    jener    mitgetheilten    Bewegungsenergie 
=  -+-  a  eingetretene  Aenderung  der  Potentialenergie 


7. 
Anwendbarkeit  auf  andere  Körper. 

r 

Unterscheidet  man  zwischen  Potential  und  Potentialenergie 
zweier  elektrischen  Theilchen  auf  die  im  vorigen  Artikel  angegebene 
Weise,  wonach  nämlich 

das  Potential  diejenige  Arbeit  ist,  welche  in  Folge  der 
Wechselwirkung  beider  Theilchen  verrichtet  wird  während 
die  beiden  Theilchen  aus  unendlicher  Entfernung  in  die  vor- 
handene Entfernung  r  mit  der  vorhandenen  relativen  Ge- 
schwindigkeit -£  versetzt  werden ; 

die  Potentialenergie  dagegen  die  negativ  genommene 
Arbeit  ist,  welche  in  Folge  der  Wechselwirkung  beider 
Theilchen  verrichtet  wird  während  die  beiden  Theilchen  aus 
der  grösseren  Entfernung  r  =  oo  in  die  kleinere  r  =  (>, 
welche  durch  die  Theilchen  e,  e\  ihre  Massen  e,  e  und  durch 
die  Constante  c  gegeben  ist,  mit  der  vorhandenen  relati- 
ven Geschwindigkeit  -£■  versetzt  werden; 

so  kann  letztere,  nämlich  die  Potentialenergie  in  der  angege- 
benen Bedeutung,  in  zwei  Theile  zerlegt  werden,  wovon  der 
eine  dem  Potential  entgegengesetzt  gleich,  folglich  diejenige  Grösse 
ist,  welche  früher  allein  als  Potentialenergie  bezeichnet 
worden,  und  welche  von  jetzt  an,  nur  als  Theil  der  Potentialenergie 
betrachtet,  die  freie  Potentialenergie  heissen  möge.     Der  übrig 
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bleibende  Rest  ist  der  zweite  Theil,  welcher  die  latente  Poten- 
tialenergie heissen  möge. 

Es  lässt  sich  alsdann  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie 
erstens  im  früheren  weiteren  Sinne  folgendermassen  aus- 
sprechen : 

für  ein  abgesondertes  System  zweier  Theilchen  ist  die 
Summe  der  Bewegungsenergie  und  der  freien  Poten- 
tialenergie  immer  gleich. 

Denn ,  solange  keine  Bewegungsenergie  von  Aussen  mitgefreut  noch 
nach  Aussen  abgegeben  wird,  wird  jede  Aenderung  der  freien  Po- 
tentialenergie durch  eine  entgegengesetzt  gleiche  Aenderung  der  Be- 
wegungsenergie ersetzt. 

Es  lässt  sich  aber  alsdann  auch  zweitens  das  Princip  der  Er- 
haltung der  Energie  im  engeren  Sinne  (wenn  hiebei  Potential- 
energie und  Bewegungsenergie  in  der  eben  festgesetzten  Bedeutung 
genommen  werden)   folgendermassen  aussprechen: 

die    relative   Bewegungsenergie    zweier  Theilchen    und 
die  ihnen  bei  dieser  Bewegungsenergie  zukommende  ganze 
Potentialenergie  bilden  zusammen  eine  stets  gleiche  Summe, 
das  System  möge  abgesondert  sein  oder  nicht. 
Hieran  lassen  sich  nun  folgende  Bemerkungen  knüpfen: 

1)  einem  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  kommt  blosse  Be- 
wegungsenergie  zu; 

2)  zweien  Theilchen  kommt  zunächst  ebenfalls  Bewegungsener- 
gie  zu,  welche  die  Summe  von  denen  ist,  die  ihnen  einzeln  betrach- 
tet zukommen; 

3)  diese  Summe  besteht  aus  einem  Theile  A,  der  theilä  ihrem 
Schwerpunkte  zugeschrieben  werden  kann,  theils  der  Drehung 
der  beiden  Theilchen  im  Räume  um  einander,  und  aus  einem  Theile 
B,  welcher  beiden  Theilchen  für  sich  allein  betrachtet  relativ  ge- 
gen einander  zukommt.  Dieser  letztere  Theil  B  heisst  die  rela- 
tive Bewegungsenergie  oder  die  des  Systems  beider 
Theilchen. 

4)  In  dem  Systeme  beider  Theilchen  ist  aber  ausser  seiner 
Bewegungsenergie  noch  Etwas  vorhanden,  was  beiden  Theilchen  ein- 
zeln nicht  zukommt,  nämlich  eine  grössere  oder  geringere  Arbeits* 
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fähigkeit,  in  Folge  der  Wechselwirkung  beider  Theilchen  auf  ein- 
ander. Das  Maass  dieser  Arbeitsfähigkeit  wird  mit  dem 
Namen  Potentialenergie  des  Systems  oder  relative  Poten- 
tialenergie der  beiden  Theilchen  bezeichnet,  und  zwar  dient 
zu  diesem  Maasse  der  Arbeitsfähigkeit  diejenige  Arbeit,  welche 
verrichtet  wird,  in  Folge  der  Wechselwirkung  der  beiden  Theilchen, 
während  ihrer  Versetzung  aus  der  kleineren  Entfernung  r  =  (i 
in  die  grössere  r  =  oo,  wo  q  durch  die  Theilchen  e,  e  selbst, 
durch  ihre  Massen  *,  e   und  durch  die  Constante  c  bestimmt  ist. 

5)  Das  auf  die  oben  angegebene  Weise  näher  bestimmte  Prin- 
cip  der  Erhaltung  der  Energie  findet  nun  aber  auf  zwei  Theilchen 
nur  dann  Anwendung,  wenn  das  Potential  der  beiden  Theilchen 
von  gleicher  Form  ist,  wie  das  zweier  elektrischen  Theilchen, 
nämlich 

r   \cc      dP  J 

Das  Potential  zweier  ponderabelen  Theilchen  m,  m  ist  da- 
gegen 

y  WM»' 

was  (abgesehen  vom  Vorzeichen)  unter  jener  Form  nur  subsumirt 
werden  kann,  wenn  der  Werth  der  Constanten  c  für  ponderabele 
Theilchen  unendlich  gross  ist ;  doch  leuchtet  ein,  dass  in  der  Wirklich-  • 
keit  genügen  wird,  der  Constanten  c  nur  einen  sehr  grossen  Werth 
zuzuschreiben,  statt  eines  unendlich  grossen  Werthes,  um  in  keinen 
nachweisbaren  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  zu  gerathen.  Und  bei 
dem  ausseiordentlich  grossen  Werthe,  der  auch  für  elektrische  Theilchen 
der  Constanten  c  zugeschrieben  werden  muss,  scheint  es  für  ponderabele 
Körper,  zur  Vermeidung  aller  nachweisbaren  Widersprüche,  gar  nicht 
nöthig  einen  andern  Werth  anzunehmen,  sondern  es  dürfte  gestattet 
sein,  für  zwei  ponderabele  Theilchen  m,  m   das  Potential 


r   V  'cc'dfij 


zu   setzen,  'und  darin   der  Constanten  c  denselben  Werth   wie 
im  Potential  elektrischer  Theilchen  beizulegen. 

Sollten  aber  auch  künftige  feinere  Beobachtungsresultate  ergeben, 
dass  eine  solche  Gleichsetzung  des  Werths    der  Constanten    c    für 
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ponderabele  Theilchen  nicht  gestattet  sei;  so  würde  immer  Übrig 
bleiben,  für  ponderabele  Theilchen  der  Constanten  c  einen  noch 
grösseren  Werth  beizulegen,  der'  leicht  so  gross  genommen  werden 
kann,  dass  jeder  nachweisbare  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  voll- 
kommen verschwindet. 


lieber  die  Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen 

durch  Wechselwirkung. 


8. 

Durch  das  elektrische  Grundgesetz  wird  die  Wirkung  bestimmt, 
welche  irgend  ein  Theilchen  auf  ein  anderes  unter  beliebigen  Ver- 
hältnissen ausübt.  Als  nächstliegende  und  einfachste  Anwendung, 
welche  dieses  Gesetz  finden  kann,  scheint  sich  die  Entwickelung  der 
Bewegungsgesetze  zweier  Theilchen  unter  wechselseitigem  Einflüsse 
darzubieten;  es  hat  aber  ein  grösseres  praktisches  Interesse  gehabt, 
zunächst  die  Vertheilungsgesetze  ruhender  Elektricität  in  Conductoren, 
und  die  Gesetze  der  von  strömender  Elektricität  in  einem  geschlos- 
senen Leiter,  durch  die  in  einem  andern  Leiter  strömende  Elektri- 
cität, auf  diesen  letzteren  Leiter  ausgeübten  Kräfte,  sowie  die  Ge- 
setze der  von  geschlossenen  Strömen  (oder  von  Magneten)  auf  die 
Elektricität  in  geschlossenen  Leitern  ausgeübten  (elektromotorischen) 
Kräfte  zu  entwickeln,  weil  die  Resultate  dieser  Entwickelungen 
directe  Prüfungen  und  Bestätigungen  durch  die  Erfahrung  gestatte- 
ten. Fehlt  nun  auch  dieses  wichtige  praktische  Interesse  der  Ent- 
wickelung der  Bewegungsgesetze  zweier  Theilchen  unter  blossem 
wechselseitigen  Einflüsse;  so  dürften  doch  manche  Resultate  dersel- 
ben in  andern  Beziehungen  Aufmerksamkeit  verdienen. 

Das  Interesse  an  diesen  Resultaten  betrifft  nämlich  vorzugsweise 
die  Molecularbewegungen  zweier  Theilchen,  welche  von  aller 
directen  experimentellen  Forschung  ausgeschlossen  sind,  und  für 
welche   daher  der  Anwendung  des   aufgestellten   Gesetzes,    insofern 
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es  als  Erfahrungsgesetz  betrachtet  wird,  keine  Berechtigung  zuge- 
schrieben werden  kann.  Die  Entwickelung  der  Molecularbe- 
wegungen  zweier  Theilchen  nach  dem  aufgestellten  Gesetze  darf 
daher  nur  als  ein  Versuch  betrachtet  werden,  für  die  Theorie  der 
Molecularbewegungen,  an  der  es  noch  gänzlich  fehlt,  einen  Leitfaden 
zu  gewinnen,  der  für  sich  allein  freilich  nicht  genügt,  sondern  noch 
einer  wesentlichen  Ergänzung  bedarf.  Denn  ohne  die  Kenntniss 
und  genaue  Berücksichtigung  der  ohne  Zweifel  bei  den  Molecular- 
bewegungen zur  Mitwirkung  kommenden,  auf  Molecularentfer- 
nungen  beschränkten  Molecularkräfte  kann  den  sich  erge- 
benden Resultaten  keine  genaue  quantitative,  sondern  nur  inner- 
halb gewisser  Schranken  eine  Art  qualitativer  Geltung  zugeschrie- 
ben werden,  welche  nur  für  die  erste  Recognoscirung  des  Gebietes 
Bedeutung  habe. 


9. 

Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen  in  Richtung  der  sie 

verbindenden  Geraden. 

Für  zwei   blos   unter  wechselseitigem  Einfluss   sich   bewegende 
Theilchen  c,  e   hat  man  nach  den  Grundgesetzen  Art.  4,  wenn 


—  9  ( JL  j_  _!  ,\  "l      m  —  J     *«'      dr2      n  —  1     f€' 

—  Z\€     """    €'7  'cc    '    X  ~    2    «  +  *'    *  Ä»  »     a  ~    2     <  +  *'    ■ 


CC 


gesetzt  wird,  und  wenn  daselbst  die  Vorzeichen  von  U  und  V  nega- 
tiv genommen  werden,  um  die  Potentiale  damit  zu  bezeichnen, 

i 

\  €  t'  )  CC 

V  +  T   t  +  e'    •  dfi  ~    2    e  + 1'    '    CC  ' 
r  \  e  t'  J  cc  r    \  cc  dt2  J 


folglich 


Findet    keine   Drehungsbewegung  der  beiden   Theil- 

4    dV 

chen  um  einander  im  Räume  statt;    so  ist  —-^   die   Beschleuni- 
gung des  Theilchens  e   in  Richtung   von  r,  und    ^  ^     ist     die    Be- 


Elektrodynamische  Maassbestimmingen  etc.  27 

schleuoigung  des  Theilchens  e  in  entgegengesetzter  Richtung.  Man 
erhält  hiernach  die  relative  Beschleunigung  beider  Theüchen 

ddr  / ±  ^  \  dV 

dfi  —  V  e    "*"   7'7  dr    ' 

ond  hieraus  durch  Integration  von  r  =  rQ  bis  r  =  r,  wenn  der 
Werth  von  r,  in  dem  Augenblicke  wo  ^  =  u  =  0  ist,  mit  r0  bezeich- 
net wird,  da  (>  =  2  (--  •+-  V")  w"  S68^1  worden, 

dr*  r  —  r<>      p 

—  hat  stets  einen  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  nega- 
tiven Werth ;  denn  p  =  2  (~-  -h  -A ~  hat^  einen  gegebenen  end- 
lichen,  wenn   auch  sehr  kleinen  Werth,   welcher  positiv  oder  nega- 

«■ 
tiv  ist,  jenachdem  ee   positiv  oder  negativ  ist,  und  r0  = — 

CC     '       Q 

hat  ebenfalls  einen  von  Null  verschiedenen  positiven  oder  negativen 
Werth,  weil  die  anfänglichen  Werthe  von  r  und  nti,  aus  denen  r0 
bestimmt  werden  soll,  positive  und  messbare  Grössen  sein 
müssen,  welche  durch  Beobachtung  bestimmt  gedacht  werden. 

Ist  —  positiv,   indem  Zähler  und  Nenner  positiv    sind,   so  sind 

alle  Bewegungen  auf  die  Entfernungen  ausserhalb  der  Strecke  pr0 
beschränkt  und  zerfallen  in  Fernbewegungen  und  Molecul^r- 
bewegungen,  die  von  einander  durch  die  Strecke  (>r0  geschie- 
den sind. 

Ist  —  aber  positiv,  indem  Zähler  und  Nenner  negativ  sind;    so 

erstrecken  sich  die  Bewegungen  über  alle  möglichen  Entfernungen, 
weil  die  Strecke  pr0  ausserhalb  der  möglichen  Entfernungen  liegt. 

Ist  —  negativ,  wo  die  Strecke  pr0  theils  ausserhalb,  theils 
innerhalb  der  möglichen  Entfernungen  liegt;  so  sind  alle  Bewe- 
gungen auf  den  innerhalb  möglicher  Entfernungen  liegenden  Theil 
der  Strecke  gr0  beschränkt,  und  sind,  wenn  p  positiv  und  r0  nega- 
tiv ist,  Molecularbewegungen. 

Es  ergiebt  sich  hiernach,  wenn  (j  und  r<>  positiv  sind,  erstens, 
dass    kein  Uebergang  von  Fernbewegungen  zu  Molecularis- 
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wegungen  stattfindet;  zweitens,  dass  uu  immer  kleiner  bleibt 
als  cc,  wenn  es  anfangs  kleiner  war;  drittens,  dass,  wenn  uu<cc, 
r  und  r0  (beide  zugleich)  entweder  grösser  oder  kleiner  als  p  sind. 

Hält  man  sich  blos  an  die  Erfahrung,  so  können  einige  dieser 
relativen  Bewegungen  der  beiden  Theilchen  von  der  Betrachtung  ganz 
ausgeschlossen  werden;  denn  es  leuchtet  ein,  dass  in  der  Wirklich- 
keit unendlich  grosse  relative  Geschwindigkeiten  gar  nicht  vorkommen, 

im  Gegentheil  ist  — .  ~^  fast  immer  als  ein  sehr  kleiner  Bruch  zu 
betrachten. 

Diese  aus  der  Natur  entnommene  Beschränkung  ist  auch  still- 
schweigend zum  Grunde  gelegt,  wenn  V  =  y(-c ;  {$ —  0  als  Po- 
tential angenommen  wird,  welches  =  0  sein  soll  für  einen  un- 
endlich  grossen  Werth  von  r.  Denn  wäre  ^  unendlich  gross,  so 
könnte  yf  — ^  —  1)  auch  für  einen  unendlich  grossen  Werth  von 
r  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben. 

Wt*2 

Ist  aber  der  Werth  von    .2  niemals   unendlich    gross,    so  muss 

es  einen   endlichen  Werth  geben,   den   ^  niemals  überschreitet.    Als 

ein  solcher  Werth  mag  cc  angenommen  werden. 

Diese  Beschränkung  der  relativen  Geschwindigkeiten  vorausge- 
setzt, ist  r0  immer  positiv,  und  es  giebt  für  jeden  Werth  von  r%  nur 
eine    einzige     stetig    zusammenhängende    Reihe    zusammengehöriger 

Werthe  von  r  und  ^  >   und  zwar  erstrecken  sich 

wenn  q  positiv  und  r0  >  q  ist, 

rft"2 

die  zusammengehörigen  Werthe  von  r  und  ^  von  r=r0  bis  r  =  oo 
und  von  -JJ,  =  0  bis  Jl  =  c-  .  Die  betreffenden  Bewegungen  sind 
Fernbewegungen. 

Ist  q  positiv  und  r0  <(/,  oder  ist  g  negativ; 

so   erstrecken  sich    die  zusammengehörigen  Werthe  von   r  =  r0  bis 

r  =  0   und   von  ^=0  bis  -^  as  cc.    Die  betreffenden  Bewegungen 

sind  im  erstem  Falle,  wenn  q  positiv  und  r0  <(»  ist,  und  desgleichen 
im  zweiten  Falle,  wenn  p  negativ  und  r0<(>  ist,  Molecu larbe - 
wegungen;   wenn  aber  im   zweiten  Falle  r0>(>  ist,    sind  die  be- 
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treffenden  Bewegungen  theils  Fernbewegungen,  theils  Mole- 
cularbewegungen. 

Unter  der  angegebenen  Beschränkung  der  Bewegungen  erhalt 
man  also  für  zwei  blos  unter  wechselseitigem  Einfluss  sich  bewe- 
gende Theilchen  e,  e\  wenn  keine  Drehungsbewegung  der 
Theilchen    um    einander   im  Räume   statt  findet,    folgende   Be- 

wegungsgleichung,   nämlich  wenn   ^  =  u  gesetzt  wird, 

uu   __    r  —  tq      q 

cc    ~~    r  —  q      ro    ' 

wo  (j  einen  durch  die  Theilchen  e,  e\  ihre  Massen  «,  e  und  durch 
die  Constante  cc  gegebenen  Werth  hat,  und  r0  eine,  nach  dieser 
Gleichung  selbst,  aus  dem  positiv  und  von  q  verschiedenen,  sonst 
beliebig  anzunehmenden,  Anfangswerth  von  r,  und  aus  dem  positiv 
und  kleiner  als  cc,  sonst  beliebig  anzunehmenden,  Anfangswerth  von 
tili  zu  bestimmende  Constante  bezeichnet. 


10. 
Zwei  Aggregatzuslände  eines  Systems  von  zwei  gleichartigen  Theilchen. 

Für  zwei  gleichartige  Theilchen  hat  (>  einen  positiven  Werth. 
Da  nun  ferner  für  jeden  Werth  von  r  die  relative  Geschwindigkeit 
u  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe   annehmen    kann;    so   kann, 

obiger  Gleichung  —  =  — ^-^  .  -?-  gemäss,  • 

entweder  r  zuerst  abnehmen  von  r  =  oo  bis  r  =  r0,  und  da- 
bei nimmt  u  zu  von  u  =  —  cl/—  bis  t#  =  0;  sodann 

r    *■<>  * 

wird 
r  wieder  zunehmen  von  r  =  r0  bis  r  =  oo,  und  dabei  nimmt 

u  zu   von  w==0  bis  t*  =  +  c  1/  ^  ; 

oder  es  kann  r  zuerst  abnehmen  von  r  =  r0  bis  r  =  0,  und 
dabei  nimmt  u  ab  von  u  =  0  bis  u  =  —  c;  sodann  wird 
r  wieder  zunehmen  von  r  =  0  bis  r  =  r0,  und  dabei  nimmt 
u  ab  von  u  =  -h  c  bis  u  =  0. 
Man  sieht  leicht,  dass  die  erstere  Bewegung  keine  wiederkeh- 
rende ist;  denn    nachdem  die  Entfernung  r   von    beliebiger  Grösse 
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bis  r0  abgenommen  hat,  wächst  sie  wieder  und  zwar  biß  ins  Unend- 
liche, d.  h.  sie  nimmt  niemals  wieder  ab.  Die  letztere  Bewegung 
ist  dagegen  eine  wiederkehrende,  indem  die  Entfernung  r  ab- 
wechselnd von  r0  bis  0  abnimmt  und  abwechselnd  von  0  bis  r0 
wieder  zunimmt. 

Im  Augenblicke,  wo  r  =  0  wird,  scheint  zwar  im  Werthe  der 
Geschwindigkeit  u  ein  Sprung  einzutreten  von  -c  zu  +  c\  in  der 
That  findet  aber  kein  Sprung  statt,  weil  —  c  bei  verschwindendem 
r  dieselbe  Geschwindigkeit  bezeichnet,  wie  +  c  bei  dem  von  Null 
an  wachsenden  r. 

Diese  beiden  Bewegungen  sind  ferner  von  einander  dadurch 
unterschieden,  dass  kein  Uebergang  von  der  einen  zur  andern 
statt  findet;  denn  ein  solcher  Uebergang  würde  nach  obiger  Glei- 
chung für  die  Strecke  (>r0  oder  r^  nur  durch  imaginäre  Werthe  von 
u  vermittelt  werden. 

Auf  diese  Trennung  der  beiden  Bewegungszustände  lässt  sich 
nun  die  Unterscheidung  zweier  Aggregatzustände  eines  Sy- 
stems von  zwei  gleichartigen  Theilchen  begründen,  nämlich 
eines  Aggregatzustandes,  bei  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  nur 
in  Fernbewegung  befinden  können,  und  eines  Aggregatzustandes, 
bei  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  nur  in  Molecularbewe- 
gung  befinden  können.  Einen  Uebergang  von  dem  einen  Aggregat- 
zustande zu  dem  andern  giebt  es  nicht,  solange  beide  Theilchen  sich 
nur  unter  wechselseitigem  Einflüsse  bewegen. 

Zu  bemerken  ist  nur  noch  der  Umstand,  dass  hiebei  vorausge- 
setzt worden,  dass  die  beiden  Theilchen,  im  Räume  betrachtet,  keine 
andere  Bewegung  haben,  als  nach  der  Richtung  r;  jedoch  wird  in 
den  folgenden  Artikeln  auch  der  entgegengesetzte  Fall  betrachtet 
werden. 
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11. 

Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen,   welche  im  Räume,  in  einer 
Richtung  senkrecht  auf  die  sie  verbindende  Gerade,  ungleiche 

Geschwindigkeiten  besitzen. 

Bezeichnet  a  den  Unterschied  der  Geschwindigkeiten,  welche 
zwei  elektrische  Theilchen  e  und  e,  bei  der  Entfernung  r  von  ein- 
ander, im  Räume  in  einer  Richtung  senkrecht  auf  die  sie  verbin- 
dende Gerade  r  besitzen;  so  ergiebt  sich  "tt  als   der   von   a    abhän- 


du 


gige  Theil   der   relativen  Beschleunigung  —  . 

Bringt  man  diesen  Theil  ™  von  der  ganzen  Beschleunigung  -^ 

in  Abrechnung,  so  giebt  die  Differenz  (-£  —  ^J    denjenigen    Theil 

der  relativen  Beschleunigung  der  beiden  Theilchen,  welcher  von  den 
Kräften  herrührt,    die   sie   auf  einander  ausüben.     Nach  Art.  9  war 

dieser   letztere  Theil   =  f—  -f-  -p-  J  -^  ,    wonach    folgende   Gleichung 

erhalten  wird: 

du   au_  f  \_  JLV- 

di  ~r  \  *  "7/  ~är    ' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  udt  =  dr,  so  erhält  man 

udu-aa-^^  -h  -sj.-^dr  , 

und  hieraus  folgt  durch  Integration,  von  dem  Augenblicke  an  gerech- 
net, wo  u  s  0  ist,  wenn  der  Werth  von  r  in  diesem  Augenblicke 
mit  r0  bezeichnet  wird, 

wo  V  =  7-(^r  —  1)  un<i  Vo  sss  — 7"  ist,  wo  aber,  uip  die  letzte 
Integration    auszuführen,    ua    als   Function    von    r   dargestellt    wer- 

* 

den  muss. 

Nun  ist  r .  adt  das  von  der  Verbindungslinie  der  beiden  Theil- 
chen, welche  durch  Abstossungs-  oder  Anziehungskräfte  auf  einander 
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wirken,  bei  der  Bewegung  des  einen  Theilchens  um  das  andere  in 
dem  Zeitelement  dt  beschriebene  Flächenelement,  welches  für  gleiche 
Zeitelemente  dl  immer  gleichen  Werth  behalt,  woraus  radl  =  r^a^dt 
folgt.     Setzt  man  also  hiernach 

aa  ss  r0r0aoao  •  — 

TT 

im  letzten  Gliede  der  obigen  Gleichung  ein,  und  fuhrt  dann  die  In- 
tegration aus;  so  erhält  man  folgende  Gleichung: 


a  (K_     ,     J\  ee^  (r  —  Tp  4     uu\ uu 

\f  *'/  cc  \  tvq  r      cc)  """   cc 


gpcp      fpfp  —  rr  ■ 
cc  rr         ' 


woraus,    wenn  i(j  •+■  ?)^"  =  P    gesetzt    wird,    die    Bewegungs- 
leichung 

UM    fLr_rO  /jP_     ■      f  +  Tp        <*pgp\ 

cc   "™~    r  — £  \rp  r       '     cc  ) 


g 


erhalten  wird.     Wird  dieser  Werth  von  —   in  die  Gleichung 


r   \cc  / 


gesetzt,  so  erhält  man 


r\r  —  C\ro  r       '     cc  )  ) 

dV  ee^      r0  — (> ec'      /*   _  /«  q  gX^p^pN^p^P 

dr  ™"    r0   '  (r  —  »)2  (r  —  C')2  \  \  r  J  rr  J    cc     ' 


12. 

Nach  dem  vorigen  Artikel  ist  für  zwei  Theilchen,  die  sich  unter 
wechselseitigem  Einflüsse  beliebig  im  Räume  bewegen,  eine  Glei- 
chung zwischen  ihrer  relativen  Geschwindigkeit  u  und  ihrer  relativen 
Entfernung  r  gegeben,  nämlich 


uu 

cc 


—  r~ro  ( JL  j.  r  +  ro  gQ«o\ 


worin  p  eine  für  zwei  gleichartige  Theilchen  positive,  für  zwei 
ungleichartige  Theilchen  negative  Gonstante  bezeichnet. 

Es  ergeben  sich  nun  hieraus  ganz  ähnliche  Folgerungen  für  die 
freien  Bewegungen  zweier  Theilchen   im  Räume,   welche   in  einer 
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Richtung  senkrecht  auf   die   sie    verbindende  Gerade   ungleiche  Ge- 
schwindigkeit besitzen,   unter  dem  Einflüsse   ihrer  eigenen  Wechsel- 
wirkung, wie  für  die  Art.  i  0  betrachteten  Bewegungen  zweier  Theil- 
chen  in  Richtung  der  geraden  Linie  r.     Es  ergiebt  sich  näm- 
lich auch  hier  für  zwei  gleichartige  Theilchen  wieder  die  Unter- 
scheidung derselben  zwei  Aggregatzustände,  nämlich  eines  Aggregat- 
zustandes,   in   welchem   die   beiden  Theilchen   Bewegungen  machen 
mit  periodischer  Wiederkehr    derselben   Lage  gegen   einander,   und 
eines  Aggregatzustandes,  in  welchem  die  beiden  Theilchen  Bewegun- 
gen machen,    durch  welche  sie  von  einander  immer  weiter  entfernt 
werden  und  niemals  zu  derselben  Lage  zurückkehren.     Einen  Ueber- 
gang  von  dem  einen  Aggregatzustand  zu  dem  andern  giebt  es  nicht, 
so   lange    als   beide   Theilchen   sich   nur    unter  dem  Einflüsse   ihrer 
eigenen  Wechselwirkung  bewegen. 


13. 

• 

Eine  Drehung  der  beiden  Theilchen  um  einander  fordert  das 
Vorhandensein  einer  gewissen  Anziehungskraft,  wenn  die  beiden 
Theilchen  bei  dieser  Drehung  in  gleicher  Entfernung  von  einander 
bleiben  sollen,  und  diese  durch  die  Drehung  geforderte  Anziehungs- 
kraft wächst  bei  unveränderter  Entfernung  quadratisch  mit  der 
Drehungsgeschwindigkeit.  Hiernach  sollte  man  erwarten,  dass  es  für 
zwei  gleichartige  elektrische  Theilchen  in  einer  Entfernung  r0<(> 
•  wo  sie  einander  anziehen)  stets  eine  gewisse  Drehungsge- 
schwindigkeit Oq  geben  müsse,  bei  welcher  die  durch  die 
Drehung  geforderte  Anziehungskraft  der  aus  der  Wechselwirkung 
der  beiden  Theilchen  resultirenden  Anziehungskraft  gleich  wäre,  so 
dass  die  beiden  um  einander  sich  drehenden  Theilchen  bei  dieser 
Drehungsgeschwindigkeit  in  gleicher  Entfernung  r0  von  einander 
blieben.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  weil  die  aus  der  Wechselwir- 
kung beider  Theilchen  resultirende  Anziehungskraft  nicht  blos  von 
der  Entfernung  r0,  sondern  auch  von  der  Drehungsgeschwindigkeit 
«o  abhängt,  und  mit  letzterer  in  solcher  Weise  wächst,  dass  sie  stets 
grösser  bleibt  als  die  durch  die  Drehungsgeschwindigkeit  geforderte 
Anziehungskraft,  wonach  also  mit  jeder  solchen  Drehung  immer  eine 
wechselseitige  Annäherung  der  beiden  Theilchen  verbunden  ist. 

Abh»»dl.  d.  K.  S.  Gesellacb.  d.  Wiuenach.  XV.  3 


I 

* 
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Es  ergiebt  sich  nämlich  leicht,  dass  bei  zwei  gleichartigen 
Theilchen  e  und  e\  wo  q  einen  positiven  Werth  hat,  wenn  r  s=  r0 
und  folglich  ti  =  0  ist,  es  keinen  Werth  von  «o  giebt,  für  welchen 

^-  =  0  wäre,  was  der  Fall  sein  müsste,  wenn  beide  Theilchen  in  unver- 
änderter Entfernung  r0  bleiben  sollten.  Denn  es  ergiebt  sich  für 
r  =  r0  aus  der  Gleichung  am  Schlüsse  von  Art.  \  1 

dr  r0(r0-p)   \  cc  /  ' 

,    »  .  »  ••    du  ««  /<      .     1\dF  g  cc       dV 

und  hieraus  ferner,  weil  w  —  t  =  \7  +  V'Jdi  =*  **  '  ~&  war< 
wonach  -£  nur  dann  =  0  sein  kann,  wenn 

dt 

wäre,  was  aber  für  einen  positiven  Werth  von  p,  d.  i.  wenn  e 
und  e   gleichartig  sind,  nicht  möglich  ist. 

Ferner  ergiebt  sich,   dass  bei   zwei   gleichartigen  Theilchen, 

wenn  r  =  r0  ist,  -£  entweder  positiv  oder  negativ  sei,  jenach- 

dera  r0  >  p  oder  r0  <  q  ist.  Die  beiden  Theilchen  entfernen  sich 
also  stets  von  einander,  wenn  r  =  rQ>  q,  und  sie  nähern  sich  stets 
einander,  wenn  r  =  ro^Cy  ist,  welchen  Werth  auch  a0  haben  möge. 


14. 
Heber  die  Schwingungsdauer  eines  elektrischen  Atomen- Paares. 

Zwei  gleichartige  elektrische  Theilchen,  in  einer  Entfernung 
r0  <  q  von  einander  (wo  ihre  reflative  Geschwindigkeit  =  0  ist) , 
bleiben  nicht  in  dieser  Entfernung,  sondern  nähern  sich  einander 
von  r  =  r0  bis  r  =  0  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  von  u  =  0 

bisu=y  (cc  «+•  "°-r°^).  ij  wächst,  d.  i.  ins  Unendliche,   wenn   die 

Drehungsgeschwindigkeit  c^  im  Augenblicke,  wo  r  =  r0,  von  Null 
verschieden  war.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  der  Zeitraum  0,  in 
welchem  beide  Theilchen  von  r  s=  r0  bis  r  =  0  sich  nähern,  einen 
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endlichen  Werth  hat.     Dass  im  Augenblicke,   wo  r  =  0  wird,   der 
Werth  der  relativen  Geschwindigkeit  beider  Theilchen 


Y(cc  +  ™™. ^  =  ±00 


wird,  hat  hier  nur  die  Bedeutung,  dass  diese  relative  Geschwindig- 
keit von  nun  an  als  eine  Entfernungsgeschwindigkeit  =  +00  zu 
setzen  ist,  während  sie  bis  dahin  als  Näherungsgeschwindigkeit 
—  —  00  geworden  war.  Dies  vorausgesetzt  ergiebt  sich  leicht,  dass 
die  beiden  Theilchen  in  einem  zweiten  gleich  grossen  Zeiträume  S 
sich  von  r  =  0  bis  r  =  r0  wieder  von  einander  entfernen  werden. 
Der  Zeitraum  20,  in  welchem  die  beiden  Theilchen  sich  von  der 
Entfernung  r  =  r0  bis  r  =  0  einander  mit  zunehmender  Geschwin- 
digkeit nähern  und  darauf  von  r  =  0  bis  r  =  rn  mit  abnehmender 
Geschwindigkeit  sich  von  einander  wieder  entfernen,  kann  die 
Schwingungsdauer  des  von  den  beiden  elektrischen  Theilchen 
gebildeten  Atomen-Paares  genannt  werden. 

Es  bleibt  hienach   noch    die   Aufgabe,    die    Schwingungs- 
dauer 20  eines  solchen  Atomen-Paares  zu  bestimmen. 

Diese  Schwingungsdauer  lässt  sich  aus  der  Gleichung 

uu 


uu         rJZl9(^  .4.  ro±ü    <*o«o\ 
cc  r  —  q  \ro  r         cc  ) 


leicht  ableiten,    wenn  man  annimmt,   dass  r0  darin  nicht  grösser  als 
p  sei. 

Betrachtet  man  nämlich   zuerst  den  Grenzfall,  wo  r0  =  p  ist, 
so  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleichung 


uu  =  cc  -*-  a0a0  -I-  pa0«0  .  -  , 


und  hieraus,  11  =  ^-  gesetzt, 


dt  =  —  dr  y. 


Durch  Integration  wird  hieraus  erhalten 

.0 


ö  =5  —  I  dr  l/ - 

I         V    (>«ro«o  +  icc  +  "o"o) r 
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Hiernach  findet  man 

Ö=—  ^-l/(cc  +  2«o«0) ^^log(l/(l+^)+l/(2+— )) 

oder   für  kleine  Werthe  von  - 


0=  *(l  _^l0gic>)  . 

c  \  cc       ö«o/ 

Beschränkt  man   sich  sodann   auf   die   Betrachtung    kleiner 

Schwingungen,  d.  i.  solcher,  wo  -  sehr  klein  ist,  so  ergiebt  sich 

aus  obiger  Gleichung,   wenn  r0  und  r  gegen  q  darin  als  verschwin- 
dend angenommen  werden, 

uu  =  r-°roaotto .  -  +  cc-  (cc  +  ^)r  , 
und  hieraus,  u  =  -^  gesetzt, 

cdt  =  —  rfr 


_(1  +S5l)rr  ' 

\r0  per  / 


was   zu    einem    elliptischen    Integrale    führt.       Für    verschwindende 
Werthe  von   -  erhält  man 


cdt  =  — 


*  V-  -i  • 


woraus  durch  Integration  folgt 


Wenn,    wie    vorausgesetzt    worden,    r  <  p    ist,    kann    r0    die 
Schwingungsamplitude  genannt  werden,  und  es  ergiebt  sich  für  kleine 

Werthe  von  -,  dass  bei  kleinen  ScRxvingungsamplituden  die  Schwin- 
gungsdauer 20  eines  elektrischen  Atomen-Paares  der  Schwingungs- 
amplitude r0  proportional  ist.  Der  Faktor  aber,  womit  r0  zu  mul- 
tipliciren   ist,    um   20   zu   erhalten,   welcher   für  kleine   Amplituden 
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conslant  =  -   ist,    nimmt  bei  grösseren    Amplituden    ab   und    wird 


2 


=  -  für  die  Amplitude  f  =  p. 

Setzt  man  c  =  439450 . 1 06  '^jj/  ?  so  ergiebt  sich  aus  letz- 
terer Bestimmung,  dass  der  Werth  von  (j  etwa  zwischen  j^0  und 
-0-  Millimeter  liegen  müsste,  wenn  diese  Schwingungen  den  Licht- 
schwingungen an  Schnelligkeit  gleich  sein  sollten. 

Die  Verschiedenheit  der  elektrischen  Theilchen  e,  e  und  ihrer 
Massen  e,  t  hat  bei  kleinen  Werthen  von  -  und  bei  kleinen  Ampli- 
tuden auf  die  Schwingungen  gar  keinen  Einfluss,  bei  grösseren  Am- 
plituden aber  nur  insofern,  als  der  Werth  von  ()  davon  abhängt. 


45. 
Anwendbarkeit  auf  chemische  Atomengruppen. 

Die  Unterscheidung  zweier  oder  mehrerer  Aggregat  zustände  der 
Körper,  jenachdem  sie  aus  einfachen  Atomen,  oder  aus  Atomenpaa- 
ren, oder  aus  Gruppen  von  noch  mehr  als  zwei  Atomen  bestehen, 
hat  in  der  Chemie  grosse  Bedeutung  erlangt.  Es  findet  bald  der 
eine,  bald  der  andere  Aggregatzustand  statt,  und  bei  vielen  che- 
mischen Processen  findet  ein  Uebergang  von  dem  einen  zum  andern 
statt,  aber  die  bei  solchen  Uebergängen  eintretenden  Zwischenzu- 
stände können  nicht  beharren,  und  jene  Aggregatzustände  stehen  da- 
her als  beharrliche  Zustände  von  einander  ganz  isolirt  da. 

Nun  leuchtet  ein,  dass  die  Beharrlichkeit  einiger  Atomen- 
zustände,  die  als  besondere  Aggregatzustände  unterschieden  werden, 
sowie  der  Mangel  der  Beharrlichkeit  aller  andern  Atomenzu- 
stände,  ihren  Grund  nur  in  den  Gesetzen  der  Wechselwirkung  der 
Atome  haben  könne,  d.  h.  in  der  Verschiedenheit  der  Kräfte,  welche 
die  Atome  auf  einander  ausüben  nach  Verschiedenheit  der  Verhält- 
nisse j  unter  denen  sie  sich  gegen  einander  befinden.  Der  Grund 
der  Beharrlichkeit  einiger  Atomenzustände  und  des  Mangels  dieser 
Beharrlichkeil  bei  andern  ist  in  solchen  Gesetzen  der  Wechselwir- 
kung der  Atome  bisher  keineswegs  nachgewiesen  worden,  und  es 
dürfte  auch  schwerlich  gelingen,    diesen  Grund   in  solchen  Gesetzen 
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der  Wechselwirkung  aufzufinden,   wie  man   für   ponderabele  Atome 
aufzustellen  und  anzunehmen  bisher  versucht  hat. 

Es  liegt  daher  die  Frage  nahe,  ob  der  Grund  von  der  Beharr- 
lichkeit gewisser  Atomenzustände  nicht  vielleicht  in  solchen  Gesetzen 
der  Wechselwirkung  zu  finden  sei,  wie  hier  für  die  elektrischen 
Theilchen  aufgestellt  und  angenommen  worden  sind.  Es  dürften 
daher  auch  in  dieser  Beziehung  die  in  den  vorhergehenden  Artikeln 
entwickelten  Bewegungen  zweier  elektrischen  Theilchen  unter  Ein- 
fluss  der  ihnen  zugeschriebenen  Wechselwirkung  von  Interesse  sein, 
weil  dadurch  wirklich  ein  Grund,  worauf  die  Existenz  solcher  be- 
harrlicher Aggregatzustände  beruhen  könne,  nachgewiesen  worden 
ist.  Und  es  dürfte  hiebei  insbesondere  zu  beachten  sein,  dass  die- 
selben Kräfte,  welche  den  von  einfachen  und  den  von  Atomen^aaren 
gebildeten  Aggregatzustand  der  Elektricität  bedingen,  mög- 
licherweise auch  zwei  ebensolche  Aggregatzustände  pondera- 
beler  Körper  bedingen  können.  Denn  bei  der  allgemeinen  Ver- 
breitung der  Elektricität  darf  angenommen  werden,  dass  an  jedem 
ponderabelen  Atome  ein  elektrisches  Atom  haftet.  Haften  aber  elek- 
trische Atome  fest  an  ponderabelen,  so  wird  in  den  Verhältnissen 
der  elektrischen  Atome  nichts  geändert  als  die  Massen,  welche 
von  den  auf  die  elektrischen  Atome  wirkenden  Kräften  zu  bewegen 
sind.  Diese  Massen  sind  aber  in  obiger  Entwickelung  unbestimmt 
gelassen  und  blos  mit  e  und  a  bezeichnet  worden,  während  die 
elektrischen  Theilchen  selbst,  denen  die  Massen  *  und  e  angehören, 
unabhängig  von  der  Kenntniss  der  Werthe  e  und  e\  durch  die  mess- 
baren Grössen  e  und  p  bestimmt  worden  sind.  Nimmt  man  nun 
die  Werthe  von  *  und  e  so  gross,  dass  darin  die  Massen  der  an 
den  elektrischen  Atomen  haftenden  ponderabelen  Atome  mit  einge- 
schlossen sind;  so  finden  alle  zunächst  blos  für  elektrische  Atome 
gefundenen  Bestimmungen  auch  auf  die  mit  elektrischen  verbundenen 
ponderabelen  Atome  Anwendung. 
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16. 

lieber  Aggregatzustand  und  Schwingung  zweier  ungleichartigen 

elektrischen  Theilchen. 

Für  zwei  ungleichartige  elektrische  Tbeilchen  gelten  diesel- 
ben Gleichungen,  wie  für  zwei  gleichartige,  nämlich  die  Art.  11  ge- 
fundenen 


««  **  —  r0  /  g     .     r  +  r0    «ö«p\ 

cc  """  r  —  q  \ro  r  cc  / 

r  V^-pVro  r         cc  )  ) 


dV 


dr  —   (f-p)»U       ~  V     "~       •*       '    °  V    «  /    ' 

i 

worin   (>  =  Sfcf-  -t-  y,J^  ist;  nur  hat  p  bei  ungleichartigen  Theil- 

chen  einen  negativen  Werth,  weil  das  Product  ee  negativ  ist. 
Hiezu  kommt  noch  die  Gleichung  ar  =  «or0  (weil  nämlich  nur  solche 
Bewegungen  betrachtet  werden,  welche  zwei  elektrische  Theilchen 
unter  blossem  Einfluss  ihrer  eigenen  Wechselwirkung  machen), 
woraus  endlich  noch  die  Gleichung  folgt 


du  __    i   qcc    dV 
dt  TS7"  '  dr 


*"0r0  ^0*0 


Hieraus  ergiebt  sich  ebenso  wie  bei  zwei  gleichartigen  elektrischen 
Theilchen,  dass, 

für  r  =  r„  ?  =  -,-*-?(*  +  2-°-°) 

ü'    dr  r0{rQ-Q)  \  cc  J 

<tt  »  ro-  e  \ro  cc  /  ' 

und  dass ,  wenn  zugleich  a0  =  1/  —  f^r  (was  jetzt  einen  reellen 
Werth  hat,  weil  —  (>  =  —  2(~  •+•  p-)~  für  ungleichartige  Theil- 
chen positiv  ist),  £  =  0  wird,  wonach  also  beide  Theilchen,  wenn 

r  =  r0  und  a0  =1/  —  f^  ißt,   bei   ihrer  Drehung  um  einander  in 

stets  gleicher  Entfernung  r0  bleiben,  ein  Fall,  der  bei  zwei 
gleichartigen  Theilchen  gar  nicht  vorkommen  konnte. 
Es  ergiebt  sich  aber  ferner  aus  der  Gleichung 
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uu  _  r  —  r0/Q  r+r0«og0\ 

cc  r  —  q  \r0  r       cc  )    ' 

oder,  wenn  der  constante  Werth  —  r^«o«o  _  n  gesetzt  wird,   aus 
folgender  Gleichung 

-T*-?-fe-0-«S--7)-0- 

dass   ausser  dem  Werthe  r  =  r0,  für  welchen  u  =  0   gegeben   ist, 

im  Allgemeinen   noch   ein    anderer   Werth  von  r  =  -55L    vorhanden 

ist,  für  welchen  ebenfalls  ti  =  0  ist. 

Diese  beiden  Werthe  von  r,  für  welche  u  =  0  ist,  sind  aber,  nach 
dem  Werthe  von  w,  bald  mehr,  bald  weniger  von  einander  verschieden, 

und  fallen  für  n  =  ~ ,   d.  i.  für  a0  =  1/  —  |^ ,  ganz  zusammen,  und 

nur  dann,  wenn  die  beiden  Werthe  von  r,  für  welche  u  =  0  ist,  so  zu- 
sammenfallen, tritt  der  vorher  erwähnte  Fall  ein,  dass  zugleich  u  =  0 

und   -^  =  0    sind,   folglich   beide  Theilchen    bei   ihrer  Drehung  um 

einander  in  gleicher  Entfernung  bleiben. 

In    allen    übrigen    Fällen ,    wenn    z.  B.  für  r  =  2»  —  x   (wo 
x  <  n  sei)    die   Geschwindigkeit    u  =  0   ist,   giebt  es  noch   einen 

zweiten  Werth   von  r  =  2n  +  -^- ,    für    den    ebenfalls    die    Ge- 


n  —  x 


schwindigkeit  u  =  0  ist.     ~  hat   alsdann    für    r  =  2»  —  «r  einen 

positiven  Werth,  nimmt  aber  ab  und  wird  =  0  zwischen  r  =  2n  —  x 

und  r  =  2n  H — — ,  sodass,  für  r  =  2w  -H-nx  ,  ~  einen   negativen 

Werth  hat.     Man  ersieht  hieraus,  dass  Abstossung  der  beiden  Theil- 
chen  statt   findet  von  r  =  2n  —  x  bis   zu   demjenigen  Werthe  von 

r,  für  welchen  £  =  0    ist,    und    Anziehung    von    da    an    bis    zu 

r  =  2n  +  -^-  ,    wonach  beide   Theilchen   immer   in   schwingen- 

der  Bewegung  gegen  einander  innerhalb  der  angegebe- 
nen Grenzen  bleiben  müssen. 
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17. 
lieber  Amperesche  Mo leadar ströme. 

Der  eben  beschriebene  moleculare  Aggregatzustand  zweier  un- 
gleichartigen elektrischen  Theilchen,  bei  welchem  nämlich  die  Ent- 
fernung der  beiden  Theilchen  abwechselnd  zunimmt  und  wieder  ab- 
nimmt, zwischen  genau  bestimmten  Grenzen,  und  die  Bahn,  in 
welcher  das  eine  Theilchen  um  das  andere  sich  bewegt,  an  diesen 
beiden  Grenzen  in  eine  Kreisbahn  übergeht,  verdient  besonders  in 
solchen  Fällen  nähere  Beachtung,  wo  das  eine  Theilchen  als  ruhend 
und  blos  das  andere  Theilchen  als  in  Kreisbewegung  um  ersteres 
befindlich  betrachtet  werden  darf. 

Das  Verhältniss  beider  Theilchen  in  Beziehung  auf  Theilnahme 
an  der  Bewegung  hängt  von  dem  Verhältniss  ihrer  Massen  *  und  € 
ab,  wobei  nach  Art.  15  in  den  Werthen  von  *  und  e  die  Massen 
der  an  den  elektrischen  Atomen  haftenden  ponderabelen  Atome  mit 
eingeschlossen  werden  müssen.  Es  sei  e  das  positiv  elektrische 
Theilchen;  das  negative  sei  demselben  entgegengesetzt  gleich  und 
werde  daher  mit  —  e  (statt  mit  e )  bezeichnet.  Nur  an  diesem 
letztem  hafte  ein  ponderabeles  Atom,  wodurch  seine  Masse  so  ver- 
grössert  werde,  dass  die  Masse  des  positiven  Theilchens  dagegen  als 
verschwindend  betrachtet  werden  dürfe.  Das  Theilchen  —  e  wird 
dann  als  ruhend,  und  blos  das  Theilchen  +  e  als  in  Bewegung  um 
das  Theilchen  —  e  herum  befindlich  betrachtet  werden  können. 

Es  stellen  alsdann  die  beiden  ungleichartigen,  in  dem  beschrie- 
benen molecularen  Aggregatzustande  befindlichen  Theilchen  einen 
Ampereschen  Molecularstrom  dar;  denn  es  lässt  sich  zeigen, 
dass  sie  den  Annahmen  ganz  entsprechen,  welche  Ampere  von  den 
Moleculars trömen  gemacht  hat. 

Um  dies  zu  zeigen,  werde  der  Ausdruck  der  Kraft  entwickelt, 
welchen  das  bewegte  Theilchen  e  auf  irgend  ein  gegebenes 
Stromelement  ausübt.  Man  bezeichne  mit  ds  die  Länge  des  gege- 
benen Stromelements,  ferner  mit  -h  eds  die  positive  und  mit  —  eds' 
die  negative  Elektricität,  die  es  enthält;  endlich  mit  u  die  Ge- 
schwindigkeit des  positiven  Theilchens  +  eds'  und  mit  —  u  die 
Geschwindigkeit  des  negativen  Theilchens  —  eds.     Sodann  bezeichne 
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r  den  Abstand  des  Stromelements  vom  Theilchen  e,  u  die  Geschwin- 
digkeit des  Theilchens  e\  x,  y9  z  die  Coordinaten  des  Theilchens  e; 
x\  y\  z  die  Coordinaten  des  Stromelements;  S  und  &  die  Winkel 
der  Richtungen  von  u  und  u  mit  r;  6  den  Winkel  der  Richtung 
von  u  mit  der  Richtung  von  u. 

Man  transformire  sodann  den  allgemeinen  Ausdruck  derAbstossungs- 
kraft  zweier  elektrischen  Theilchen  e  und  e  beim  Abstände  r,  nämlich 

~( \  —  -1  —  -i-  -  —r\ 

rr  \  cc  dfi  cc  dfi) 

auf  folgende  Weise  (siehe  Beer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik,  die 
Lehre  vom  Magnetismus  und  die  Elektrodynamik  S.  251).  Man  dif- 
ferentiire  nämlich  die  Gleichung 

rr  _  (*-*•)>  +  (y-Vy  +  (z-z')> 

in  Beziehung  auf  die  Zeit  /;  so  erhält  man 


oder  auch 


r~  =  r  (wcos  0  —  t*  cos  0')   . 


Durch  nochmalige  Difierentiirung  erhält  man 


[dl  dt)  "*"  [dt         <«/  \df  dt) 


3  +  ,S-«.r«r*/»_*v*/*-*rY 


worin 


U  -  *)  +  (i  -  w)  +  U  ~  *)  =  M  +.tt  ~  2mm  cos*  • 

Bezeichnet  man  nun  die  Beschleunigung  des  einen  Theilchens,  deren 
Componenten  ~*f ,  ~  ,  -^  sind ,  mit  iV,  und  mit  v  den  Winkel 
ihrer  Richtung  mit  r,  und  auf  gleiche  Weise  die  Beschleunigung  des 
andern  Theilchens,  deren  Componenten  -^  ,  ^- ,  -^  sind,  mit  iV, 
und  mit  v   den  Winkel  ihrer  Richtung  mit  r,  so  ergiebt  sich 

'-?{* -i%)+"^L{%-i%)+'^{w-t)°>!«**>->r™»1- 
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Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhalt  man 

*  %  +  %r<%  =  2  ("2  +  tf'2  —  2u«'  cos  i)  +  2r(iVcos  p  —  N'  cos  *') 
3^  =  3(ucos0 —  ucosS')2  . 

Die  letztere  Gleichung  von  der  ersteren  subtrahirt,  giebt 

—  %  +  2r^  =  2(u2  +  u'2  —  2iw' cos«)  —  3 (ti cos  S  —  u  cos 0')2 

«+-  2r(iVcos?  —  iVcosy')  , 

woraus   der   allgemeine  Ausdruck  der  Abstossungskraft  zweier   elek- 
trischen Theilchen  e  und  e   im  Abstände  r,  nämlich 

rr  \  cc  dfi  co  dfi  ) 

transformirt  sich  ergiebt,   nämlich 

=  £r  (cc  +  2(tt*  +  ""'  —  2tm'  cos  0  —  3  (u  cos  9  —  u  cos  0')2 


+  2r  [N cos  v  —  N'  cos  *')  . 

Setzt  man  nun  hierin  für  das  Theilchen  e  die  positive  Elektri- 
cität  im  gegebenen  Stromelemente,  nämlich  -f-  e'ds\  so  erhält  man 
die  Abstossungskraft 


IA-I 


eeds 
ccrr 


{cc  +  2(u2  -h  t*'2  —  2t*u'  cos «)  —  3  (t*  cos  ©  —  u  cos  0') 


2 


-h  2r  (2V  cos  *  —  2V  cos  ?')   ; 

setzt  man  aber  für  das  Theilchen  e  die  negative  Elektricität  im  ge- 
gebenen Stromelemente,  nämlich  —  eds,  so  erhält  man,  weil  alsdann 
t  «+-  n,  0  -+•  n  und  v  -f-  n  an  die  Stelle  von  e,  0'  und  v   tritt,  die 

« 

A  bstossungskraft 


'Amt 


cc 


( —  cc  —  2(w2  +  u'2  -f-  2tw'  cos  *)  +  3(m  cos  0  -h  ti'cos  0')2 

—  2r  (N  cos  v  +  N'  cos  ?')  ; 

folglich  zusammen,   die  Abstossungskraft  des  bewegten  Theilchens  e 
auf  das  ganze  Stromelement, 

kee'ds' 


ccrr 


(Suuf  cos  S  cos  0'  —  2tw'  cos  *  —  rN'  cos  *>')   . 
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Die  Abstossungskraft  des  ruhenden  Theilchens  —  e  auf  das  ganze 
Stromelement  dagegen,  wo  w  =  0  zu  setzen,  ist 

=  H — - .  rN  cos  v   , 

ccrr  ' 

wenn  r  hierin  den  Abstand  des  ruhenden  Theilchens  —  e  von  dem 
gegebenen  Stromelemente  bezeichnet.  Der  Unterschied  dieses  letz- 
teren Werthes  von  r  von  dem  früheren  (nämlich  von  dem  Abstände 
des  in  Bewegung  um  -  e  herum  beßndlichen  Theilchens  +  e  von 
dem  gegebenen  Stromelemente)  darf  aber  als  verschwindend  kleiner 
Bruchtheil  von  r  betrachtet  werden,  und  es  ergiebt  sich  alsdann  die 
Abstossungskraft  des  bewegten  Theilchens  +  e  und  des  ruhenden 
—  e  zusammen  auf  das  Stromelement 


IAJ> 


ccrr 


(3  cos  B  cos  &  —  2  cos  e)  .  uu   . 


Wollte  man  an  die  Stelle  des  bewegten  elektrischen  Theilchens 
+  e  ein  zweites  Stromelement  setzen,  dessen  positive,  mit  der  Ge- 
schwindigkeit -+-  $u  bewegte,  Elektricität  mit  +  eds,  und  dessen 
negative,  mit  der  Geschwindigkeit  —  j  u  bewegte;  Elektricität  mit 
—  eds  bezeichnet  werde;  so  erhält  man  die  Abstossungskraft  dieser 
beiden  Stromelemente  auf  einander 


»A»t 


4  eds .  e'ds 
ccrr 


(3  cos  &  cos  ö'  —  2  cos  *')  .  uu  , 


d.  i  die  nämliche  Abstossungskraft  wie  vorher,  wenn  das  vorher  mit 
-+-  e  bezeichnete  (mit  der  Geschwindigkeit  u  bewegte)  elektrische 
Theilchen  der  im  zweiten  Stroinelemente  enthaltenen  mit  -f-  eds  be- 
zeichneten (mit  der  Geschwindigkeit  \  u  bewegten)  positiven  Elek- 
tricität  gleich  gesetzt  wird. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  Kreisbewegung  des  elektrischen 
Theilchens  -H  e  um  das  ruhende  Theilchen  —  e  einen  kreisförmigen 
elektrischen  Doppelstrom  vertritt,  wenn  die  in  letzterem  enthaltene 
positive  Elektricität  =  -+-  e  ist  und  sich  mit  der  halben  Geschwindig- 
keit in  ihrer  Kreisbahn  bewegt,  wie  jenes  elektrische  Theilchen  +  e, 
und  wenn  die  in  demselben  Strome  enthaltene  negative  Elektricität 
=  —  e  ist  und  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  wie  die  positive 
in  entgegengesetzter  Richtung  bewegt. 

Man  ersieht  hieraus,  dass  ein  elektrisches  Theilchen  -+•  e,  wenn 
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es  in  Kreisbewegung  um  das  elektrische  Theilchen  —  e  sich  befin- 
det, auf  alle  galvanischen  Ströme  dieselben  Wirkungen  ausübt,  welche 
Ampere  von  seinen  Molecularströmen  angenommen  hat. 

Die  von  Ampere  angenommenen  Molecularströme  unterscheiden 
sich  aber  von  allen  andern  galvanischen  Strömen  wesentlich  dadurch, 
dass  sie,  nach  Amperes  Annahme,  ohne  elektromotorische  Kraft 
beharren,  während  alle  andern  galvanischen  Ströme,  dem  0 hin- 
sehen Gesetze  gemäss,  der  elektromotorischen  Kraft  proportional  sind, 
also  mit  der  elektromotorischen  Kraft  zugleich  verschwinden.  Es 
leuchtet  nun  aber  ein,  dass  obiges  elektrisches  Theilchen  +  e  seine 
Kreisbewegung  um  das  elektrische  Theilchen  —  e,  ohne  elektromotorische 
Kraft,  von  selbst  immer  fortsetzt,  und  also  auch  in  dieser  Beziehung  der 
Am  per  eschen  Annahme  vom  Molecularströme  ganz  entspricht. 

Man  erhalt  also  auf  diese  Weise  eine  einfache  Construction  der 
von  Ampere,  ohne  Beweis  von  ihrer  Möglichkeit,  angenommenen 
Molecularströme,  begründet  auf  die  Gesetze  des  molecularen  Ag- 
gregatzustandes  zweier  ungleichartigen  elektrischen 
Theilchen,    wie  sie   im  vorigen   Artikel   gefunden  worden. 


18. 

Bewegungen  zweier  ungleichartigen  elektrischen  Theilchen  im  Räume, 
unter  Einfluss  einer  eleklrisclien  Scheidungskraft. 

Bezeichnet  n  +  v  den  Winkel,  welchen  die  Richtung  der  elek- 
trischen Scheidungskraft  mit  r  bildet,  und  bezeichnet  a  die  Grösse 
der  von  der  Scheidungskraft  abhängigen  relativen  Beschleunigung 
beider  Theilchen ;  so  sind  —  a  cos  v  und  a  sin  v  die  Komponenten 
von  a,  von  denen  erstere  den  von  der  Scheidungskraft  abhängigen 

Theil    der  relativen  Beschleunigung  ~  ,  letztere  den  von  der  Schei- 

Hit 

dungskrafl  abhängigen  Theil  von  -  -  ausdrückt,  wenn  a  den  Unter- 
schied der  Geschwindigkeiten  bezeichnet,  mit  denen  die  beiden 
Theilchen  in  einer  gegen  r  senkrechten  Richtung  sich  bewegen.  — 
Vorausgesetzt  wird,  dass  die  Richtung  der  Scheidungskraft  in  der 
Ebene  liegt,  in  welcher  die  beiden  Theilchen  sich  um  einander 
drehen.  — 


46  Wilhelm  Wbbrb, 

Bringt  man  nun  die  erstere  Componente,  nämlich  —  a  cos  v, 
als  den  von  der  Scheidungskraft  abhängigen  Theil  von  — ,  und 
ferner  — ,  als  den  von  der  Geschwindigkeit  a  abhängigen 
Theil  von  £  ,  in  Abrechnung  von  dem  ganzen  Werthe  der  Beschleu- 
nigung j*  ;   so  ergiebt  die  Differenz  r£  -h  a  cos  v  —  ™J  denjenigen 

Theil    der    relativen   Beschleunigung,    der   von   der   Kraft   herrührt, 
welche  die  beiden  Theilchen  e  und  e  auf  einander  ausüben,  nämlich 

H-  ~>)  ^  ==  f  ~  .  —  ,  wonach  folgende  Gleichung  erhalten  wird : 


( 


du    _  ««  g  cc     dV 

t#  +  a  cos  v  —  —  =  f  —  .  -j-  . 

dt  r  %  ec'     dr 


Bringt  man  die  letztere  Componente,  nämlich  asinv,  als  den 
von  der  Scheidungskraft    abhängigen   Theil   der  Beschleunigung 

~  ,  von  dem  ganzen  Werthe  £  in  Abrechnung,  so  giebt  die  Diffe- 
renz (-£  —  a  sin  vj  denjenigen  Theil  von  der  ganzen  Beschleunigung 

~  ,    der  von  der  vorhandenen   Bewegung  unter  blosser 

Einwirkung  der  von  beiden  Theilchen  auf  einander  aus- 
geübten Kräfte  herrührt.  Unter  blosser  Einwirkung  der  von 
beiden  Theilchen  auf  einander  ausgeübten  Anziehungs-  oder  Ab- 
stossungskräfte  würde  aber  das  in  einem  gegebenen  Zeitelemente  dl 
beschriebene  Flächenelement  ardt  einen  constanten  Werth  haben  oder 

es  würde  a-^-  -|-  r~  =  0  sein;   folglich  der  hieraus  sich  ergebende 

Theil  der  Beschleunigung  ~ 

—       !*! 

rdt' 

Durch  Gleichsetzung  dieses  Theiles  mit  obiger  Differenz  erhält  man 
die  Gleichung  ' 

da  •  ff  dr 

-r, a  sin  v  ss —  . 

dt  r  dl 

Hiezu  kommt  endlich  noch,  wie  von  selbst  einleuchtet,  die  dritte 
Gleichung,  nämlich 

i     __  adt 

""" "    r 

Man   hat  hiernach  für  die  4  veränderlichen  Grössen  r,  w,  a,  v 
folgende  3  Gleichungen: 
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acos 


a  an  • -- ^  -  s  (2) 

d«  =  £  (3) 

Multiplicirt  man  Gleichung  (1)  mit  dr  =  n^9  und  Gleichung  (2)  mit 
rdv  =  crcfr,  so  erhält  man 

a  cos  v  .  dr =  ^  .  Jrdr  —  udu  (4) 

ar  sin  v  .  dv  —  ^~  =  ada  .  (5) 

Die  Differenz  dieser  beiden  Gleichungen  giebt 

a  .  d(r  cos  v)  =  —  .  ^dr  —  ada  —  udu  .  (6) 

Ferner  erhält  man  aus  (2)  und  (3) 

—  2ar».  d(cosv)  =  d(«2rl)   .  (7) 

Durch  Integration  der  Differentialgleichung  (6)  erhalt  man,   nachdem 
man  mit   2  multiplicirt  und   V  =  —  f  —  —  1J  gesetzt  hat, 

2ar  cos  t;  =  ~(^  —  1 J  —  aa  —  um  +  Const.  (8) 

und  hieraus,  weil  r  =  r0,  a  =s  a0  und  cos  v  =  —  1   für  ti  =  0  ist, 

—  2ar0  =  —  «5  —  aoOo  +  Const.  (9) 

Die  Differenz  von  (8)  und  (9)  giebt  dann 

%ar  cos  v  -+-  2ar0  =  (£  —  1  Jt*u  -+•  (>cc  (7  —  7)  —  "«  +  «o«o .  (1 0) 

Durch  Integration  9  der  Differentialgleichung  (7)  erhält  man,   nachdem 
man  mit  r3  dividirt  hat, 

—  2a  cosv  =  7  +  3/ 
oder  mit  r  multiplicirt 


—  2arcost;  =  ««-»-  3r  ("**  ,  (11) 
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wonach  die  Summe  von  (10  und  (11) 

2«r0  -  (1  -  l)«m  +  (*c(l  -  i)  +  *«,  +  */=£  , 
und  also 

™  =  7±-Q(«CC(k  -  0  +  r<^  +  3fr/^  -  2or»r)  •     (") 
Aus  Gleichung  (3)  ergiebt  sich  ferner,  weil  dr=  udt  ist, 


und  da  nach  Gleichung  (7) 

rf  (co.  .)  -  -  *g£ 
und  nach  Gleichung  (11) 

so   ergiebt  sich   durch  Substitution    dieser  Werthe    in  die  identische 
Gleichung 


d(cos  t;) 


V(\    -   COS  17«)      > 

nach   Gleichung   (13) 

adr  rf(o«r«) 

u  r  iar* 


V  (<  -  i(?  -  3./^)') 


und  hieraus  und  aus  (12) 


—  (£*)■■(•*-(?■••  »/ST) 

=,4-e(~v  +  'W  -  «-vi  +  ^/^)  <<») 

oder  folgende  Gleichung  für  die  zwei  Veränderlichen  r  und  a: 

w<+  »ffi+Msgy.  (^- .  jf+säs+i/^^  ()5) 


*)  Verschwindet  die  Scheidungskraft  a,  so  soll  nach  Art.  4  4  cir  einen  constanten 
Werth  annehmen.  Für  einen  constanten  Werth  von  ur  und  für  a  s  0  reducirt  sich 
aber  Gleichung  (15)  auf 
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Beschränkt  man  sich  nun  auf  kleine  Werthe  von  a,  für  welche 
ar  zwar  nicht ,  wie  für  a  =  0  nach  Art.  1  1  ,  constant  ist ,  aber 
doch  nur  wenig  von  einem  constanten  Werthe  «0r0  =  n  abweicht, 
so  kann 

ar  sb  »  (1  +  «)  (1 6) 

gesetzt  werden,  wo  s  stets  einen  sehr  kleinen  Werth  hat.     Es  folgt 
dann  hieraus 


d(ar)  d€ 

dr  dr 


(18) 


Ferner  folgt   aus   (11)  und  (17) 


oder 


/de  a 

-3=--2COSt; 


de  =  ^sinvdv  ,  (19) 


aus   (18)   und  (19) 


d(ar)  a    •    .  dv  /rk~x 


und    aus    (17)  und   (19) 


«2  n*  Sa 

r    —   f3 


^frtslnvdv  .  (21) 

Substituirt  man  nun  die  Werthe  von  -^~  und  -  aus  (20)  und  (21) 
in  folgender  aus  (11)  und  (15)  sich  ergebenden  Gleichung,  nämlich 

*ta  *  -  r4-e  •  (^)*.  (*?  ■  £+  Ö»  -  *  -  1.  cos  .) ,  m 

so  erhält  man,   wenn   für  »  wieder  sein  Werth   c^r«,  gesetzt  wird, 
folgende  Gleichung  zwischen  r  und  v,  nämlich 

o*  Pt&dr 

°-7  +  iJ-pr  • 

was  mit  dem  constanten  Werthe  a2r2  dividirt  die  identische  Gleichung 


#•  +  V  i 


.-*  +  .!* 


giebt,  in  Uebereinstimmung  mit  Art.  f  1 . 

Abhaudl.  d.  K.  S.  Gesell  ach.  d.  Wimmelt.   XV. 


SO  Wilhelm  Weber, 

!Sf-£-^ft+!:?*-^)-F5?(v+f/',<»»*)-,)W) 

Durch   Differentiation  dieser  Gleichung,    nachdem   sie  mit  r(r  —  p) 
multiplicirt  worden,  erhält  man 


2a 


—  ^  (2r0r  +  3r2  cos  0)  . 
Setzt  man  hierin,  um  einen  speciellen  Fall  zu  betrachten, 

d.  i.  der  Fall,  in  welchem  für  a  =  0  nach  Art.  16  beide  Theilchen 
bei  ihrer  Drehung  um  einander  in  gleicher  Entfernung  bleiben,  so 
erhält  man 


d 
dr 


'-?)%  «sO  =  -  A1T1  («o2  +  aro)  -    cc  (fo  +  r  C0SV)    ' 


dessen  Werth  =  0  ist,  erstens,  wenn  w  =  0  und  folglich  r  =  r0, 

j  j     •  .  ..  3or(rn +  r  cos  v) 

asooundcosv  =  —  1   ist:  zweitens,  wenn  r0  —  r  =  — hS— - 

ist,    ein   Fall,    welcher    für    kleine   Werthe    von    a   eintritt,    wenn 

cos  v  =  +  1 ,  und  alsdann  näherungsweise  r  =  rQ  —  6  ^  wird. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dass,  so  wie  ohne  Scheidungskraft 
nach  Art.  16  von  zwei   ungleichartigen   elektrischen   Theilchen,    für 

welche  o  =  —  2^^^  war,  das  eine  um  das  andere  in  einer  Kreis- 

v  "   cc 

bahn  sich  bewegen  konnte,  so  auch  mit  Scheidungskraft  (  =  a) 
von     zwei     ungleichartigen     elektrischen     Theilchen ,      für     welche 


*)  Aus  obiger  Gleichung  erhält  man ,  da  für  -7-  auch  —  u  gesetzt  werden  kann, 


«o2r02    uu 
a*f*       cc 


r-Q\rQ  r         c*  J        {r-Q)c*\»  rj  J1 


was,  wenn  die  Scheidungskraft  a  verschwindet  und  also  nach  Art.  H  ar  =  «r0r0  wird, 
in  die  Gleichung 


uu 

cc 


r-?U  r        c*J 


übergeht,  d.  i.  dieselbe  Gleichung,  welche  für  diesen  Fall  Art.  H   schon  .gefunden 
worden  ist. 
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(>  =  —  2r0(-^  -+»  ar0)  ist,   das   eine   um   das   andere   in  einer  ge- 

schlossenen  Bahn  sich  bewegen  könne,  die  jedoch  keine  Kreisbahn 
ist.  Der  Abstand  der  beiden  Theilchen  von  einander  ist  nämlich 
verschieden,  jenachdem  das  bewegte  Theilchen  von  dem  Centraltheil- 
chen  aus  gerechnet  in  der  Richtung  der  /Scheidungskraft  vorwärts 
oder  rückwärts  liegt,   nämlich  in  letzterem  Falle  =  r0,  im  ersteren 

=  r0  —  o  —  a  . 

Man  kann  eine  solche  excentrische  Lage  des  einen  Theilchens 
im  Flächenraume  der  um  dieses  Theilchen  vom  andern  beschriebenen 
Bahn  (unter  Einwirkung  einer  Scheidungskraft)  mit  einer  Scheidung 
ruhender  elektrischer  Fluida  unter  Einwirkung  einer  gleichen  Schei- 
dungskraft vergleichen,  wobei  jedoch  der  merkwürdige  Unterschied 
hervortritt,  dass  jene  Scheidung  im  umgekehrten  Sinne  statt  findet 
wie  diese. 

Es  geht  daraus  hervor,  dass  in  allen  Conductoren,  welche  unter 
Einwirkung  von  elektrischen  Scheidungskräften  auf  bekannte  Weise 
geladen  werden,  die  Elektricität  nicht  blos  im  Aggregatzustande  von 
A mper eschen  Molecularströmen  enthalten  sein  kann,  weil  sonst  die 
von  der  Scheidungskraft  hervorgebrachte  Scheidung  im  entgegenge- 
setzten Sinne,  als  es  wirklich  der  Fall  ist,  stattfinden  müsste.  Wäre 
auch  alle  Elektricität  in  einem  solchen  Conductor,  ehe  die  Schei- 
dungskraft  zu  wirken  begann,  im  Aggregatzustande  von  Ampere- 
schen  Molecularströmen  vorhanden  gewesen;  so  müssten  doch  unter 
diesen  Molecularströmen  solche  gewesen  sein,  welche  unter  dem 
Einfiuss  der  Scheidungskraft  nicht  fortbestehen  könnten  (indem  die 
beiden  Theilchen  fortführen  sich  in  geschlossener  Bahn  um  einander 
zu  drehen),  sondern  aufgelöst  würden,  indem  die  beiden  Theilchen 
sich  immer  weiter  von  einander  entfernten,  bis  sie  zu  den  Grenzen 
des  Conductors  gelangten.  Unter  dem  Einfiuss  der  Scheidungskraft 
würden  die  positiven  und  negativen  Theilchen  der  aufgelösten  Mole- 
cularströme  nur  bei  einer  gewissen  Vertheilung  an  der  Oberfläche 
des  Conductors  in  Ruhe  verharren  können ;  beim  Aufhören  der  Schei- 
dungskraft würden  sie  aber  wieder  in  Bewegung  gerathen,  so  lange, 
bis  sie  sich  paarweise  wieder  zu  Ampere  sehen  Molecularströmen 
vereinigt  hätten. 


4* 
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19. 
Elektrische  Slrötne  in  Conductoren. 

Ware  in  Conductoren  alle  Elektricität,  ehe  eine  Scheidungskraft 
zu  wirken  beginnt,  im  Aggregatzustande  Amperescher  Molecular- 
ströme enthalten,  die  aber  unter  dem  Einfluss  einer  Scheidungskraft 
nicht  fortbestehen  könnten,  sondern  aufgelöst  würden,  indem  die  bei- 
den um  einander  sich  drehenden  ungleichartigen  elektrischen  Theil- 
chen  sich  von  einander  immer  weiter  entfernten,  bis  endlich  ihre 
Bahnen  asymptotisch  der  Richtung  der  Scheidungskraft  sich  näher- 
ten; so  würden,  bevor  die  sich  immer  weiter  von  einander  entfer- 
nenden Theilchen  zu  den  Grenzen  des  Conductors  gelangten,  Begeg- 
nungen stattfinden  zwischen  den  von  verschiedenen  Molecularströmen 
kommenden  ungleichartigen  elektrischen  Theilchen,  die  dann  mit 
einander  neue  Molecularströme  bildeten.  Diese  neu  gebildeten  Mo- 
lecularströme  würden  sodann  auch  wieder  aufgelöst  werden  und 
die  Bahnen  der  sich  immer  weiter  von  einander  entfernenden  Theil- 
chen würden  wieder  asymptotisch  der  Richtung  der  Scheidungskraft 
sich  nähern  u.  s.  f. 

Hierdurch  entstünde  eine  elektrische  Strömung  im  Conductor 
in  der  Richtung  der  Scheidungskraft.  Hatte  der  Conductor  die  Ge- 
stalt eines  gleichförmigen  m  Ringes  und  hatte  die  Scheidungskraft  in 
jedem  einzelnen  Längenelemente  des  Ringes  bei  gleicher  Grösse  die 
Richtung  des  Elements;  so  würde  im  Ringe  ein  constanter  Kreisstrom 
gebildet  werden,  und  es  würden  die  im  vorigen  Artikel  entwickelten 
Bewegungsgesetze  elektrischer  Theilchen  unter  Einfluss  einer  elek- 
trischen Scheidungskraft  die  Grundlage  der  Theorie  dieser  constan- 
ten  elektrischen  Ströme  in  geschlossenen  Conductoren  bilden. 

Hiebei  leuchtet  ein,  dass  während  dieser  Strömung  von  jedem 
Theilchen,  indem  es  unter  Einwirkung  der  Scheidungskraft  in  Rich- 
tung der  Scheidungskraft  fortrückt,  Arbeit  verrichtet  wird.  Und 
da  alle  andern  Kräfte,  die  auf  ein  solches  Theilchen  im  Conductor 
wirken,  summarisch  einander  das  Gleichgewicht  halten;  so  tritt  jene 
Arbeit  als  äquivalente  Zunahme  an  lebendiger  Kraft  des  Theil- 
chens  hervor,  woraus  folgt,  dass  die  lebendige  Kraft  aller  im 
Conductor  enthaltenen  Am p^r eschen  Molecularströme,  während  der 
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Strom  durch  den  Conductor  geht,  wächst,  nämlich  das  Quadrat  der 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Theilchen  in  den  Amp^reschen 
Molecularströmen  sich  um  einander  drehen,  proportional  der  Schei- 
dungskraft -(elektromotorischen  Kraft)  und  proportional  dem 
in  der  Richtung  der  Scheidungskraft  zurückgelegten  Wege  (der 
Stromintensität).  Wird  das  Verhältniss  der  elektromotorischen 
Kraft  zur  Stromintensität  mit  dem  Namen  Widerstand  bezeichnet, 
so  kann  dafür  gesetzt  werden,  die  lebendige  Kraft  aller  im  Con- 
ductor enthaltenen  Molecularströme  wachse,  während  der  Strom  durch 
den  Conductor  geht,  proportional  dem  Widerstände  und  proportio- 
nal dem  Quadrate  der  Stromintensität. 

Dieses  Wachsthum  der  Bewegungsenergie  der  in  einem 
Conductor  enthaltenen  elektrischen  Theilchen,  während  ein  Strom 
durch  den  Conductor  geht,  ergiebt  sich  also  als  eine  nothwendige 
Folge  von  der  Einwirkung  der  elektromotorischen  Kraft  auf  die  Theil- 
chen, während  diese,  Theilchen  in  Folge  des  Stroms  in  der  Richtung 
dieser  Kraft  fortrücken. 

Diese  theoretische  Folgerung  wird  nun  durch  die  Erfahrung 
zwar  nicht  auf  directem,  aber  doch  auf  indirectem  Wege  bestätigt, 
nämlich  dadurch,  dass  ein  Wachsthum  der  Wärmeenergie  im 
Conductor,  während  ein  Strom  durch  den  Conductor  geht,  beob- 
achtet wird.  Und  dieses  beobachtete  Wachsthum  der  Wärme- 
energie im  Conductor  ist  jenem  berechneten  Wachsthum  der 
Bewegungsenergie  der  elektrischen  Theilchen  in  den  Am  pere- 
schen Molecularströmen  des  Conductors  gleich. 

Nun  ist  die  Wärmeenergie  eines  Körpers  eine  Bewegungs- 
energie, welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Körpers  her- 
rührt, die  sich  der  directen  Beobachtung  entziehen.  Ebenso  ist 
die  den  elektrischen  Theilchen  der  Am p6r eschen  Molecularströme 
in  einem  Conductor  angehörige  Bewegungsenergie  eine  Bewe- 
gungsenergie, welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Conduc- 
tors herrührt,  die  sich  der  directen  Beobachtung  entziehen. 

Trotz  dieser  Uebereinstimmung  wäre  es  möglich,  dass  jene 
Wärmeenergie  eines  Körpers  und  diese  Bewegungsenergie  der 
elektrischen  Theilchen  der  in  demselben  Körper  enthaltenen  Ampere- 
schen  Molecularströme  ihrem  Wesen  nach  ganz  verschieden  wären. 
Denn  es  wäre  möglich,  dass  jene  Wärmeenergie  eine  Bewegungs- 
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energie  wäre,  welche  von  Bewegungen  ganz  anderer  Theilchen  als 
elektrischen  herrührte,  und  die  Bewegungen  dieser  andern  Theil- 
chen könnten  ganz  anderer  Art  sein  wie  die  in  den  Amp Preschen 
Strömen. 

Zur  Erklärung  der  Identität  des  oben  bestimmten  Wachsthums 
der  Energie  in  den  Am  pereschen  Molecularströmen  mit  dem  aus 
der  Beobachtung  gefundenen  Wachsthum  der  Wärmeenergie  würde 
dann  nach  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Energie  schlech- 
terdings noth wendig  sein,  dass  eine  Uebertragung  der  Bewegungs- 
energie von  den  elektrischen  Theilchen  in  den  Am  per  eschen  Strö- 
men auf  die  andern  Theilchen,  deren  Bewegung  das  Wesen  der 
Wärmeenergie  mache,  statt  fände.  Und  zwar  müsste  alle  durch 
den  Strom  in  den  elektrischen  Theilchen  der  Amp Preschen  Ströme 
erzeugte  Bewegungsenergie  auf  diese  andern  Theilchen  in  jedem 
Augenblicke  total  übertragen  werden. 

Abgesehen  davon,  dass  von  einer  solchen  totalen  Uebertragung 
Rechenschaft  zu  geben  nicht  möglich  ist,  leuchtet  von  selbst  ein,  dass 
eine  jede  auch  nur  partielle  Uebertragung  von  Bewegungsenergie 
Am p6r escher  Molecularströme  auf  andere  Theilchen  in  Widerspruch 
stehen  würde  mit  der  allen  Amp  er  eschen  Strömen  ihrem  Wesen 
nach  zukommenden  Beharrlichkeit.  Fände  zwischen  elektrischen 
Theilchen  in  Molecularströmen  eine  solche  Uebertragung  von  Bewegungs- 
energie auf  andere  Theilchen  wirklich  statt,  so  würde  daraus  einfach 
blos  folgen,  dass  die  von  jenen  Theilchen  gebildeten  Molecularströme 
keine  Ampereschen  Molecularströme  wären,  weil  ihnen  keine 
Beharrlichkeit  zukäme,  worin  das  Wesen  der  Ampereschen 
Molecularströme  besteht. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  also  die  Folgerung,  dass,  wenn  in  den 
Conductoren  alle  elektrischen  Theilchen  im  Aggregatzustande  Ampere- 
scher Molecularströme  sich  befinden,  das  beobachtete  Wachsthum  der 
Wärmeenergie  eines  Conductors,  während  ein  Strom  durch  ihn 
hindurchgeht,  unmittelbar  von  dem  Wachsthume  der  Bewegungs- 
energie der  elektrischen  Theilchen,  welche  die  Ampereschen 
Ströme  bilden,  herrührt,  d.  h.  dass  die  dem  Conductor  durch  den 
Strom  ertheilte  Wärmeenergie'  eine  Bewegungsenergie  ist, 
welche  von  Bewegungen  im  Innern  des  Conductors  herrührt,  und 
zwar  von  Bewegungen ,  die  in  einer  Verstärkung  der  von  den 
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elektrischen  Theilchen  im  Conductor  gebildeten  Ampöre- 
sehen  Molecularströme  besteht. 

Man  sehe  über  diese  Identität  von  Wärmeenergie  und 
Bewegungsenergie  Amperescher  Molecularströme,  was 
»Ueber  die  Umsetzung  der  Stromarbeit  in  Wärme«  im  10.  Bande  der 
Abhandlungen  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Göttingen  (1862)  im  33.  Ar- 
tikel der  Abhandlung  »Zur  Galvanometrie«  gesagt  worden  ist. 


20. 
Ueber  Thermomagnetismus. 

An  die  Voraussetzung  der  vorhergehenden  Artikel,  dass  die  Elek- 
tricität in  Conductoren  im  Aggregatzustande  Ampö  rescher  Molecu- 
larströme sich  befinde,  und  an  die  daraus  folgende  Identität  der 
Wärmeenergie  des  Conductors  mit  der  Bewegungsenergie  der 
Amp&reschen  Ströme  im  Conductor,  knüpft  sich  leicht  noch  die  Be- 
merkung an,  dass  Temperaturgleichheit  zweier  Conductoren 
hiernach  zwar  auf  gewissen  Verhältnissen  in  Stärke  und  Beschaffen- 
heit der  Ampör  eschen  Ströme  in  beiden  Conductoren  beruhen 
müsse;  dass  aber  bei  diesen  zur  Temperaturgleichheit  erforderlichen 
Verhältnissen  in  den  Strömen  beider  Conductoren  noch  folgende 
Verschiedenheit  statt  finden  könne.  Es  kann  nämlich  in  den  Am- 
pere sehen  Strömen  des  einen  Conductors  grössere  Masse  von 
Elektricität  mit  geringerer  Geschwindigkeit,  in  denen  des 
andern  Conductors  kleinere  Masse  von  Elektricität  mit  grösse- 
rer Geschwindigkeit  sich  bewegen. 

Denkt  man  sich  nun  einen  Ring  aus  zwei  solchen  verschieden- 
artigen Conductoren  gebildet,  durch  welchen  ein  constanter  Strom 
geht,  so  dass  durch  alle  Querschnitte  des  Rings  in  gleicher  Zeit 
gleich  viel  Elektricität  strömt;  so  leuchtet  ein,  dass  auch  durch  die 
beiden  Querschnitte,  welche  die  erste  Schicht  des  zweiten 
Conductors  begrenzen,  gleich  viel  Elektricität  gehen  müsse.  Die 
durch  den  ersten  Querschnitt  gehende  Elektricität  kommt  aber  aus 
dem  ersten  Conductor,  wo  in  den  Molecularströmen  grössere 
Masse  von  Elektricität  mit  geringerer  Geschwindigkeit  sich  bewegt. 
Wegen   dieser  geringeren  Geschwindigkeit  kommt  also  dieser  in  die 
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erste  Schicht  des  zweiten  Conductors  eindringenden  Elek- 
tricität eine  geringere  lebendige  Kraft  zu.  —  Die  durch  den 
zweiten  Querschnitt  gehende  Elektricität  kommt  aus  der  betrachteten 
ersten  Schicht  des  zweiten  Conductors  selbst,  wo  in  den  Ampere- 
scheh  Strömen  kleinere  Masse  von  Elektricität  sich  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit bewegt,  und  es  kommt  ihr  also  wegen  dieser  grösse- 
ren Geschwindigkeit  eine  grössere  lebendige  Kraft  zu.  Es  er- 
giebt  sich  hieraus,  dass  in  Folge  des  Stroms  diese  erste  Schicht 
des  zweiten  Conductors  mehr  lebendige  Kraft  an  die  folgende 
Schicht  des  zweiten  Conductors  abgiebt  als  sie  von  der  letzten  Schicht 
des  ersten  Conductors  empfängt,  dass  also  eine  Abnahme  an  Be- 
wegungsenergie in  den  Am  pereschen  Strömen  dieser  Schicht  statt 
findet,  d.  h.  eine  Abnahme  der  Wärmeenergie  oder  Tempe- 
ratur. 

Das  Umgekehrte  findet  man,  wenn  man  die  beiden  Querschnitte 
betrachtet,  welche  die  erste  Schicht  des  ersten  Conductors 
begrenzen.  Die  durch  den  ersten  Querschnitt  in  diese  Schicht  ein- 
tretende Elektricität  kommt  aus  dem  Ende  des  zweiten  Conductors 
mit  grösserer  Geschwindigkeit;  die  durch  den  zweiten  Querschnitt 
aus  dieser  Schicht  austretende  Elektricität  verlässt  diese  Schicht  mit 
geringerer  Geschwindigkeit,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  Folge  des 
Stroms  die  erste  Schicht  des  ersten  Conductors  an  die  fol- 
gende Schicht  desselben  Conductors  weniger  lebendige  Kraft  abgiebt 
als  sie  von  der  letzten  Schicht  des  zweiten  Conductors  empfängt,  wo- 
nach also  eine  Zunahme  an  Bewegungsenergie  in  den  Ampere  sehen 
Strömen  dieser  Schicht  statt  findet,  d.  h.  eine  Zunahme  der  Wär- 
meenergie oder  Temperatur. 

Man  sieht,  dass  hiedurch  eine  Grundlage  für  die  Lehre  vom 
Thermomagnetismus,  insbesondere  für  den  Peltierschen  Fun- 
damentalversuch, dargeboten  wird,  deren  weitere  Verfolgung  hier 
jedoch  zu  weit  führen  würde. 

Es  genüge,  hier  nur  noch  eine  ähnliche  Bemerkung  in  Beziehung 
auf  den  Seebeckschen  Fundamentalversuch  des  Thermomagnetismus 
beizufügen.  In  einem  Körper,  der  in  allen  seinen  Theilchen  gleiche 
Temperatur  besitzt,  wird  der  Wärme  ein  mobiles  Gleichgewicht 
zugeschrieben,  oder  man  spricht,  nach  Fourier,  von  einer  wech- 
selseitigen Strahlung  der  Körpertheilchen,  vermöge  deren  jedes 
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Theilchen  an  die  umgebenden  Theilchen  ebensoviel  Wärme  verliert, 
als  es  Ton  ihnen  empfängt.  Besteht  nun  die  Wärme  in  Amp&re- 
schen  Molecularströmen ,  die  sich  aber  auflösen,  indem  das  positive 
und  negative  Theilchen  sich  von  einander  entfernen,  bis  sie  andern 
Theilchen  begegnen,  mit  denen  sie  neue  Molecularströme  bilden;  so 
würde  die  Temperaturgleichheit  darin  bestehen,  dass  die  lebendige 
Kraft  der  aus  einem  Körpertheile  austretenden  elektrischen  Theilchen 
gleich  der  lebendigen  Kraft  der  in  diesen  Körpertheil  eintretenden 
elektrischen  Theilchen  wäre. 

Betrachtet  man  nun  die  Berührungsfläche  zweier  Conductoren, 
welche  sich  blos  dadurch  unterscheiden,  dass  in  den  Amp  er  eschen 
Strömen  des  einen  grössere  Massen  von  Elektricität  mit  geringerer  Ge- 
schwindigkeit, in  denen  des  andern  kleinere  Massen  mit  grösserer  Ge- 
schwindigkeit sich  bewegen;  so  würde  bei  gleicher  Temperatur  der 
beiden  Conductoren  zwar  die  lebendige  Kraft  der  aus  dem  ersten 
Conductor  in  den  zweiten  übergehenden  elektrischen  Theilchen  gleich 
sein  der  lebendigen  Kraft  der  aus  dem  zweiten  Conductor  in 
den  ersten  übergehenden  Theilchen;  aber  die  Masse  der  elektrischen 
Theilchen,  welche  aus  dem  ersten  Conductor  in  den  zweiten  über- 
geht, würde  grösser  sein  als  die  Masse  der  elektrischen  Theilchen, 
welche  aus  dem  zweiten  Conductor  in  den  ersten  übergeht,  woraus 
sich  (wenn  es  immer  positive  Elektricität  ist,  welche  übergeht,  wäh- 
rend die  negative  Elektricität  im  Conductor,  an  dessen  Theilchen  sie 
haftet,  zurückbleibt)  eine  Differenz  der  elektrischen  Ladung 
zu  beiden  Seiten  der  Contactfläche  ergäbe,  d.  h.  es  ergäbe 
sich  das  Vorhandensein  einer  elektromotorischen  Kraft 
an  dieser  Contactfläche;  denn  die  elektromotorische  Kraft  einer  Con- 
tactfläche ist  eine  Kraft,  von  welcher  eine  Differenz  der  elektrischen 
Ladung  zu  beiden  Seiten  der  Contactfläche  hervorgebracht  wird. 

Sind  nun  die  beiden  Conductoren  so  beschaffen,  dass  jene  Dif- 
ferenz der  Ladung  zu  beiden  Seiten  ihrer  Contactfläche  nicht  immer 
die  nämliche  ist,  sondern  nach  Verschiedenheit  der  Tempe- 
ratur grösser  oder  kleiner,  so  ergiebt  sich  daraus  die  Strom- 
•erregung  in  einem  aus  diesen  beiden  Conductoren  gebildeten  Ringe, 
wenn  an  den  beiden  Contactflächen  der  Conductoren  verschiedene 
Temperaturen  statt  finden. 
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21. 

Helmholtz,  über  den  Widerspruch  zwischen  dem  Gesetze  der  elek- 
trischen Kraft  und  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraß. 

Helmholtz  hat  in  der  Abhandlung:  »Ueber  die  Bewegungs- 
gleichungen der  Elektricität  für  ruhende  leitende  Körper«  im  Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  72,  Seite  7  und  8 
aus  dem  Gesetze  der  elektrischen  Kraft  die  Bewegungsgleichung 
zweier  elektrischen  Theilchen,  für  Bewegungen  in  Richtung  der  Ent- 
fernung r  beider  Theilchen,  abgeleitet,  nämliöh 

«       dr*  u         r 


cc  '  dß  —  -               mf    ' 
imcc 

im'  9  im' 

oder,  C  =  —  und   —  =  q  gesetzt,  die  Gleichung 

4  dr*  m_m  r  —  rp      p 
cc  dfi  """   r  —  p  "  ro 

d.  i.  dieselbe  Gleichung,  welche  Art.  9  gefunden  worden  ist. 

Ist  "  >£rocc>C,  d.  i.  -^>  1  >t*,  so  ist^  positiv  und  grösser 

Ar 

als  cc,  also  ^   reell.    Ist  letzteres  selbst  positiv,  so  wird  r  wachsen, 
bis  e~  ^^mcc,  d.  i.  r  =  (>,  dann  wird  ~  unendlich  gross. 


et' 


Dasselbe  wird  geschehen,  wenn  im  Anfange  C>\mcc> — ,  d.  i. 
~>  1  >  7,  und  ^  negativ  ist. 

Diese  Folgerungen  stehen  nach  Helmholtz  in  Widerspruch 
mit  dein  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft. 

Es  ist  dabei  nun  erstens  zu  bemerken,  dass  hier  zwei  elek- 
trische Theilchen  angenommen  werden,  die  sich  zwar  mit  endlicher 
Geschwindigkeit  zu  bewegen  beginnen,    die  aber  grösser  ist  als  die 

Geschwindigkeit  c,  d.  i.  grösser  als  439450. 106  M^%r  -    Der  Fall, 

da$£  zwei  Körper  mit  solcher  Geschwindigkeit  sich  gegen   einander» 
bewegen,   ist  nirgends   in  der  Natur  nachzuweisen;   bei  allen  prak- 
tischen Anwendungen   des  Gesetzes  pflegt  man  vielmehr  ^ .  ^  im- 
mer als  einen  sehr  kleinen  Bruch  anzunehmen,  was  Beachtung  verdient. 
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Denn  nach  Helmholtz,  a.  a.  0.  Seite  7,  widerspricht  ein  Ge- 
setz dem  Gesetze  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  wenn  zwei 
Theilchen,  die  sich  demselben  gemäss  bewegen  und  mit  endlicher 
Geschwindigkeit  beginnen,  in  endlicher  Entfernung  von  einander  un- 
endliche lebendige  Kraft  erreichen  und  also  eine  unendlich 
grosse  Arbeit  leisten  können. 

Es  scheint  hierin  der  Satz  ausgesprochen  zu  sein,  dass  nach 
dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Kraft  zwei  Theilchen  Überhaupt  nie- 
mals unendliche  lebendige  Kraft  besitzen  können. 

Denn  man  würde  offenbar  obigen  Ausspruch  auch  umkehren 
und  sagen  können: 

Ein  Gesetz  widerspricht  dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft, 
wenn  zwei  Theilchen,  die  sich  demselben  gemäss  bewegen  und  mit 
unendlicher  Geschwindigkeit  beginnen,  in  endlicher  Entfernung 
von  einander  endliche  lebendige  Kraft  erreichen  und  also  einen 
unendlich  grossen  Verlust  an  Arbeit,  die  sie  leisten  können,  erleiden. 

Die  beiden  Theilchen  müssten  also  immer  unendliche  Geschwin- 
digkeit behalten,  denn  haben  sie  dieselbe  in  keiner  noch  so  grossen 
endlichen  Entfernung  verloren,  so  werden  sie  dieselbe,  nach  der 
Natur  der  Potentiale,  auch  darüber  hinaus  niemals  verlieren.  Körper 
aber,  die  sich  immer  mit  unendlicher  Geschwindigkeit  gegen  einander 
bewegen,  sind  vom  Bereich  unserer  Forschungen  ausgeschlossen. 

Besitzen  aber  zwei  Theilchen  immer  nur  endliche  lebendige 
Kraft;  so  muss  es  einen  endlichen  Grenzwerth  der  lebendigen  Kraft 
geben,   den  sie  niemals    überschreiten.     Es  ist  dann  möglich,'  dass 

dieser  Grenzwerth  für  zwei  elektrische  Theilchen  e  und  e   =  —    ist, 

d.  h.  dass  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,    mit    der  sich    beide 
Theilchen  gegeneinander  bewegen,  nicht  grösser  als  cc  sein  könne. 

Der  von  Helmholtz  gerügte  Widerspruch  würde  hiernach  nicht 
in  dem  Gesetze  liegen,  sondern  in  seiner  Annahme,  wonach  die  beiden 
Theilchen     mit    einer    Geschwindigkeit    begönnen,     deren    Quadrat 

jp  >  cc  wäre. 

Wird  eine  solche  Grenzbestimmung  der  lebendigen  Kräfte  im 
Gesetze  der  Erhaltung  der  Kraft  nach  Helmholtz  mit  auf- 
genommen; so  kann  sie  in  dem  Grundgesetze  der  elektrischen 
Wirkung  Art.  4  ebensogut  mit  aufgenommen  werden,  indem  man 
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die  dort  mit  U  bezeichnete  Arbeit,  ebenso  wie  die  mit  x  bezeich- 
nete lebendige  Kraft  (im  Gesetze  U  +  x  =  — J,  beide  als  ihrer 
Natur  nach  positive  Grössen  betrachtet. 

Zweitens  ist  zu  bemerken,  dass  jene  beiden  elektrischen  Theil- 
chen  zwar  in  endlicher  Entfernung  von  einander  unendliche  lebendige 

Kraft  erreichen;  diese  endliche  Entfernung  ist  aber  q  =  -^-(7  +  p) » 

eine  nach  unsern  Maassen  unangebbar  kleine  Entfernung, 
aus  gleichen  Gründen,  aus  denen  die  elektrischen  Massen  e  und  «' 
selbst  nach  unsern  Maassen  unangebbar  sind.  Diese  Entfernung  ist 
daher  Art.  9  als  eine  Molecularentfernung  bezeichnet  worden. 

Die  Theorie  der  Molecularbewegungen  bedarf  jedenfalls 
einer  besonderen  Entwicklung ,  an  der  es  überall  noch  fehlt ;  so- 
lange aber  als  eine  solche  Theorie  von  den  mechanischen  Unter- 
suchungen noch  ausgeschlossen  bleibt,  haben  alle  Zweifel  an  physi- 
scher Zulässigkeit,  die  sich  auf  das  Bereich  der  Molecular- 
bewegungen beziehen,  keine  Berechtigung. 

Drittens  möge  bemerkt  werden,  dass  derselbe  Einwand,  dass 
nämlich  zwei  Theilchen,  die  mit  endlicher  Geschwindigkeit  beginnen,  in 
endlicher  Entfernung  von  einander  unendliche  lebendige  Kraft  erreichen, 
auch  das  Gravitationsgesetz  trifft,  wenn  man  die  Massen  ponderabe- 
ler  Theilchen  in  Punkten*  concentrirt  annimmt.  Beseitigt  man 
aber  diesen  Einwand  beim  Gravitationsgesetze  dadurch,  dass  man 
die  Massen  auch  der  kleinsten  Theilchen  als  einen  Raum  erfüllend 
sich  Vorstellt;  so  wird  man  dasselbe  auch  bei  elektrischen  Theil- 
chen thun  müssen,  wo  sich  dann  auch  ergiebt,  dass  nur  ein  ver- 
schwindend kleiner  Theil  eines  solchen  Theilchens  in  einem  bestimm- 
ten Augenblicke  zur  Entfernung  q  gelangt;  ein  anderer  verschwindend 
kleiner  Theil,  der  schon  im  Augenblicke  vorher  zur  Entfernung  p 
gelangt  war,  würde  die  unendlich  grosse  Näherungsgeschwindigkeit 
mit  unendlich  grosser  Entfernungsgeschwindigkeit  vertauscht  haben. 
Sind  aber  diese  verschwindenden  Theile  kleinster  Theilchen  fest  an 
einander  gekettet,  so  dürfte  von  solchen  unendlichen  Geschwindig- 
keiten gar  keine  Rede  sein. 

Auch  Weltkörper  können  ihre  Bewegung  unter  physisch  zu- 
lässigen Verhältnissen  beginnen  und  können,  indem  sie  sich  nach 
dem  Gravitationsgesetze  weiter  bewegen,  in  physisch  unzulässige  Ver- 
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hältnisse  gerathen,  die  nur  durch  Mitwirkung  der  auf  Molecular- 
entfernungen  beschränkten  Molecularkräfte  beseitigt  wer- 
den. Ein  Absehen  von  dieser  Mitwirkung  ist  streng  genommen  nur 
temporär  gestattet,  solange  nämlich  die  Verhältnisse  so  beschaffen 
sind,  dass  ihr  EinQuss  entweder  Null  ist  oder  als  verschwindend  klein 
betrachtet  werden  darf.  Ebensowenig  aber  wie  daraus  ein  Einwand 
gegen  das  Gravitationsgesetz  entnommen  wird,  dürfte  aus  den  physisch 
unzulässigen  Verhältnissen,  zu  denen  das  Grundgesetz  der  elek- 
trischen Wirkung  nach  Helmhollz  führt,  ein  Einwand  gegen  dieses 
Gesetz  sich  ergeben,  wenn  man  beachtet,  dass  diese  unzulässigen 
Verhältnisse  nur  an  gewisse  Molecularentfernungen  gebunden  sind. 
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Die  Dioptrik  hat  im  Laufe  der  Zeit,  gleichwie  andere  mathe- 
matische Theorien,  an  Vollkommenheit  gewonnen,  indem  Unbestimmt- 
heiten, die  sie  sonst  besass,  und  die  zu  Ungenauigkeiten  in  deren 
Resultaten  Anlass  gaben,  daraus  entfernt  worden  sind.  Den  Weg 
zu  diesen  Verbesserungen  hat  Möbius  in  einer  von  ihm  im  Jahre  1830 
veröffentlichten  Abhandlung  angebahnt,*)  in  welcher  er  mehrere  neue 
Relationen  bekannt  machte,  und  unter  andern  das  Vorhandensein 
von  vier  Punkten  von  besonderer  Wichtigkeit  nachwies,  die  sich  in 
jedem  Linsensystem  befinden.  Zur  vollständigen  Verwerthung  seiner 
Entdeckungen  hatte  er  sich  freilich  den  Weg  dadurch  abgeschnitten, 
dass  er  unterlassen  hatte,  die  Dicken  der  Linsen  mit  in  Betracht  zu 
ziehen,  und  es  war  Gauss  vorbehalten,  diese  Theorie  zu  ergänzen 
und  ihre  Wichtigkeit  zu  erkennen.*") 

Im  §  2  dieser  Abhandlung  habe  ich  diese  Theorie  in  der  Ge- 
stalt entwickelt,  die  mir  für  ein  leichtes  Verständniss  derselben  am 
Angemessensten  schien,  und  habe  noch  einen  Zusatz  zugefügt,  wel- 
cher bei  Gauss  nicht  vorkommt,  und  in  der  Benutzung  der  Ver- 
einigungsweiten  besteht,  durch  deren  Zuziehung  sich  eine  Anzahl 
neuer  Relationen  ableiten  lassen.  Als  einen  besonderen  Umstand, 
welcher  hervortritt,  lässt  sich  anführen,  dass  mit  geringer  Ausnahme 
alle  dioptrisehen  Relationen  dieselbe  äussere  Form  annehmen,  die  sie 
in  der  früheren  Dioptrik  hatten,  nur  tritt  die  Eigenschaft  ein,  dass 
sie  alle  bestimmt  sind,  und  in  der  Voraussetzung  kleiner  Einfalls- 
und Brechungswinkel,  strenge  statt  linden,  wührend  sie  früher  mit 
einer  Unbestimmtheit   behaftet   erschienen ,    die    in    der   Uebergehung 


f)   Möbius,    Kurze  Darstellung   der  Haupteigenschaften    eines  Systems  von 
Linsengläsern.      In  Crelle's  Journal  f.   r.   u.    a.   Math.    Band  V. 
**)   Gauss,   Dioptrisclie  Untersuchungen.     Göttingen   4 84>4 . 
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der  Dicken  der  Linsen  ihren  Grund  hatte.  Diese  Uebergehung  Hess 
neinlich  den  einen  Endpunkt  einer  Anzahl  von  Linien,  deren  Be- 
trachtung nicht  entbehrt  werden  kann,  unbestimmt,  und  Versuche, 
die  von  einigen  Schriftstellern  gemacht  worden  waren,  um  diese 
unbestimmten  Endpunkte  zu  definiren,  müssen  als  fehl  geschlagen 
betrachtet  werden. 

Möbius  hatte  ausser  den  beiden  Haupt-  und  den  beiden  Brenn- 
punkten eines  Linsensystems  auf  noch  zwei  Punkte  aufmerksam 
gemacht,  die  man  später  die  Knotenpunkte  genannt  hat,  und  die  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass  in  denselben  Bild  und  Gegenstand  zwar 
gleiche  Grösse,  aber  entgegengesetzte  Lage  haben.  Gauss  hat  diese 
beiden  Punkte,  die  in  der  Thal  geringere  Wichtigkeit  besitzen  als 
jene,  nicht  in  Betracht  gezogen;  auch  hier  sind  sie  nicht  berück- 
sichtigt  worden. 

Die  Theorie,  von  welcher  das  Vorstehende  handelt,  setzt  vor- 
aus, dass  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  nicht  grösser  seien,  als 
dass  man  ihre  Sinusse  den  Bögen  gleich  setzen  könne,  und  findet 
unter  diesem  Vorbehalt  eine  ausgedehnte  Anwendung;  es  treten 
jedoch  auch  Fülle  ein,  in  welchen  man  mit  dieser  Annahme  nicht 
ausreicht,  sondern  den  Weg,  den  der  Lichtstrahl  nach  verschiedenen 
erlittenen  Brechungen  oder  Zurückwerfungen  beschreibt,  strenge  ver- 
folgen muss.  Im  §  I  habe  ich  diese  Aufgabe,  mit  Rücksicht  auf 
den  allgemeinsten  Fall,  welcher  eintreten  kann,  strenge  gelöst,  und 
zwei  verschiedene  Verfahrungsarten  zu  diesem  Zwecke  entwickelt. 
Geht  man  von  dem  allgemeinsten  Falle  zu  dem  speciellen  über,  in 
welchem  der  Lichtstrahl  und  die  die  Mittelpunkte  der  brechenden 
Oberflüchen  verbindende  grade  Linie  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen,  so  gehen  beide  eben  genannten  Verfahrungsarten  in  eine  und 
dieselbe  Verfahrungsart  über,  die  sehr  einfach  ist. 

Der  §  3  enthüll  numerische  Beispiele,  zur  Anwendung  des  Vor- 
hergehenden. 

Ich  habe  allenthalben  nur  von  Brechungen  geredet,  es  ist  aber 
an  sich  klar,  dass  alle  Gleichungen  ihre  Gültigkeit  behalten,  wenn 
Zurückweisungen  statt  Brechungen  vorkommen.  Man  braucht  in 
solchen  Fällen  nur  die  betreffenden  Brechungsverhaltnisse  //T:w,l~! 
in  nn  :  —  ww  zu  verwandeln.  Ich  habe  ferner  in  dieser  Abhandlung 
immer  nur  einen  bestimmten  Lichtstrahl  für  sich  betrachtet,  und  auf 
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die  gemeinschaftliche  Betrachtung  mehrerer,  durch  welche  der  Chro- 
matismus  und  die  Abweichung  wegen  Kugelgestalt  möglichst  geho- 
ben werden  können,  hier  keine  Rücksicht  genommen.  Ich  gedenke 
meine  Ausarbeitungen,  die  sich  darauf  beziehen,  in  einer  späteren 
Abhandlung  nieder  zu  legen  und  zu  veröffentlichen. 


§  •• 

Entwickelung  strenger  Ausdrücke   zur  Berechnung  der 

Lage  eines  Lichtstrahls  nach  einer  beliebigen  Anzahl  von 

Brechungen  durch  sphärische  Oberflächen. 

1. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Anzahl  sphärischer,  brechender 
Oberflächen,  deren  Mittelpunkte  alle  auf  Einer  graden  Linie  liegen, 
die  zur  Abscissenachse  angenommen  werden  soll.  Nennen  wir  die 
Abscissen  der  Durchschnittspunkle  der  genannten  Oberflächen  mit 
der  Abscissenachse  der  Reihe  nach  q ,  q\  q,  etc.  und  die  Abscissen 
der  Mittelpunkte  dieser  Oberflächen  /),  p\  p\  etc.;  alle  Abscissen 
sollen  von  einem  beliebigen,  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  an 
gezählt  werden.  Durch  diese  Bestimmungen  ist  die  Lage  der  bre- 
chenden Oberflächen,  so  wie  der  Umstand,  ob  sie  ihre  convexe  oder 
ihre  coneave  Seite  dem  einfallenden  Lichtstrahl  darbieten,  unzwei- 
deutig gegeben.  Denn  nehmen  wir  an,  dass  die  Abscissen  über- 
haupt in  derselben  Richtung  wachsen  sollen,  in  welcher  der  Licht- 
strahl fortschreitend  gedacht  wird,  so  entspringt  die  Regel,  dass 
wenn  von  irgend  zjvei  beliebigen,  einander  zugehörigen  p{m)  und  c£m) 

P      >  <f 
die  betreffende  brechende  Oberfläche  ihre  convexe  und  wenn 

tm)       ^       (im) 

p    '  <  qK  ' 

dieselbe  ihre  coneave  Seite  dem  einfallenden  Strahl  darbietet. 


2. 

In  der  Regel  handelt  es  sich  in  der  Anwendung  der  hier  gestell- 


'gei   iiciiiueii  us  muh    in  uci  .\uwuiiuuiig   uur   iuci    $ 

ton  Aufgabe   nicht    um   einzelne   brechende  Oberflächen   oder  Mittel, 
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sondern  je  zwei  dieser*  Oberflächen  begrenzen  verschiedene,  aus 
gleichen  oder  verschiedenen  durchsichtigen  Mitteln  bestehende,  Kör- 
per von  linsenartiger  Gestalt.  In  diesen  Füllen  sind  statt  der  im 
vorigen  Artikel  eingeführten  Abscissen  gemeiniglich  die  Halbmesser 
der  einzelnen  brechenden  Oberflächen,  so  wie  die  Dicken  der  Lin- 
sen in  ihrer  Achse,  und  die  in  letzterer  gezählten  Entfernungen  der 
Linsen  von  einander  gegeben.  Es  wird  daher  nothwendig  zu  zeigen, 
wie  aus  diesen  Daten  jene  des  vorigen  Artikels  erhalten  werden. 

Bezeichnet  man  der  Reihe  nach  die  Halbmesser  der  brechen- 
den Oberflächen  mit  r,  r,  / ",  etc.,  so  folgt  aus  den  Erklärungen 
des  vorigen  Artikels,  dass  ohne  irgend  welche  Ausnahme 

r   =  p.  —  q 
r    =  p    —  q 

*t  tt  n 

r    =  p    —  q 
etc. 

sind,  und  bezeichnen  wir,  wieder  der  Reihe  nach,  die  Dicken  und 
Entfernungen  der  Linsen  von  einander  mit  rf,  d\  d",  etc.,  so  dass 
d  die  Dicke  der  ersten  Linse,  */'  die  Entfernung  der  zweiten  Ober- 
fläche der  ersten  Linse  von  der  ersten  Oberfläche  der  zweiten  Linse, 
d"  die  Dicke  dieser  u.  s.  w.  bedeuten,  so  giebt  der  vor.  Art. 

d    =  q     —  q 
tt  tt  t 

d    =  q     —  q 

•  tt  ttt  tl 

d    =  q      —  q 

etc. 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  bekommt-  man  leicht 

q   beliebig  p    =  r    -+-  q 

q    —d    +  q 

q"   =  d'  +  d   -+•  q  p    =  r    -+-  (/'  H-  d    ■+•  q 

q     ss  d    ■+-  d    ■+■  d  +  q         p     =  r    -+-  d    +  d    +  d  -t-  q 


oder 


+  d 

+  7 

+  d' 

•+•  d  ■ 

etc. 

i 

7 

=  d 

7 

=  </' 

ti» 

7 

=  d" 

etc. 

t 

P 

= 

i 

d    4-  <{ 

V 

= 

r    -+■ 

d'  ■+■  d 

nt 

V 

"™ ■ 

r    + 

d"  +  d' 
etc. 

7 

1 

p 

i 

i 

+  7 

t 

7 

'1 

p 

>i 

'i 

+  7 

it 

7 

in 

P 

in 

etc. 

<                  ttt 

+  7 
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durch  welche,  wenn  die  r  und  die  d  gegeben  sind,  flir  jeden  belie- 
big angenommenen  Werth  von  q,  alle  p  und  q  berechnet  werden 
,  können.  Zu  bemerken  ist  hiebei,  dass  zwar  in  jedem  Falle  alle  d 
positiv  angenommen  werden  müssen,  zufolge  des  vor,  Art.  aber  die 
r  nur  in  den  Fällen,  in  welchen  ihre  Lage  im  System  der  Ober- 
flüchen so  beschaffen  ist,  dass  sie  dem  einfallenden  Lichtstrahl  ihre 
convexe  Seite  zukehren,  positiv  werden;  bieten  sie  dagegen  ihre 
concave  Seite  dem  einfallenden  Lichtstrahl  dar,  so  werden  sie  ne- 
gativ. Es  kann  sich  also  ereignen,  dass  in  den  folgenden  Ent- 
wickelungen  eine  an  sich  convexe  Oberfläche  einen  negativen,  und 
eine  concave  einen  positiven  Halbmesser  bekommt. 


3. 

Da  die  im  Art.  1  eingeführten  Bezeichnungen  an  Bestimmtheit 
und  Deutlichkeit  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen,  und  ausserdem 
den  zu  entwickelnden  Gleichungen  eine  Gleichförmigkeit  verleihen, 
die  auf  andere  Art  nicht  zu  erreichen  ist,  so  sollen  sie  im  Folgenden 
beibehalten  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Abscissen  überhaupt  mit  #,  und  die 
dazu  gehörigen  rechtwinklichen  Ordinalen  mit  y  und  z.  Denken  wir 
uns  irgend  einen  Lichtstrahl,  dessen  Lage  vor  der  ersten  Brechung 
bis  auf  die  Bedingung  willkührlich  ist,  dass  er  die  erste  brechende 
Oberfläche  schneiden  muss.  Ziehen  wir  zur  graden  Linie,  die  dieser 
Lichtstrahl  vor  der  ersten  Brechung  beschreibt,  eine  Parallele,  die 
die  Abscissenachse  in  irgend  einem  Punkte  schneidet,  und  nennen 
a  den  Winkel,  den  diese  beiden  Linien  mit  einander  machen.  Legen 
wir  eine  Ebene  durch  diese  Linien,  und  bezeichnen  mit  ß  den  Win- 
kel,* den  diese  Ebene  mit  der  Ebene  der  xy  macht.  Führen  wir 
ferner  den  Punkt  ein,  in  welchem  der  Lichtsrahl  die  erste  brechende 
Oberfläche  schneidet,  und  nennen  dessen  Coordinatep  a,  fr,  c,  dann 
sind  die  Gleichungen  des  Lichtstrahls  vor  der  ersten  Brechung 

y  =  («  —  x)  tga  cos/?  -h  fr 
z  s=l  [a  —  x)  tga  sin/?  -f-  c 

Bezeichnen  wir  ferner  die  analogen  Winkel,  die  derselbe  Lichtstrahl 
nach  der  ersten  Brechung  mit  der  Abscissenachse  und  der  Ebene 
der  xy  macht,    mit  a    und  ß\    so   sind   die   Gleichungen   desselben 
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nach  der  ersten  Brechung 

y  =  (a  —  x)  tg«'  cos//  -t-  b 
z  =  (a  —  x)  tg «'  sin  (f  +  c 

da  der  gebrochene  Strahl  auch  durch  den  Punkt  («,  fr,  c)  geht. 

Die  Winkel  a  und  «'  können  immer  positiv  und  <  90°  an- 
genommen werden,  während  ß  und  ß'  sich  durch  den  ganzen  Um- 
kreis erstrecken  können.  In  den  Anwendungen,  die  vorkommen 
können,  werden  überdiess  a  und  a   nie  sehr  gross  sein. 

4. 

Der  Punkt,  in  welchem  der  einfallende  Lichtstrahl  die  brechende 
Oberfläche  schneidet,  kann  auf  andere  Weise  bestimmt  werden,  als 
im  vor.  Art.  geschehen  ist.  Man  kann  statt  der  rechtwinklichen 
Ordinaten  b  und  c  die  kürzeste  Entfernung  desselben  von  der  Ab- 
scissenachse,  und  den  Winkel,  den  diese  mit  der  xy  Ebene  macht, 
anwenden;  da  diese  Bestimmung  in  vielen  Fällen  die  geeigneteste 
zu  sein  scheint,  so  soll  sie  hier  eingeführt  werden.  Sei  die  kür- 
zeste Entfernung  A,  und  der  Winkel  zwischen  k  und  der  xy  Ebene 
t/;,  so  werden 

b  =c  k  cos  \p  ,  c  =  k  sin  y 

die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls  werden 

\y  =^  (a  —  «r)  tg  a  cos  ß  -h  k  cos  \p 
(a  —  x)  tg«  sin/J  -f-  k  sintp 

und  die  des  gebrochenen 

k  costp 

k  SXTitp 

Da  der  Einfallspunkt  (a,  6,  c)  oder  («,  fc,  t/;)  auf  einer  bestimmten 
Oberfläche  Hegt,  so  ist  dessen  Abscisse  n  von  den  Ordinaten  dessel- 
ben  nicht  unabhängig.  Zieht  man  eine  grade  Linie  von  diesem 
Punkt  an  den  Mittelpunkt  der  brechenden  Oberfläche,  und  nennt  den 
Winkel  zwischen  dieser  und  der  Abscissenachse  0,  so  wird 

(3) sin  0  =  — — 

v  }  p  -  q 

und  hieraus  folgt  sogleich 

(4)     .  .     a  =  p  —  (p  —  q)  cos  0  =  q  +  2  {p  —  q)  sin24-Ö 


m P"\(,~1 

[z  =  (a  —  x) 
und  die  des  gebrochenen 

(2)  f!/ =  {a  —  x)  tg«  cos/*' 

|z  aas  (a  —  a?)  tg«  sin/?' 


__    r,  —  k  sin  V» 
a  —  a. 
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Da  k  immer  positiv  angenommen  werden  kann,  so  kann  sich  der 
Winkel  0  zwischen  den  Grenzen  — 90°  und  «+-90ü  bewegen,  wäh- 
rend v  den  ganzen  Umkreis  durchlaufen  kann.  Es  soll  %p  jeden- 
falls in  derselben  Richtung  gezählt  werden,  wie  ß  und  /?'. 

5. 

Es  werden  k  und  \p  immer,  und  in  vielen  Fällen  auch  «  und  ß 
unmittelbar  gegebene  Grössen  sein,  sollte  jedoch  statt  der  letzt 
genannten  ein  zweiter  Punkt  gegeben  sein,  durch  welchen  der  ein- 
fallende Lichtstrahl  gehen  muss,  so  kann  man  jene  daraus  leicht 
berechnen.  Seien  die  rechtwinklichen  Coordinaten  dieses  zweiten 
Punkts  a, ,  b, ,  c, ,  so  sind  die  Gleichungen  des  Lichtstrahls  auch 

y  =  (a,  — x)  tga  cos/?  «+•  b, 
z  =  (a,  — x)  tga'sin/?  «+•  c, 

aus  deren  Verbindung  mit  den  (1)  man  ohne  Mühe 

tga  sin/?  = 

*  *>  b.  —  k  cos  i/> 

Uia  COS/?  =  —  - 

~  »  a  —  af 

bekommt,  aus  welchen  a  und  ß  berechnet  werden  können. 

6. 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  der  brechenden  Oberfläche 
eine  auf  die  Abscissenachse  senkrecht  stehende  Ebene,  und  ver- 
längern den  einfallenden  Lichtstrahl  bis  er  diese  Ebene  schneidet. 
Die  Abscisse  dieses  Durchschnittspunkts  ist  offenbar  x  =  p ,  und 
nennen  wir  die  Entfernung  des  Durchschnittspunkts  von  der  Ab- 
scissenachse (j ,  so  wie  den  Winkel  zwischen  p  und .  der  xy  Ebene 
fi,  so  werden  die  Ordinalen  dieses  Durchschnittspunkts  y  =  p  cos/J, 
z  =  q  sin/L  Die  Gleichungen  (1)  gehen  durch  die  Substitution  die- 
ser Werthc  von  «r,  y,  z  über  in 

q  cosR  =  k  cosxp  +  (a —  p)  tga  cos/? 
p  sin  R  =  Ä  sin  y  •+-  (a  —  p)  tg  n  sin  ß 

oder  nach  der  Elimination  von  a  durch  die   (4)   in 

q  cos R  s=  k  costp  —  (p  —  q)  cos Ö  tga  cos/? 
p  sin/J  =  k  sini/;  —  (/) —  q)  cosö  tg«  sin/? 
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(5)..  • 


die  auch  leicht  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden  können, 

q  sin  [R  —  ß)  =s  k  sin  (xp  — ß) 

q  cos  (R  —  ß)  =  k  cos  (\p  —  ß)  —  (p  —  q)  cos 6  tga 

m 

und  zur  Berechnung  von  p  und  R  dienen,  die  nicht  als  unmittelbar 
gegeben  betrachtet  werden  können. 

Dieselbe  Construction  lässt  sich  mit  dem  gebrochenen  Licht- 
strahl ausführen.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Durchschnills- 
punkls  dieses  Lichtstrahls  mit  derselben  senkrechten  Ebene  von  der 
Abscissenachse  durch  o,  und  den  Winkel,  den  a  mit  der  xy  Ebene 
macht,  durch  S,  so  sind  die  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunkts 
x  =  /),  y  =  a  cosS,  z  =  a  sinS,  wodurch  ähnliche  Gleichungen 
wie  die  vorstehenden  entstehen.  Aber  legt  man  eine  Ebene  durch 
den  Einfallspunkt,  den  zuerst  betrachteten  Durchschnittspunkt,  und 
den  Mittelpunkt  der  brechenden  Oberfläche,  so  liegt  der  durch  den 
Einfallspunkt  gezogene  Halbmesser,  die  Normale  am  Einfallspunkt, 
auch  in  dieser  Ebene.  Da  nun,  zufolge  des  ersten  Fundamentalsatzes 
der  Dioptrik  diese  Normale,  der  einfallende  und  der  gebrochene 
Lichtstrahl  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  so  liegt  auch  der 
gebrochene  Lichtstrahl  in  der  eben  betrachteten  Ebene,  und  $  und  o 
sind  Abschnitte  einer  und  derselben  graden  Linie.  Es  wird  dem- 
zufolge 

S  =  R 

und  die  Gleichungen   (2)  des  gebrochenen  Lichtstrahls  geben 

o  cosi?  =  k  cosi/;  -f-  (a  — p)  tga  cos/? 
o  sin/t  =  k  siny  +  (ft  — /*)  tg<*  sin/? 
die  man  eben  so  wie  oben  in 

a  sin  (R  —  (f)   =  k  sin  (xp  —  ßf) 

a  cos  (R  —  ß>)  =  k  cos(t/>  —  ß')  -4-  (a  —  p)  tg« 

umformen  kann. 


(6)   .   .   . 


7. 

Bezeichnen  wir  den  Durchschniltspunkt  des  verlängerten  ein- 
fallenden Lichtstrahls  mit  der  durch  den  Mittelpunkt  p  gelegten  senk- 
rechten Ebene  mit  0,  führen  die  Ebene  der  xy  parallel  mit  sich 
selbst  fort,  bis  sie  durch  Q  geht,  und  beschreiben  um  Q  als  Mittel- 


\l] 
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punkt  eine  Kugeloberfläche  von   unbestimmtem  Halbmesser,   so   ent- 
steht auf  dieser  letzteren  die  folgende  Figur: 


in  welcher  X  der  Durchschnittspunkt  der  Abscissenachse,  P  der  der 
Verlängerung  der  graden  Linie,  von  welcher  p  und  a  Abschnitte 
sind,  und  P"  der  des  einfallenden  Lichtstrahls  mit  dieser  Kugelober- 
flache sind.  Es  ist  ferner  in  dieser  Figur  der  Bogen  XY  ein  Theil 
des  grössten  Kreises,  in  welchem  die  xxj  Ebene  die  Kugelobcrflüehe 
schneidet,  und  es  soll  die  Richtung  von  X  nach  Y  die  nach  dem 
positiven  y  bezeichnen.     Es  werden  demzufolge   die  Bögen  grössten 

Kreises 

XP  =  90° 

XP"  =  a 

PP'  =  n 

wenn  unter  tj  der  Winkel  verstanden  wird,  den  der  einfallende  Licht- 
strahl mit  der  Verlängerung  der  Linie  (j  macht.  Endlich  sind  die 
sphärischen  Winkel 

YXP'  *=  ß 

YXP  =  R 

In  dem  sphärischen  Dreieck  XPP"  finden  nun,  wenn  man  den  Win- 
kel an  P  mit  P  bezeichnet,  die  folgenden  Relationen  statt, 

sin  ij  sin  P  =  sin  a  sin  (R  —  ß)  \ 

sin?y  cosjP=  cos«  J  , (7) 

cos//  =  sin  a  cos  (W  —  ß)j 

welche  sowohl  P  wie  ^  durch  ihre  Tangenten,  also  auf  möglichst 
sichere  Art  geben.  In  den  Anwendungen  kann  man  aber  die  Kennt- 
niss  des  Winkels  P  entbehren,  da  immer  ?j  sich  nicht  weit  von  dem 
Werthe  90°  entfernen  wird.     Man  wird  daher  in  allen  vorkommenden 
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Fallen  den  Winkel  t]  durch 

(8) cosiy  =  sina  cos  (R —  ß) 

sicher  und  unzweideutig  berechnen  können,  da  die  Bedingung  hinzu- 
kommt, dass  tj  immer  im  ersten  Halbkreise  liegen  muss. 

8. 

Bezeichnen  wir  den  Durchschnittspunkt  des  gebrochenen  Licht- 
strahls mit  der  oft  genannten  senkrechten  Ebene  durch  Q\  führen 
die  xy  Ebene  parallel  mit  sich  selbst  fort,  bis  sie  den  Punkt  Q' 
schneidet,  und  beschreiben  um  Q'  als  Mittelpunkt  eine  Kugelober- 
fläche von  unbestimmtem  Halbmesser,  so  bekommen  wir  auf  dieser 
eine  ahnliche  Figur  wie  im  vor.  Art.  Wir  können  sogar  diese  Figur 
dadurch,  dass  wir  den  Bogen  grössten  Kreises  XP'  in  derselben 
ziehen,  auf  den  gegenwärtigen  Fall  ausdehnen,  wenn  wir  unter  dein 
Punkt  P'  den  Durchschnittspunkt  des  gebrochenen  Strahls  mit  un- 
serer Kugeloberfläche  verstehen.  Da  nun  die  übrigen  Theile  dieser 
Figur   dieselbe   Bedeutung    beibehalten,    die    sie   vorher    hatten,    so 

werden 

XP'  =  a 

PP'  =  x 

wenn  k  den  Winkel  bezeichnet,  den  der  gebrochene  Strahl  mit  der 
Verlängerung  der  Linie  a  macht.     Ferner  wird  der  sphärische  Winkel 

YXP'  =  ß' 

und  das  Dreieck  XPP'  giebt  die  Relationen 

[sin  x  sin  P  =  sin  a  sin  (R  —  ß') 

(9) <sin  x  cos  P  =  cos« 

[cos  %  =  sin  a  cos  (R  —  ß') 

die  den   (7)  ähnlich  sind. 

9. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  Ebene,  in  welcher  der  Einfalls- 
punkt, der  Mittelpunkt  p  der  brechenden  Oberfläche,  und  die  Punkle 
Q  und  Q'  liegen,  die,  wenn  der  Einfallspunkt  mit  E  bezeichnet  wird, 
folgende  Verbindung  mit  einander  besitzen. 
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• 


P  Q'       Q 


In  dieser  Figur  sind  vor  Allem   die  graden  Linien    und  ebenen 

Winkel 

pQ  =  Q 
EQF=V 

pQ'  =  c 
EQ'F  =  x 

und  da  Ep  der  Halbmesser,  oder  die  Normale  der  brechenden  Ober- 
fläche am  Einfallspunkt  E  ist,  so  sind  die  Winkel  pEQ  der  Einfalls-, 
und  pEQ'  der  Brechungswinkel.     Seien 

pEQ  =  k 
pEQ'=fi 

Da  pE  =  p  —  q  ist,  so  giebt  die  Figur  erstens 

sinA  =  --?  —  sin  17 (10) 

und  wenn  das  Breehungsverhältniss  der  beiden  Mittel,  welche  die 
erste  brechende  Oberfläche  von  einander  absondert,  durch  n  :  n  aus- 
gedrückt wird,   so  giebt  das  zweite  Fundamentalgesctz   der  Dioptrik 

sin/i  =  -£-  sinA (11) 

Die   Figur  giebt  ferner 

x  =  ?/  +  /i  —  A (12} 

Wenden   wir   uns  jetzt   zu   den  Gleichungen  (7)   und  (9).     Die 
Division  der  ersten  durch  die  zweiten  giebt 

Ig  a  sin  H  —  (f;  =  tg  «'  sin  [H  —  fif) 
und  die  zweite   (7)  giebt 

4  sing 

cosP    """   cos« 

während  aus  der  Division  der  dritten   '9}  durch  die  zweite 
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^-  =  tg«  COS  («-,?') 

folgt.  Wir  bekommen  hieraus  zur  Berechnung  von  a  und  fi'  sofort 
die  Gleichungen 

,w  [lg  «  sin  (^'— Ä)  =t§«  sin  (ß-R) 

Itff«  cosf/?' — /?)  =  -55i  cotex 

l  n  '  >  cos«         ~ 

womit  die  Aufgabe  für  Eine  brechende  Oberfläche  gelöst  ist,  da 
nunmehr  die  Gleichungen  (2)  des  ein  Mal  gebrochenen  Strahls  völlig 
bekannt  sind.  Man  kann  bemerken,  dass  in  dieser  Auflösung  die 
Gleichung  (13),  oder  die  Kenntniss  der  Linie  o  gar  nicht  verlangt 
wird,  es  wird  aber  die  Kenntniss  derselben  nützlich,  wenn  mehr 
als  Eine  brechende  Oberfläche  vorhanden  ist,  wie  man  gleich  sehen 

4 

wird. 

* 

10. 

« 

Gehen  wir  zu  einer  zweiten  brechenden  Oberfläche  über,  welche 
zwei  Mittel  von  einander  absondert,  in  welchen  das  Brechungsver- 
hältniss,  dem  Vorhergehenden  analog,  durch  n":  n  ausgedrückt  wer- 
den soll.  Legen  wir  wieder  durch  den  Mittelpunkt  dieser  zweiten 
Oberfläche  eine  Ebene,  die  senkrecht  zur  Abscissenachse  steht,  und 
verlängern  den  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen  Lichtstrahl, 
welcher  jetzt  der  einfallende  ist,  so  weit,  dass  er  diese  senkrechte 
Ebene  schneidet.  Die  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunkts  sind 
nun  offenbar 

x  =s  p\   y  =  (/  cos  R\   z  =  (/  sin  K 

wrenn  man  (/  und  R'  in  Bezug  auf  die  jetzt  eingeführte,  zweite  senk- 
rechte Ebene  dieselbe  Bedeutung  beilegt,  die  p  und  R  in  Bezug  auf 
die  erste  haben.  Die  Gleichungen  (2)  des  ein  Mal  gebrochenen 
Lichtstrahls  geben  hiemit,  sogleich 

(/  cos/?'  =  k  cosi//  -|-  (a — p)  tga  cos/tf' 
(/sin/f  =  k  sint/;  -+•    a — p)  tg«  sin/?' 

die  man  ohne  Mühe  in  die  folgenden  umformen  kann, 

q  sin  (/—  7?')  =  k  sin  iß'—  y) 

(/  cos  {//  —  R)  =  k  cos  (ß'  —  xp)  -+•  in  —  p)  tg «' 

die   schon  (/  und  K   geben.     Vergleicht  man  sie  aber   mit  den   (6) 
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u  od  subtrahirt,  so  geben  sie 

g$s\n{ß'—K)  =  a  sin  (ft '—  R)  )  ^ 

(/  cos (/?'—  /?')  =  o  cos  (/?' —  R)  -fr-  (/>  — p)  tga'j 

die  aucli  (>'  und  /?'  geben,  und  jedenfalls  angewandt  werden  müssen, 
wenn  mehr  als  zwei  brechende  Oberflächen  vorhanden  sind. 

Es  sind  hierauf  die  für  die  erste  Brechung  erhaltenen  Glei- 
chungen (8),  (10)  bis  (14)  wiederholt  anzuwenden,  in  welchen  zur 
Unterscheidung  alle  Grössen  mit  einem  Striche,  oder  einem  Striche 
mehr,  versehen  werden  sollen.     Nemlich 

cos*/  =  sin«  cos  {ß' —  TT; 

sin  X  =     ,    — ,  sin  t] 

sm/ti  =z  —  sinA 

X   =  1j    -+-  /Li    —  A 

t  (t         i\    sin  iir 

v«  *  '    sinx 

tg«"sio /'—/?')  =  tg«'sin(/?'—  K) 

ä.       h         t  n"        n'\  sin  w'  A      / 

tg«  COS  (ß  —  Ä)   =  ^  COtgX 

womit  die  Aufgabe  für  zwei  Brechungen  gelöst  ist,  da  in  den  Glei- 
chungen des  zwei  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls,  welche  sich  jetzt 
unter  der  Form 

i/  s=s  a  cos/?'  -fr-  (p  —  «r;  tga'cos/?" 

z  =  a  sin R  -fr-  (p  —  x)  tg«'  sin/S" 
darstellen,  Alles  bekannt  ist.   Die  Entwickelungen  brauchen  auch  nicht 
weiter  fortgesetzt  zu  werden,  da  die  bis  jetzt  entwickelten  Gleichungen 
auf  jede  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Oberflächen  ausgedehnt  wer- 
den können. 

•» 

H. 

Die  eben  gelöste  Aufgabe  kann  in  der  Anwendung  einen  Zu- 
satz erfordern,  welcher  darin  besteht,  den  Punkt  zu  bestimmen,  in 
welchem  der  ein  Mal  gebrochene  Lichtstrahl  die  zweite  brechende 
Oberfläche  schneidet.  Durch  Hülfe  dieses  Punkts,  welcher  zwar  in 
der  vorstehenden  Auflösung  enthalten  ist,  aber  nicht  ausdrücklich 
darin  vorkommt,  lassen  sich,  namentlich  in  den  Fällen,  wo  mehr  als 
zwei  brechende  Oberflächen  vorkommen,  und  in  der  Anwendung  der 
Auflösung  auf  ein  Linsensystem,   die  Ausdehnungen  bestimmen,   die 
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den  brechenden  Oberflächen,  oder  den  Linsen  gegeben  werden  müs- 
sen, damit  der  gegebene  einfallende  Lichtstrahl  durch  sie  hindurch 
gehen  könne. 

Die  strenge  Bestimmung  dieses  Punkts  kann  auf  verschiedene 
Arten  ausgeführt  werden.  Man  kann  den  Durchschnittspunkt,  ent- 
weder des  ein  Mal,  oder  des  zwei  Mal  gebrochenen  Strahls  mit  der 
zweiten  brechenden  Oberfläche  bestimmen,  und  da  der  ein  Mal 
gebrochene  Strahl  zwei  ausdrücklich  bekannte  Punkte  darbietet,  so 
kann  die  Bestimmung  des  Durchschnittspunkts  auf  zwei  verschiedene 
Arten  ausgeführt  werden.  Endlich  kann  man  auch  den  Durch- 
schnittspunkt des  ein  Mal  gebrochenen  Strahls  mit  dem  zwei  Mal 
gebrochenen  bestimmen.  Da  alle  diese  Durchschnittspunkte  identisch 
sind,  so  müssen  alle  diese  Auflösungen  auf  identische  Resultate 
führen. 

Die  erst  genannten  Auflösungen  führen  auf  quadratische  Glei- 
chungen zur  Bestimmung  der  Abscisse  des  Durchschnittspunkts,  wäh- 
rend die  letztgenannte  auf  eine  linearische  Glpichung  führt.  Man 
könnte  aus  diesem  Grunde  diese  Auflösung  als  die  einfachste  und 
angemessenste  bezeichnen,  wenn  nicht  in  den  Anwendungen  der 
störende  Umstand  einträte,  dass  die  beiden  gebrochenen  Strahlen 
einen  sehr  spitzen  Winkel  mit  einander  machten.  Dieser  Umstund 
verursacht,  dass  bei  der  Anwendung  dieser  Auflösung  die  Nenner 
der  Gleichungen  sehr  klein  werden,  und  ungeachtet  der  geometri- 
schen Strenge  wenig  genaue  Resultate  geben  können.  Die  anderen 
Auflösungen  sind  von  diesem  Uebelstande  frei. 

12. 

• 

Es  sollen  jetzt  beide  im  vorigen  .Artikel  angeführten  Arten  der 
Auflösung  unserer  Nebenaufgabe  entwickelt  werden,  und  zu  dem 
Ende  führe  ich  zuerst  die  allgemeinen  Gleichungen  an,  die  wir  im 
Vorhergehenden  für  beide  gebrochene  Strahlen  erhalten  haben.  Für 
den  ein  Mal  gebrochenen  Strahl  bekommen  wir,  wenn  wir  ihn  auf 
die  erste  senkrechte  Ebene  beziehen  und  demzufolge  p,  o  cos  U,  o  sin  R 
statt  a,  kcosxp,  /c  sin  ^  in  die  Gleichungen   (2)  setzen 

y  =  acos/t  +  (p —  a?)  tga'cos/?' 
%  sbb  <j  sin/?  «+-  (p —  x)  tg«'  sin/?' 


(16) 


<7]  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc.  79 

und  wenn  wir  denselben  auf  die  zweite  senkrechte  Ebene  beziehen, 

y  =  q1  cos  R  Hh  (p —  x)  tga'  COS/?' 
%  8E5  $  sin  ff  -|-  (p' —  #)  tga'  cos/?' 

Für  den  zwei  Mal  gebrochenen  Strahl   haben  wir   im  Art.  10  schon 

y  =  o  cos/?'  •+■  (p' — «r)  tga" cos/J" 
2  as  a  sin  ff  •+•  [p — x)  tga"  sin/?" 
erhalten.  Bezeichnen  wir  nun  die  Abscisse  des  gesuchten  Durch- 
schnittspunkts mit  a,  und  die  rechtwinklichen  Ordinaten  desselben 
mit  kr  cos  i//  und  k'  sin  i//,  und  substituiren  diese  statt  x\  j/,  z  in  die 
vorstehenden  Gleichungen,  so  werden  diese  nach  einer  leichten  Um- 
formung 

k  sin  (y  —  R)  =  (p —  d)  tga  sin  (/?' —  R) 

U  cos  (\p  —  R)  =  (p  —  a )  tg  a'  cos  (/?' —  R)  -4-  a 

&'  sin  (t// —  ff)  =  (p* — a)  tga  sin  (/?'— ff) 

A' cos (y  —  ff)  =  (p  —  a)  tga'  cos (ß' —  R')  +  (/ 

U  sin  (t//-  ff)  =  (p  —  a')  tga"  sin  (/*  '-  ff) 

&'  cos  (t// —  ff)  =  (p' —  a)  tga" cos  (/Sr'-—  ff')  +  o 

Nehmen  wir  zuerst  die  letzt  genannte  Auflösung  vor,  und 
benutzen  dazu  die  vier  letzt  angeführten  der  vorstehenden  Glei- 
chungen. Da  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  um  Eins  grösser  ist 
als  die  der  Unbekannten,  so  bekommt  man  aus  denselben  Eine 
Gleichung,  die  keine  der  letzteren  enthält,  und  bekanntlich  die  Be- 
dingung  ausdrückt,  dass  die  beiden  graden  Linien,  deren  Durch- 
schnittspunkt man  sucht,  sich  in  der  That  schneiden.  Setzen  wir 
nun  die  rechten  Seiten  der  dritten  und  fünften,  so  wie  die  der  vier- 
ten und  sechsten  der  Gleichungen  (16)  einander  gleich,  so  erhalten 

wir 

tga'  sin  f/'—  ff)  —  tga  sin  (/?'—  ff)    =  0 

(p'-ä)  [tga'cos  (/?"-  R)  —  tga  cos  (/?'-  ff) }  =  </—  a 

von  welchen  die  erste  die  erwähnte  Bedingungsgleichung  ist,  die  mit 
einer  der  Gleichungen  des  Art.  1 0  übereinstimmt.  Multiplicirt  man  die 
erste  der  vorstehenden  Gleichungen  mit  (p — a)  sin  (-J- (/?"+/?') — ff), 
die  zweite  mit  cos  (4 -(/?"+  ß') — ff),  und  addirt  die  Producte,  so 
giebt  eine  leichte  Reduction 

»  ''        /  '  '\     C09(j(ft"+ft')  —  R')  cos  a"  cos  et' 

a  ae  p  —  [Q  —  O)  Ssitf"-/f)  sin ;«"-«') 

die   zur  Bestimmung  von  a    dient,    aber  den   sehr  kleinen  Divisor 

AMuadl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wisseosch.  XV.  6 
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sin  [a —  d)  enthält.  Alle  Umformungen ,  die  man  mit  dieser  Glei- 
chung vornehmen  möchte,  würden  diesen  Uebelstand  nicht  beseitigen 
können.  Die  Elimination  von  a  aus  dem  dritten  Paar  der  Gleichun- 
gen (16)  giebt  nun 

i'    •     /    '        i>'\  /  '         '\    cos  (4  [p'+ß')  —  Ä')  cos  «"sin«'    „.     /fl»        n'\ 

k  sinfo-Ä)  =  (?-a)  — g^ p'J^ s>n y,_ a>)       sm(ß-R) 

fe'cos(v'-Ä')  =  ((/-o')   cos'^^^-ft''c?,s ""?""'  cos(ß"-R)  +  o 

und  ähnliche  Gleichungen  bekommt  man  durch  die  Anwendung  der 
anderen  (16).  Wegen  des  kleinen  Divisors  ist  diese  Auflösung  nur 
in  den  Fällen  anwendbar,  in  welchen  man  nicht  die  grösste  Ge- 
nauigkeit in  die  Bestimmung  von  k'  zu  legen  braucht. 

Um   eine    der  anderen   Gattung   von   Auflösungen    zu  erhalten, 
haben  wir  für  die  Gleichung  der  zweiten  brechenden  Oberfläche 

(p— ?')2  =  (p—x)2  +  y2  +  *2 

oder  wenn  für  «r,  y,  z  die  oben  eingeführten  Coordinaten  des  Durch- 
schnittspunkts gesetzt  werden 

(p —  q  )2  =  (p  —  d)2  +  k'2 

Erheben  wir  nun  die  beiden  letzten  (16)  ins  Quadrat  und  addiren, 
so  ergiebt  sich 

fc'*  =  (p  —  d)2  tg2a"  +  2  [p'  —  a)  d  tga"  cos  {ß"—K)  +  d2 

und  eliminirt  man  hiemit  k"2  aus  der  vorhergehenden  Gleichuqg,  so 
ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  p  —  d   die  quadratische  Gleichung 

0  =  (/>' —  d)2  -+•  2  [p  —  d)  d  sin  a  cos  a  cos  ((?'—  R') 

—  [(P —  ?')2 —  a'2]  cos2«" 
deren  Auflösung,  wenn 


^  o'  sin  a"  cos  (/*"-  Ä') 


gesetzt  wird, 

ist.  Der  erste  dieser  beiden  Werthe  für  a  ist  anzuwenden,  wenn 
p  —  q  positiv,  der  zweite,  wenn  p —  q'  negativ  ist.  Hat  man  hieraus 
d  erhalten,  so  giebt  ein  beliebiges  Paar  der  Gleichungen  (16)  k' 
und  y'.     D'e   andern   noch  möglichen   Auflösungen    brauchen   nicht 
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durchgeführt  zu  werden,  da  sie  durch  Vertauschung  der  betreffenden 
Buchstaben  aus  der  vorstehenden  folgen. 

Die  Gleichungen  des  zwei  Mal  gebrochenen  Strahls  nehmen 
hierauf  die  folgende  Form  an 

y  =  fc'cost//  -+■  (a  —  x)  tga"(!OS/?" 
z  =  U  sint//  -+•  («'—  <v)  tga'sin/S" 

Zu  bemerken  ist,  dass  man  in  den  gewöhnlichen  Fällen  q  statt 
a'  in  die  (16)  setzen,  und  damit  die  entsprechenden  Werthe  von  K 
und  y  berechnen  könnte,  die  von  jenen  sehr  wenig  verschieden  sein 
würden.  Man  würde  hierauf  strenge  für  den  zwei  Mal  gebrochenen 
Lichtstrahl  die  Gleichungen 

y  =  U  cosy'  -+-  (g  —  x)  tg«"  COS/S" 
z  =  k'  sin  yf  -h  (q  —  x)  tg  a"  sin  f 
erhalten. 

13. 

Die  oben  entwickelte  Auflösung  der  Hauptaufgabe  wird  un- 
bestimmt, wenn  eine  der  beiden  brechenden  Oberflächen,  oder  beide, 
Ebenen  sind;  es  sind  daher  die  Abänderungen,  welche  die  Auflösung 
in  diesen  Fällen  erfordert,  zu  entwickeln. 

Sei  die  erste  brechende  Oberfläche  eine  Ebene,  dann  wird  nicht 
nur  />,   sondern   ^   werden   auch  q  und  a  unendlich  gross,   ferner 

wird  0  =  0.  Der  Quotient  _  wird  jetzt  s  0 ,  aber  der  Quo- 
tient — 2—  behält  einen  endlichen  Werth,  den  ich  V  nennen  will. 
Die  Gleichungen   (5)  geben  hiemit 

Die  Gleichung  (8)  und  die  folgenden  geben  hierauf 

tj  =  90°  +  u    ,    A  =  «    ,    *  =  90°  +  a     ,    [i  =  a~ 
und  folglich  wird  sogleich 

sin  a  =  —  sin  a 

n 

die  (14)  endlich  geben  Ä  = /?'+ 180°,  woraus 

ß'  =  ß 
folgt,  und    die  Lage  des    ein   Mal    gebrochenen   Lichtstrahls    völlig 

bekannt  ist,    da   dieser  jeden  Falls  durch   den   Punkt  (fc,  %p)   geht. 

6* 
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Die  Gleichungen  (15)  können  jetzt  nicht  angewandt  werden,  aber 
die  denselben  vorangehenden,  die  wir  jetzt,  da  a  =  q  wird,  wie 
folgt  schreiben  können, 

p'sind?—  R')  =  ftsin(/J—  y) 

(/  cos  (ß — R')  =  k  cos  (ß  —  xp)  +  (q — p)  tga 

geben  (/  und  R\  worauf  die  »Lage  des  zwei  Mal  gebrochenen  Licht- 
strahls eben  so  wie  oben  erhalten  wird. 

Wenn  statt  der  ersten  brechenden  Oberfläche  die  zweite  eine 
Ebene  ist,  wodurch  /)',  p',  a  unendlich  gross  werden,  so  wird  die 
erste  Brechung  nach  den  obigen  allgemeinen  Gleichungen  durch- 
geführt, bis  dass  man  durch  die  Gleichungen  (1 4)  a  und  fi  erhalten 
hat.    In  den  (15)  darf  jetzt,  ohne  die  Strenge  zu  verletzen  —  (p  —  q) 

statt  (p  —  p)  gesetzt  werden,  und  es  wird  der  Quotient    ,^  ,  =  0, 

während     ,  Q  ,    eine  endliche  Grösse  bleibt,   die  mit  V   bezeichnet 

werden  soll.     Die  (15)  geben  hierauf 

r  =  tg«     ,    Ä'=1800  +  £' 

und  die  ferneren  Gleichungen  für  die  zweite  Brechung  erleiden  die- 
selben Abkürzungen  wie  oben  die  der  ersten  Brechung.  Es  werden 
also 


sm  a  =  -jr  sm  a 

n" 


ß"  -  ß' 

womit  schon  a    und  ß"  bekannt  sind. 

Die  im  Art.  1 0  erhaltenen  Gleichungen  des  zwei  Mal  gebroche- 
nen Lichtstrahls  werden  gegenwärtig  auch  unbestimmt  und  können 
nicht  angewandt  werden,  aber  da  die  Gleichungen  des  ein  Mal 
gebrochenen  Strahls  immer  noch  wie  im  Art.  12 

y  =  a  cosR  ■+■  (p  —  o?)  tga'  cos/?' 
z  =s  a  sin R  •+■  (p  —  o?)  tga  sin/?' 

und  die  Coordinaten  des  Punktes,  in  welchem  dieser  jetzt  die  zweite 

i 

brechende  Oberfläche,  die  Ebene,  schneidet, 

x  =  q   ,    y  =  k'  cos  ip   ,    z  =  k'  sini// 

sind,  so  erhalten  wir  durch  Substitution  dieser  Coordinaten  aus  den 
vorstehenden  Gleichungen 
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k'  sin  (ff9—  (?)  =  o  sin  (R  —  ß') 

k'  cos  (<//—  ß')  =  a  cos  {R  —  ß')  +  {p  —  q)  lg« 

welche  A'  und  y\  sowie  die  Gleichungen 

y  =  U  cosxff  ■+•  (q —  x)  tga"  cos/?" 
z  =  ti  sintp   -+■  (g — #)  tga"  sin/S" 

des  zweimal  gebrochenen  Strahls  geben. 

Wenn    beide  brechende   Oberflächen   Ebenen   sind,    so  ergiebt 
sich  ohne  Weiteres  aus  dem  Vorhergehenden 


sin«  =  —  sin« 


n  n*       •        t 


sin  a  =3  -TT  sin  a 

n" 


ß"  =  (r  =  ß 

und  da  die  Coordinaten  des  Punkts,  in  welchem  der  ein  Mal  ge- 
brochene Lichtstrahl  die  zweite  Oberfläche  schneidet,  dieselben  sind 
wie  vorher,  ferner  a  =  q  ist,  so  geben  die  Gleichungen  (1 )  des  ein- 
fallenden Lichtstrahls 

U  sin  (y  —  ß)  —  k  sin  (y  —  ß) 

K  cos  (y —  ß)  =  k  cos  (y —  ß)  +  (q  —  q)  tga 

und  mit  den  hieraus  folgenden  Werthen  von  kr  und  y  werden  die 
Gleichungen  des  zwei  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls  dieselben  wie 
im  vorhergehenden  Falle. 

Denken  wir  uns  unter  den  zwei  brechenden  Ebenen  und  dem 
Mitlei,  welches  sie  einschliessen,  einen  durchsichtigen  Körper,  z.  B. 
ein  Planglas  mit  parallelen  Oberflächen,  welches  auf  allen  Seiten  von 
einem  und  demselben  Mittel,  z.  B.  der  atmosphärischen  Luft,  um- 
geben ist,  so  wird  n  s  »,  und  die  Gleichungen 


sin«  =  — j  sin« 

n' 


•         n  fl        •         t 

sm  a  =  —  sin  « 

n 


geben  «"  =  «;  der  ausfahrende  Lichtstrahl  wird  also  dem  einfallen- 
den parallel,  wie  sich  von  selbst  versteht. 

14. 

Es  brauchen,  wenn  der  Lichtstrahl  einer  grösseren  Anzahl  von 
Brechungen  unterworfen   ist,   keine  weiteren  Gleichungen  entwickelt 
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zu  werden,  da  die  vorhergehenden,  auf  zwei  Brechungen  ausge- 
dehnten, sich  durch  ihre  Wiederholung  auf  jede  beliebige  Anzahl 
von  brechenden  Oberflächen  anwenden  lassen.  Um  dieses  möglichst 
deutlich  zu  machen,  wollen  wir  die  im  Vorhergehenden  entwickelten 
Gleichungen  ausdrücklich  auf  eine  unbestimmte  Anzahl  Brechungen 
ausdehnen. 

Seien  m  Brechungen,  und  demgemäss  m  +  \  verschiedene  Mittel 
vorhanden,  denen  der  Reihe  nach  vom  ersten  zum  letzten  die 
Brechungsverhaltnisse 

n   :  n'  "'  n"  :   tf*  elC'  D1S:    nm  -  *   :  ^ 

zukommen.  Es  soll  hiebei  sogleich  bemerkt  werden,  dass  wenn 
das  erste  und  das  letzte  Mittel  identisch,  z.  B.  die  Luft  sind, 


m 

n  ss  n 


w-l 


wird,  sowie,  dass  wenn  die  Anzahl  der  Brechungen  eine  grade  ist, 
und  die  jedes  Paar  derselben  umgebenden  Mittel  dieselben  sind,  wie 
bei  einem  Linsensystem  der  Fall  ist, 

n  =  n  =  n    etc.  =  n 

werden.  Vor  Allem  müssen  nicht  nur  alle  n,  sondern  auch  die 
Abscissen 

p,p,.p9p  ,  etc.  p 
der  Mittelpunkte  der  brechenden  Oberflächen,  sowie  die  Abscissen 

q,q,q,q  ,  etc.  q 

der  Punkte,  in  welchen  diese  Oberflächen  die  Abscissenachse  schnei- 
den, gegeben  sein,  und  ausserdem  muss  man  die  Coefficienten  der 
Gleichungen 

y=/ccos^+  [a  —  x)  tgacos/J 

z  ss  k  sinxp  -+•  (a — x)  Ig« sin/? 

des  auf  der  ersten  brechenden  Oberfläche  einfallenden  Lichtstrahls, 
oder  k,  \p,  a,  ß  kennen.  Sollten  a  und  ß  nicht  unmittelbar  gege- 
ben sein,  so  bietet  der  Art.  5  Mittel  dar,  um  sie  zu  erhalten.  Die 
Berechnung  der  Lage  des  Lichtstrahls  nach  der  mten  Brechung  wird 
nun  durch  die  folgenden  Gleichungen  geführt. 
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isle  Brechung. 

sm  0  = 

(i  sin  {R  —  ß)  =  fc  sin  (t^  — /?) 
QCOs(R—ß)  s  kcos(tp  —  ß)—(p—q)  cosö  tga 
cos  */  aas  sin  a  cos  (JR  —  $  ,    sin  A  =  -|—  sin  iy 

sin  fx  =  "  sin  A  ,  x  =  jy  -+-  (.i  —  A 

\*        77  sinx 

Ig  a'  sin  (ft  —  Rjwm  tga  sin  (£—  ff] 
tga'cosOSp-Ä)=^cotgje 

2te  Brechung. 

(/sin  (ff  —  ^)s=(rsin(fi  —  0) 

(j'cosiR'—  (t)  =  ocos{R  —  (?)  +  (/>  —  p)  tga 

cos  j/  =  sin  «'  cos  (//  —  ff)  ,    sin  X  =  _r^- ,  sin  r( 
sm/i  =  —,  sinA  ,  x  =  17  +  fi  —  A 

lg  «"  sin  f/f  -  ff )  =  Ig  «  sin  (ßf  -  ff) 
tg.'cosOT-IO-SS001«» 

3te  Brechung. 

<>"sin(ff'-/Sr')  =  a'sin(ff-/?") 
q"  cos  (ff-  fi1)  =  o'  cos  (ff-/?")  •+■  {p—p)  tg«" 
cos  r\  =  sin  a"  cos  (J?  —  W) ,   sin  A"  =  ^77' sin  V 
sin  fi  =-^sinA,  x=^+/i— A 


m  /     tf  rr\    Sin  14 

0  Ä(P  -?)^ 


tg  «' "  sin  {f  -  ff ')  =  tg  a"  sin  (/f  -  k") 
tga-ccOr-irj-SScolg/ 


u.  s.  w.  bis  für  die 
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mte  Brechung 

(.""*  sin  (JT-'  —  zT-1)  =  aM  "  *  sin  (/T  "  *  —  fT'1) 
f  ~  '  cos  (ff" '  •  -  /T  "')  =  am  ~  *  cos  {BT  " 2  —  f  ~ ') 

+  (P       — j?      )*8« 
cos  tj     '  =  sin«     'cos(/T    '— /t     '),  sinA       =  pm-i_q»-tsin»? 

sin/*— "«^-sinA"-',  xm-'  =  rf  ~ ' -^"•-'-A"-1 

om-'=  (p"  ~  « —  qm  "  «)  ^V"*4"  "  ' 


sinx 


w  —  1 


tgo"sin(/r  — Ä"-'')  =tsa"-,sinOr-,  — Ä""') 
Iga"  cos  0"  -  ET  -)  =  £££}  cotg  *"  -  • 

worauf  die  Gleichungen  des  m  Mal  gebrochenen  Lichtstrahls 

y  =  am  ~ x  cos  Rm  ~  '  -f-  (pm ~ '  —  x)  tgam  cos  /?** 
z=am-,sinÄm-|H-  (p*1-1  —  *)  tg«w  sin/T 

werden,    durch   welche   man  jeden    beliebigen   Punkt   dieses  Licht- 
strahls berechnen  kann. 

Will  man  ausserdem  für  alle  brechenden  Oberflächen,  oder  für 
einige  derselben,  die  Ausdehnung  kennen  lernen,  (die  Oeffnungen 
der  Linsen,)  die  ihnen  gegeben  werden  muss ,  "  um  den  gegebenen 
Lichtstrahl  durchlassen  zu  können,  so  kann  dieses  durch  die  im 
Art.  12  entwickelten  Gleichungen  geschehen,  die  ohne  Weiteres  auf 
jede  beliebige  dieser  Oberflächen  anwendbar  sind,  wenn  man  die 
darin  vorkommenden  Grössen   mit  den   betreffenden  Indices  versieht. 

15. 

Als  Ausnahmefälle  zu  den  im  vor.  Art.  zusammengestellten 
Gleichungen  müssen  diejenigen  betrachtet  werden,  in  welchen  irgend 
eine,  oder  irgend  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  brechende 
Oberflächen  Ebenen  sind,  und  es  ist  in  diesen  Fällen  den  Entwicke- 
lungen  des  Art.  13  gemäss  zu  verfahren. 

Sei  die  Ate  brechende  Oberfläche  eine  Ebene,  also  ph~\  (?h~\ 
oA"!  unendlich  gross,  dann  ist  die  Rechnung  nach  den  allgemeinen 
Formeln  fortzusetzen,  bis  man  uh"i  und  (f'1  erhalten  hat,  worauf 
zufolge  des  Art.  13 
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sin  a   =s  — r-  sin  a 

n* 

**"•  sin  (v*-1  —  /?*"')  =o*-*sin(Ä*.-1  — z?»-2) 

^-'cosCv»*-' -/?*-')  =o*-Jcos(Ä*-2  —  0*-') +  (/-*— /-«jtga*-1 

werden.  Bezieht  man  die  Gleichungen  dieses  Lichtstrahls,  die  auch 
im  Art.  13  gegeben  sind,  auf  die  zur  (A-*-1)ton  Oberfläche  gehörige 
senkrechte  Ebene,  so  bekommt  man 

(>*  sin  (/**—/**)  =  kk  ~  *  sin  (y*  ~  * — /?*) 

(>*cos(Ä*— 0»)  =  **"'  cos  (y*  "*—/**)  ■+■  (/"'  — P*)  %«* 

Wegen  /?*  =  /?*"'  können  wir  aus  diesen  und  den  vorstehenden 
Gleichungen  &* " '  leicht  eliminiren,  und  erhalten  dadurch  sogleich 

<>*sin(Ä*  —  /?*)  =  o*  " 2  sin  (Ä* -'—/?*) 

p*cos(Ä*—  /)  =  o*-  *  cos  (Ä*  "*—/?*)  +  (p*"*— /"*)  tg«*_l 

+  (9*",-P*)t««k 

welche  p*  und  Rh  geben,  worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  wie- 
der anzuwenden  sind. 

16. 

Zum  oben  abgehandelten  Falle  treten  wieder  zwei  Ausnahme- 
fälle hinzu,  und  zwar  die,  in  welchen  die  h**  Oberfläche,  die  zur 
Ebene  wird,  entweder  die  erste  oder  die  letzte  aller  vorhandenen 
brechenden  Oberflächen  ist.  In  Bezug  auf  den  ersten  dieser  beiden 
Fülle  braucht  nichts  weiteres  angeführt  zu  werden,  als  dass  er  schon 
im  Art.  13  abgehandelt  worden  ist,  und  in  Bezug  auf  den  letzteren 
Fall  könnte  ebenfalls  auf  den  Art.  13  verwiesen  werden,  wenn  es 
nicht  deutlicher  wäre,  die  Gleichungen  ausdrücklich  hinzuschreiben. 
Nachdem  man  clie  allgemeinen  Gleichungen  so  weit  benutzt  hat,  dass 
aus  denselben  a" " x  und  /f  "  *  erlangt  worden  sind,  werden 

/T  =  /f -, 

in  nm  ~  !    „•         m  -  i 

sin  a    ==  -m —  sin  a 

H 

km  ~  '  sin  {ipm  ~ « -/f  "  ')  =  o"  " 2  sin  [BT  ~ S—/T ~ !) 
km  ~  '  cos  (ip"  *  « —  f  ~ ')  an  am  ~  2  cos  f  BT  " » — f  ~ ') 

+  (p-W"1)*«' 


-  f 
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welche  km  " !  und  t//" "  l  geben.    Die  Gleichungen  des  nach  erlittenen 
m  Brechungen  ausfahrenden  Strahls  nehmen  hierauf  die  Form  an, 

y  =  r-,cosy*,~1  +  (<f~!  —  x)  tgamcos/f 
z  =  T  "  '  sin tpm  -  »  +  (<f  ~  '- x)  tgam  sin/T     . 

17. 

Wenn  beides ,  die  Äte  und  die  (A  +  1 ) te  brechende  Oberflache 
Ebenen  sind,  so  setzen  sich  die  eben  erhaltenen  Gleichungen  um 
eine  Stufe  fort,  es  werden  nemlich,  wenn  man  wieder  durch  die 
allgemeinen  Gleichungen  a*"1  und  /S**"1  erhalten  hat, 

/8*  +  !  «  0*  «  |8*  - « 
sin«       s-r-sin«      l 

sin  a*  + 1  ss  ^^^  sin  aA 

Die  obigen  Gleichungen  für  fe*~  l  und  1/"" l  finden  wieder  statt,  aber 
die  zweit«  Ebene  fügt  ihnen 

kh  sin  fo*  -  0*  - !)  sBtf-'sinfo*-1  —  /3*"!) 

hinzu,  und  die  obigen  Gleichungen  für  p*  und  kh  gehen  über  in 

(jhJhl  sin^**1  —  /J*-1)  =  ft*  sin  (y*  —  0* ~  l) 

p**Icoß(Ä**1  — /81-1)  =  fc*  cos  (y/*  -  ,** " ')  +  (?*-/*')  tg«Ä+1 

Die  Elimination  von  fe* " *  und  kh  aus  diesen  Gleichungen  giebt 

p*-1  sinfÄ*-"1  — /J*"1)  =  a*-2sin(Ä*-2  —  /J*~l) 

P*+lco8(Ä*+l  — /J*"1)  =  o*"8cos(il*"1  — /J*"1)  +  (l>h-2—qh-1)  lg«*"1 

welche  p*  * '   und  Ä* +  l  geben ,    worauf  man  wieder  an  die  allge- 
meinen Gleichungen  anknüpfen  kann. 

18. 

Ausser  dem  im  Vorstehenden  entwickelten  Verfahren  habe  ich 
ein  anderes  gefunden,  welches  in  der  Anwendung  keine  grössere, 
sondern  eher  noch  eine  etwas  geringere  Arbeit  erfordert.  Dieses 
soll  jetzt  entwickelt  werden. 

Um  den  ersten  Einfallspunkt  E  des  auffallenden  Lichtstrahls  als 
Mittelpunkt  beschreibe  man  eine  Kugeloberfläche  von  unbestimmtem 
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Halbmesser.  Zur  Abscissenachse  und  der  Achse  der  y  ziehe  man 
Parallelen,  die  durch  den  Punkt  E  gehen,  und  bezeichne  ihre  Durch- 
schnittspunkte mit  dieser  Kugeloberfläche  mit  X  und  Y,  dann  wird 
in  der  folgenden  Figur 


E 


die  Linie  X  Y  den  grössten  Kreis  bezeichnen ,  in  welchem  die 
xy  Ebene  die  Kugeloberfläche  schneidet.  Bezeichnet  ferner  in  dieser 
Figur  P  den  Punkt,  in  welchem  der,  nöthigen  Falls  verlängerte,  an 
den  EinfaUspunkt  gezogene  Halbmesser  p  —  q  der  ersten  brechenden 
Oberfläche  die  Kugeloberfläche  schneidet,  so  werden  der  Bogen 
grössten  Kreises  XP,  und  der  sphärische  Winkel  YXP 

XP=e 

YXP=y 

« 

sein.  Bezeichnet  ferner  E  den  Punkt,  in  welchem  der,  nöthigen 
Falls  rückwärts  verlängerte,  einfallende  Lichtstrahl  die  Kugelober- 
fläche schneidet,  so  sind  der  Bogen  grössten  Kreises,  und  der  sphä- 
rische Winkel 

XE  =  a 

YXE  =  ß 

Lässt  man  den  Punkt  E  in  Bezug  auf  den  gebrochenen  Lichtstrahl 
dasselbe  bedeuten,  wie  E  für  den  einfallenden,  so  sind 

XE  =:  a 

YXE  _  0 
und  setzt  man 
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PE=k 
PE  =  fi 

so  sind  X  der  Einfalls-  und  fi  der  Brechungswinkel.  Dem  oben 
angeführten  ersten  Fundamentalsatze  der  Dioptrik  zufolge  liegen  die 
Punkte  P,  E ,  E  auf  einem  und  demselben  grösslen  Kreise. 

19. 
Sei  ausserdem  in  der  Figur  des  vor.  Art.  der  sphärische  Winkel 

XEP=X 

dann  giebt  das  sphärische  Dreieck  XEP 

fsinA  sin/  =  sinfi  sin(ip  —  ß) 
(17)  •  •  •  }  sinA  cos/  =  sinacosö  —  cosasinö cos(t// —  ß) 
[cosA         ss  cosa  cosö  ■+•  sin«  sin*  cos  (y  —  ß) 

durch -welche  A  und  /  gegeben  werden,  nachdem  8  durch  die  Glei- 
chung (3)  erhalten  worden  ist.  Wählt  man  für  die  Brechungsver- 
hältnisse wieder  dieselbe  Bezeichnung  wie  oben,  so  wird  wieder 

(18) sin /*  =  £-,  sin  A 


Wenden   wir  uns  hierauf  zum   sphärischen   Dreiecke  XEE,    so   er- 
halten wir 


l  sin  u  sin  {$  —  ß)  =  sin  (A  —  ft)  sin  % 

\  sin  a  cos  (/? —  ß)  ss  sin  a  cos  (A  —  fi)  —  cos  a  sin  (A  —  fi)  cos/ 

I  cos  a  ss  cosa  cos  (A  —  fi)  ■+•  sin a  sin  (A — fi)  cos/ 


durch  welche  a  und  ß  erhalten  werden,  und  die  Berechnung  der 
ersten  Brechung  vollständig  ausgeführt  ist.  Denn  da  gleichwie  im 
Vorhergehenden  die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls 

y  =s  kcosrp  +  (a  —  x)  tgacos/? 
z  =  k  sinxp  +  (a —  x)  tga  sin/9 

und  die  des  gebrochenen 

(20)  |y  =  fccosy-*-  (fl  —  x)  tga'cos/J' 

' |zs=&  sini//  •+■  (a  —  x)rtga  sin/?' 

sind,  so  sind  durch  die  Gleichungen  (17),  (18),  (19)  in  Verbindung 
mit  den  (3)  und  (4)  die  (20)  vollständig  bekannt,  wenn,  wie  jeden 
Falls  vorausgesetzt  werden  muss,  die  ersteren  im  Voraus  vollständig 
gegeben  sind. 
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20. 

Gehen  wir  zu  einer  zweiten  brechenden  Oberfläche  über,  so 
erhalten  wir  genau  dieselben  Gleichungen,  die  hier  mit  der  Abän- 
derung angeführt  werden  sollen,  dass  zur  Unterscheidung  alle  Grössen 
mit  einem  Strich ,  oder  einem  Strich  mehr  als  vorher ,  versehen 
werden.     Die  Gleichungen   des  einfallenden  Lichtstrahls  werden  nun 

y  =  fc'cosv/  +  (a—  x)tgd  cos/tfl  ^ 

zssk'  sin  y  -4-  (a  —  x)  tga'  sin  (?  j 

und  die  des  gebrochenen 

y  =  U  cosi//  +  (d  —  x)  tga"  cos/S'' 
«  =  f  sin  y  -h  (a  —  x)  tga"  sin  (? 

Die  Gleichungen  (17),   (18),  (19)  werden 

sin  A'  sin  %  =  sin  6'  sin  (y  —  (?)  J 

sin  A'  cos  #'  =  sin  d  cos  0'  —  cos  d  sin  0'  cos  (y  —  ß')  l  .  .   (22) 

cos  A'  =s  cos  d  cos  0'  -|-  sin  d  sin  0'  cos  (y/  —  (f)  \ 

sm^'^smA'     (23) 

sina"  sin  (/?'  —  (!)  =  sin  (A'  —  ji)  sin #' 

sin a  cos  (/T  —  Z^)-  —  sin  d  cos  (A'  —  p)  —  cos d  sin  (A'  —  fi)  cos j| 

cos  a  =  cos  a  cos  (A'  —  // )  •+•  sin  d  sin  (A'  —  /«')  cos  j'J  *     ; 

und  fc,  a,  0'  sind  durch  die  Gleichungen 

U  =  (p  —  q)  sin  0'  | 

«'=/-  (p'-q)  costf      l (25) 

»  ?'  +  2  (p  —  9)  sinHö j 
mit  einander  verbunden. 


21. 

Aus  den  eben  aufgestellten  Gleichungen  kann  aber  die  durch 
die  zweite  Oberfläche  bewirkte  Brechung  des  Lichtstrahls  nicht  voll- 
ständig berechnet  werden,  da  sie  zur  Bestimmung  der  Bügen  A'  und 
X  keine  Hillfsmittel  darbieten.  Letztere  müssen  durch  die  Bedin- 
gung erhalten  werden,  dass  der  auf  der  zweiten  Oberfläche  einfal- 
lende Lichtstrahl  mit  dem  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen 
identisch  ist.    Es  müssen  folglich  die  Gleichungen  (20)  mit  den  (21) 
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identisch  gemacht  werden.    Da  in  beiden  Systemen  schon  «'  und  ß 
identisch  sind,  so  giebt  die  Subtraction  sogleich 

0  =  k  cosip'  —  k  cos v  +  {<£ —  fl)  tga  cos/?' 
0  =s  li  sinip'  —  k  sint//  •+-  (ä  —  a)  tga  sin/?' 

oder  wenn  man  k\  k,  a\  a  durch  die  (3),  (4),  und  die  (25)  eliminirt, 

(p  —  q)  j  cos  d  sin  0'  cos  i//  —  sin  a  cos  (f  cos  /^ }  = 

(p  —  q)  jcosa  sin  0  cosi//  —  sin«  cos0  cos/?'|  —  (// — p)  sina  cos/2'; 

(p'  —  4)\ cos a'  s*n ^ s,n V7'  —  s^n a' cos ä s*n /?' I s= 

(P  —  ?)  jC0Sa  sinÜ  sinV  —  s*na'  cos^  sin/?'}  —  (// — p)  sina  «in/?' 
Durch    Multiplicationen   mit   cos/?'   und  sin/?',    und   Additionen   und 
Subtractionen  können. diese  in  die  folgenden  verwandelt  werden, 

i{p —  q)  sin 0'  sin  (^'— ß')  =  (/>  —  g)  sin 0  sin  (^  — /?') ; 
26^  .  .  hp' — f')|sina  cos6fr — cos  d  sin  0'  cos  (i// — ß')\  = 

'  (P  —  9)  !s'n "'  cos *  —  cos«  sin  0  cos  (y  —  /?')  |  +  (// —  p)  sin« 
die  einfacher  sind,  als  die  vorhergehenden. 

22. 

In  den  eben  erhaltenen  Gleichungen  (26)  sind  0'  und  tp'  die 
einzigen  Unbekannten,  und  können  daraus  bestimmt  werden,  aber 
man  kann  einen  Schritt  weiter  gehen,  0'  und  1^'  durch  X  und  % 
eliminiren,  und  sogleich  diese  ohne  BeihUlfe  jener  daraus  erhalten. 
Diese  Gleichungen  nehmen  überdies  dadurch  eine  einfachere  Form 
an,  und  werden  zur  Anwendung  geeigneter.  Die  Gleichungen  (22) 
geben  unmittelbar 

sin  0'  sin  (1//  —  /?')  =  sin  X  sin  % 
sina'  cos0'  —  cosa  sin0'  cos  (yi —  /?')  =»  sinA'  cos/' 

und  setzt  man  in  der  Figur  des  Art.  18  den  sphärischen  Winkel 

xe:p=<ü' 

so  giebt  das  Dreieck  XE'P 

|ao«        f  sin  0  sin  (ip  —  ß')  =2  sin  /i  sin  w' 

isin  d  cos  0  —  cos  d  sin  0  cos  (\p  —  ß')  =  sin  fi  cos  ©' 

womit  die  Gleichungen   (26)  sogleich  in 

sinA  sin  2  *=  -SH,-,  sin  ^  sin  w 


:27)  .  . 


(29) ]  "         p    " 

/sin  )L'  cos  v'  ss 


sinA  cos/  «*  -■ ?_  1  sm tu  cos v)  +  5—^  *,ntt 
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übergehen.  Zu  bemerken  ist  hiebet,  dass  wenn  durch  diese  Glei- 
chungen sin  A'  >  \  gefunden  werden  sollte,  dieses  das  Kennzeichen 
ist,  dass  der  Lichtstrahl  die  zweite  brechende  Oberflache  gar  nicht  trifft. 
Ein  wesentlicher  Umstand  ist,  dass  jetzt  ein  Theil  der  vorher- 
gehenden Entwickelungen  auf  eine  andere  Gestalt  gebracht  werden 
kann.  Da  im  Dreieck  XEE'  jetzt  alle  drei  unbekannten  Stücke 
berechnet  werden  müssen,  so  kann  man  sich  dazu  der  folgenden 
Gleichungen  bedienen, 

sin  a  sin  m  =       sin  a  sin  % 

sin  d  cos  a>'  =  —  sin  (A  —  fi)  cos  a  +  cos  (A  —  /*)  sin  a  cos  % 
sin«  sin  iß1 —  ß)  =       sin  (A  —  (i)  sin/  >  (30) 

sin  a  cos  (ß' —  ß)  =       sin  a  cos  (A  —  /*)  —  cos  a  sin  (A  —  /x)  cos  # 
cos  d  =        cos  a  cos  (A  —  fi)  -f-  sin  a  sin  ^A  —  ji)  cos  % 

die  in  Verbindung  mit  den  (23)  und  den  (29)  ein  System  von  Glei- 
chungen bilden,  welches  für  sich  fortgesetzt,  und  auf  so  viele  bre- 
chende Oberflächen  angewandt  werden  kann,  als  man  will.  Statt 
den  (30)  könnte  man  auch  die  Gaussischen  trigonometrischen  Glei- 
chungen anwenden,  aber  ich  habe  mich  durch  Proberechnungen 
davon  überzeugt,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  dadurch  keine  Ab- 
kürzung der  Rechnung  erlangt  wird,  wozu  namentlich  der  Umstand 
beiträgt,  dass  bei  der  Anwendung  der  vorstehenden  Gleichungen  die 
Bögen  (o\  a,  %  nicht  in  den  Tafeln  aufgesucht  zu  werden  brauchen. 
Wenn  nur  zwei  Brechungen  vorhanden  sind,  so  sind  noch  H' 
und  xp'  aus  den  folgenden 

sind'  sin  (y' — ß')   ss  sin A' sing'  | 

sin  0'  cos  (y — ß')  =s  sina  cosA'  —  cos«  sinA'  cos*' >   •  •  •  (31  j 

cos0'  s=  cos d cos A'  ■+•  sina  sinA'  cos^J 

die  durch  Umkehrung  aus  den  (22)  entstehen,  so  wie  a  und  ß" 
aus  den  (24)  zu  berechnen.  Sind  mehr  als  zwei  Brechungen  vor- 
handen, so  brauchen  diese  Gleichungen  nur  am  Schlüsse  der  ganzen 

_  i 

Rechnung  angewandt  zu  werden. 

23. 

Die  im  Vorhergehenden,  erhaltenen  Gleichungen  können  auf 
bekannte  Art  durch  Einführung  von  Hülfsbögen  zusammen  gezogen 
werden.     xStatt  der  (17)  erhält  man,  wenn 


94  P.   A.  Hansen,  [38 

cosiy  sin  H  =  sin  6  cos  (y  —  ß) 

cos  t]  cos  H  =  cos  6 

sin  tj  =  sin  ö  sin  (t//  —  ß) 

gesetzt  werden. 

sinA  sinx  =  sin  17 

sin  A  cos#  =  cos  17  sin  («  —  H) 

COS  A  sss  COS  Tj  COS  (a  —  //) 

Die  (30)  gehen  durch  die  Anwendung  der  Hülfsbögen  /),  qr,  r  über  in 

cos/)  sin q  =  sin  a  cos*  ,  sin a  sin  w  =  sin/} 

cos p  cos  q  =  cos  a  ,  sin  a  cos  w         =  cos/)  sin  (</  +  /*  —  A 

cos/)  sin  r  =  cos  a  sin  #  ,  sin  a  sin  (/?' —  /? -+• r)  =  sin/)  cos  [q  +  fi  —  A 

cos/)  cos  r  ss  cos  # ,  sin  a  cos  (/f — /?+**)  =  sin  ( j  -+-  /1  —  A 

sin  /)  =  sin  a  cos  #  ,  cos  a  =  cos/)  cos  (q  •+•  /1  —  A 

und  eben  so  können  die  (31)  und  die  (24)  umgeformt  werden. 

Endlich  können  die  (29)    in   die  folgenden  verwandelt  werden, 

sin  A'  sin  {% —  2  w )  —  (^ —  ^0  sin  4V 
sioA' cos(x  —  i'co)  =  (M-hN)  cos£a>' 
wenn  man 

M ss  ^~q,  sin u  ,     N  =  ^V^, sin «' 

setzt,  jedoch  scheint  mir  diese  Transformation  der  (29)  hier  von 
keinem  wesentlichen  Nutzen  zu  sein,  da  M  und  N  immer  durch  ihre 
Logarithmen  gegeben  sind. 

Da  in  der  Anwendung  die  Bögen  a,  A,  /u,  0,  etc.  immer  klein 
sind,  so  können  die  obigen  Umformungen  noch  abgekürzt  werden, 
welches  bei  der  Zusammenstellung  geschehen  soll. 

Die  vorkommenden  Bögen  können  auf  zweierlei  Weise  aus- 
gedrückt werden.  Man  kann  eines  Theils  alle  Dreiecksseiten  als 
positive  Bögen  betrachten,  die  <  90°  sind,  wovon  die  Folge  ist, 
dass  die  Winkel  sich  durch  den  ganzen  Umkreis  erstrecken  können. 
Anderer  Seits  kann  man  aber  auch  die  Bestimmung  treffen,  dass  alle 
Winkel  im  ersten  Halbkreise  liegen,  also  sich  nur  von  0°  bis  180° 
erstrecken  sollen,  nach  dieser  Annahme  werden  die  Seiten  auch 
negativ  werden  können,  und  sich  innerhalb  der  Grenzen  +  90° 
erstrecken.  Die  letzte  Annahme  soll  in  der  Zusammenstellung  bei- 
behalten werden. 
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24. 

Nehmen  wir  jetzt  wieder ,  wie  im  Artikel  14,  an ,  dass  m 
brechende  Oberflächen  vorhanden  seien,  und  stellen  die  Gleichungen 
zusammen,  durch  welche  die  Lage  des  ausfahrenden  Strahls  bestimmt 
wird.  Vor  Allem  kann  man  die  Logarithmen  der  folgenden  Con- 
stanten berechnen, 

A  —  v~q       A!  =  p'~9'       A"  —  P"-g"     pIp    hk 

"  —    p'_g'   >     Ä    —  p"-g"    '      "     _  p'"_g""    eiC'     Ü1S 

die  unter  allen  Umständen  unverändert  dieselben  bleiben. 

* 

Für  die  erste  Brechung  rechne  man  nun 

sinö  =  73y>    lgA  =  tgöcos(y  —  ß) 
sin  X  sin  %  =  sin  0  sin  (t/;  —  /?) 

i  COS0        •      /  r\ 

sin  X  cos  y  = ~-  sm  (a  —  A) 

A  COSÄ  *  / 

Die  Bögen  0  und  %  brauchen  nicht  aufgeschlagen  zu  werden,  son- 
dern man  kann  immer  unmittelbar  von  sin  0  zu  cos  0,  und  hiemit  zu 
tgö  übergehen;  eben  so  kann  man  unmittelbar  von  tgjj  zu  eos#  oder 
sin*  übergehen.  Der  Winkel  h  wird  innerhalb  der  Grenzen  +90° 
angenommen,  und  dem  cos  %  dasselbe  Vorzeichen  gegeben,  welches 
tg*  hat.  Das  Zeichen  von  X  folgt  hieraus  von  selbst.  Nach  diesem 
ist  blos  /u  durch 

sin  u  =  -2-  sin  X 

zu  berechnen,  worauf  zur  zweiten  Brechung  übergegangen  wird. 
Für  diese  rechne  man  zuerst 


igq  =  tgacos*,  ^ 

tgr  =  cosatgj,    'nvr       r  -   -/  —  ig(9  +  iu 


tate'—  ß+r)  =  _?ln"sin*_- 


^  cos  (q  +  fi  —  üj      cos  a  '       «  cos  wf 

Der  Bogen  g  wird  immer  zwischen  +90°,  und  r  nebst  /?'— •  /?  +  r 
zwischen  0  und  180°  angenommen.  Die  Bögen  o/  und  «'  brauchen 
nicht    aufgeschlagen    zu    wferden ,    dem    cos  «'    giebt    man    dasselbe 
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Zeichen,  welches  tgco'  hat;  cos«  ist  immer  positiv.  Hierauf  rechne 
man 

sinA'  sing'  =  As'm/u  sin  cd' 

sin  k'  eosj  =  A  sin  ji  cos  w'  «+•  B  sin  «' 
und 

t  tl  •  ml 

sin^u  =  —  sin/ 

Der  Bogen  x  braucht  wieder  nicht  aufgeschlagen  zu  werden,  son- 
dern man  kann  unmittelbar  von  tgjf'  zu  cos#  übergehen,  welcher 
Cosinus  wieder  das  Vorzeichen  der  Tangente  bekommt. 

Die  folgenden  Brechungen  werden   ebenso   behandelt,   also   für 
die  dritte  Brechung, 

tg  q    ==  tg  a  COS  x  ,         ,  *_    .        ,  _      sin «'  sin/ 
tgr'  =  cos«'tg*\     *[ß       P*    }~  tgV  +  f-n 

Icr,/'   —     lg  0*^+0        COS?'                    »_     1g(^+jU'-A') 
^W     COS^'+^i'-;/,       COS«"     *a     COS  Ol" 

smA  sin*   =  A  sm/i  sinco 

smA  cos#  =  Aß\\\fi  cose»  -+-  //  sina 

sin/i  =  -^  sin* 

wobei  die  obigen  Bemerkungen,  wieder  Geltung  haben.  Man  ftihrt 
so  fort  bis  zur  letzten,  oder  .itilen  Brechung,  welcher  ausser  den 
Hülfsbögen  <f"2  undrw~2,  die  Bögen  oder  Winkel  JT'\  o/"1,  «"-*, 
%m~\  Xm~\  /im~x  entsprechen. 

Als  Schlussrechnungen  kommen  nun 

4      II  tg«*'"1  COS«*'"»       m      m-i 

sind"—  sin  (y— •  —  /?*—)  =  sinr-«  sin*""1 
sin  Ö"-1  cosfo"- *  —  /T-1)  =  i?  sin  (//— A""«) 

sin«"1  sin (^"-/T-')  —  sin (A~ " l - M" " «)  sin«""1 
sin«m  cos  G?" -/T'1)  =  »/ sin  (W-A"'-,  ^-i^,,'-,) 

welche  v""1,  0W~\  f,  u"  geben,  und  man 

a— «Ä?"-« +  2(p",-'-9"-,)sin2i-6— l 

rechnen  kann.    Die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Strahls,  nemlich 

y  =  T-  cost//""'  +  («•"-'-*)  tg«"  cos,?" 
isi'-'sinf-1  +  («""'  —  *)  tg«"sin,J" 
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sind  hiemit  vollständig  gegeben ,  und  man  kann  ausserdem  für  jede 
beliebige  Zwischenbrechung,  wenn  man  es  für  nöthig  heilt,  leicht  die 
Werlhe  der  dazu  gehörigen  6  und  k  berechnen. 

25. 

Als  Ausnahmefälle  sind  wieder  diejenigen  zu  betrachten ,  in 
welchen  eine,  oder  zwei  auf  einander  folgende  brechende  Ober- 
flächen Ebenen  sind,  und  es  müssen  daher  wieder  die* dahin  gehö- 
rigen particulären  Gleichungen  angegeben  werden.  Da  die  Ent- 
wickelung  derselben  fast  auf  dieselbe  Art  geführt  wird,  wie  bei  dem 
vorhergehenden  Verfahren,  so  kann  ich  mich  •  begnügen ,  sie  ohne 
Weiteres  anzusetzen. 

Sei   die  Ale  brechende   Oberfläche    eine    Ebene,    dann    werden 

^4  —  1   A  —  1  A  — l  A  A— 1  A  A  n 

/„        =«       ,   fi .       =  a  i   x       =0,cü=0 

i  />A  />A  —  t 

ß      =  ß 

h  »*-1       •        A-l 

sm  «  =  ~t —  sin  a 

sinA*.sinz*  =  ?;^^-2sin/W*-4sineo*-'      . 
sinA*cos/=  P*-'-^-j,  cos«*        jn   A-äcos<aA-, 

ft*-l  —  «*-2  h  A_j  «*  — 9*"1      .         h 

+  Jr- ?— "  ™s uh  tg «       +  J-  Jr-  sina 
worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  wieder  mit 

A  nh  •     -a 

sin^  =  n,^  sinA 
eintreten. 

.      .  26. 

Wenn  die  erste  brechende  Oberfläche  eine  Ebene  ist,   so  wer- 
den  H  =  0,  a  =  q,  x  —  0  ,  A  =  a,  /*  =  a,  «'  =  0 


f  n 

sin  a  =  — r  sin  « 


* 


sin*'  sin*'  =  y^t  sin  (y  —  ß) 

sin A'  cos*  =  —  Jzr~,  cos a  cos  {y  —  ß)  +  f^f*  s'n  a 
worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  mit 

sm/i  =  -—  sjn/. 
eintreten. 


t 
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27. 

Wenn  hingegen  die  letzte  aller  brechenden  Oberflächen  eine 
Ebene  ist,  so  muss  die  Rechnung  nach  den  allgemeinen  Gleichungen 
fortgesetzt  werden,  bis  man  /ST"1,  w""1,  aw"!  erhalten  hat.    Da  nun 

Am  —  i  wi  —  I  tu  —  i  m        _i 

=  a       ,   fi        ==  «     und 

ß      =ß 

werden,  so  ergeben  sich 

sm  a    =  -« —  sin  a 

nr 

km-lsm{y',,-l-(r-1)  =  (p— «~?"-«)  sin/i'-'sina,— « 
'cosfy     l  —  ß     ')  =  —  (/>     2— 9     *)  -^m-,  cos«a 

/     m— »  »•  — 1\   A_      m  — i 

worauf  schon  die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Lichtstrahls,  nemlich 

y  =  r'lcosf  *+  fa""1  —  *)  tga-cos/?* 
^  =  fe—,sin^w-,  ■+•  (j—1  — *)lga"sin/J' 

völlig  bekannt  sind. 


28. 

Wenn  beides  die  Alc  und  die  (A-M),e  brechenden  Oberflächen 
Ebenen  sind,  so  werden 

sm  «  =  -r —  sin  « 
smc       =  %k+t  sina 

sin^'sin/-  -p-^Ssm^- sm*»- 

sinA-  cos/-  -p=p.S^I  «ta^-cos*- 

+;t:;:^cos«-tg«*- 


worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  mit 
eintreten. 
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29. 

Der  Fall,  in  welchem  der  einfallende  Lichtstrahl  und  die  Ab- 
scissenachse  in  Einer  Ebene  liegen,  führt  auf  beträchtliche  Verein- 
fachung der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichungen,  und  sowohl 
deshalb  als  aus  dem  Grunde,  dass  er  in  den  Anwendungen  am  Häu- 
figsten vorkommt,  soll  er  hier  besonders  behandelt  werden.  Da  in 
diesem  Falle  alle  gebrochenen  Strahlen  in  derselben  Ebene  liegen, 
in  welcher  sich  der  einfallende  befindet,  so  können  wir  diese  Ebene 
zur  Ebene  der  xy  machen,  und  von  der  zweiten  Ordinate  %  ganz 
absehen.  Die  beiden  Gleichungen  des  Lichtstrahls,  die  im  Vorher- 
gehenden aufgestellt  werden  mussten,  reduciren  sich  daher  auf  Eine, 
und  da ,  wenn  z  =  0  gesetzt  wird ,  ß  =  0  und  y  =  0  werden ,  so 
kann  die  Gleichung  des  Lichtstrahls  vor  der  ersten  Brechung  in 
der  Form 

y  =  k  •+•  (a  —  x)  tga 

aufgestellt  werden,   und   ähnliche  Formen   nehmen   die  Gleichungen 
der  gebrochenen  Lichtstrahlen  an. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  man  hier  jedenfalls  a  immer  positiv 
annehmen  kann,  nur  muss  man,  wenn  der  Durchschnittspunkt  des 
einfallenden  Lichtstrahls  mit  der  Abscissenachse  einer  Abscisse  ent- 
spricht ,  die  >  q  auch  k  positiv,  so  wie  wenn  die  bezeichnete  Ab- 
scisse <  q  ist,  k  negativ  nehmen.  Die  Gleichungen  für  den  gegen- 
wartigen Fall  können  aus  den  vorstehenden  Entwickelungen  des 
allgemeinen  Falles  abgeleitet  werden,  und  es  ist  gleichgültig ,  welche 
der  zwei  entwickelten  Vcrfahrungsarten  hiebei  zu  Grunde  gelegt 
wird,  da  beide  im  gegenwärtigen  Falle  auf  dieselben  Gleichungen 
führen. 

30. 
Es  ist  jetzt  immer  noch 

a  =  p  —  (p  —  q)  cos  0 
=  q  +  %(p  —  q)sin*t0 

sind  = 


aber  da  jetzt  y=zß  =  ß'  =  ^=0  sind,  so  geben  die  (1 7)  und  (1 9) 
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und  folglich  wird 

sin  («' —  0)  =  -^r  sin  (a  —  ff) 

welche  a,  und  damit  die  Gleichung  des  ein  Mal  gebrochenen  Licht- 
strahls, ncmlich 

y  =  k  +  (a  —  x)  tg« 
giebt.     Da  nun  für  die  zweite  Brechung  auch 

werden,  und  auch  w  =  0  ist,  so  geben  die  (29)  und  die  23) 
sogleich 

sin  («'—  <f)  =  J^L  Sin  («'_  «)  +  *^*t  sin« 

woraus  ()'  hervorgeht,  und 

sin  (a —  ff)  =  —  sin  («'—  ö') 
welche  a°  giebt.     Da  nun 

k'  =  (// —  q)  sin 0' 

«'  =  q  +  2  (p —  q)  sin'2 »]  ö1 

äind,  so  ist  auch  die  Gleichung  des  zwei  Mal  gebrochenen  Licht- 
strahls, nemlich 

y  =  fc'  +  (a'—x)  tga". 

bekannt.  Der  Cyclus  der  Gleichungen  ist  hiemit  schon  geschlossen, 
und  die  vorstehenden  können  ohne  Weiteres  auf  eine  beliebige  An- 
zahl von  Brechungen  angewandt  werden. 


Seien  wieder  m  Brechungen  vorhanden,   dann  sind  wieder,  wie 
im  allgemeinen  Falle,  die  Logarithmen  der  Gonstanten 


»"  *J* 


A  —     p'_  q>   »      A    —   p"  -  q"  »      A    =  p'"_  $  "'   »    eM"    .ülb 


-2—  #>»-2 


«**  *" "    p»»  -  1  _  ^i»  -  l "  > 

^    p'—  n'   »     **    ^  "■/'— V  »     ""    ÄS  p"7^!«'"  '        C* 

^"•-2  _    pm-»-pw-2 

""""    pw  —  t  —  qm "~  1 

zu  rechnen,  worauf  die  folgenden  Gleichungen  anzuwenden  sind, 
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sin0  =  — *- 

sin  (a  —  0)  =  -^  sin  («  —  0 

sin  (a  —  0';  =  A  sin  («'—  0)  -h  Ä  sin  «' 

sin  (a  —  0  ■  =  —  r  sin  a  —  0  . 

sin  [a  —  0  )  =  A  sin  (a  —  0  i  +ß  sin  « 

sin  («  — 0    ss  -TT,  sin  a  —  0  ^ 
u.   s.  w.   bis 

sm  (a       —  0      )  =  A       sin  (a       —  0      )  +  a     "  sin  r< 

sin  (a  —  0      )  sss    m—  sm  (a       —  0       } 

Man  kann  bemerken,  dass  jede  hinzukommende  brechende  Ober- 
fläche die  Berechnung  von  solchen  zwei  Gleichungen,  wie  die  vor- 
stehenden, verlangt. 

Als  Schlussrechnung  sind  hierauf  nur  noch 

*       =  ( p       —  q         sin  0 

a       —  <f       +2(p       —  g     'jsm^jO     ! 

zu  berechnen,  worauf  die  Gleichung 

y  =  Ä        -t-  (a       — #)  tga 

des  Lichtstrahls  nach  der  letzten  Brechung  völlig  bekannt  ist.  Für 
irgend  einen  Werth  der  Ordinate  y  bekommt  man 


x  =  a 


tg« 


m 


und  bezeichnet  man  mit  £  den  Werth  der  Abscisse,  welcher  dem 
Durchschnittspunkt  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  mit  der  Abscissen- 
achse  angehört,  so  wird 

I    =  a 


.m  _«•  —  i     ,      Ar1""* 

"*"  Ige?*- 


32. 

Wenn  die  Ate  brechende  Oberflache  eine  Ebene  ist,  so  tritt  in 
den  allgemeinen  Gleichungen  des  vor.  Art.  die  Acnderung  ein,  dass 
nachdem  der  Winkel  ah~x  erhalten  worden  ist,  man 

sm  a   s  — I—  sm  a     l 
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und  darauf  durch 

sin  («*  -  *)  =  £$zgl .  .££,  sin  («*-  -  O 

+  ^P  cos  a*  *  «"*  +  1^' siaw* 

den  Winkel  0h  erhält,    worauf  die   allgemeinen  Gleichungen   wieder 
anzuwenden  sind. 

Wenn  die  Ebene  die  erste  brechende  Oberfläche  ist,  bekommt 
man  0  =  0 ,  a  =  q , 

sin  a  =  -,  sin  a 
sin  (a  — 0)  =  -, — ^sin« } — ,  cos« 

P  ~~  Q  P  ~-  Q 

worauf  die  allgemeinen  Gleichungen  eintreten. 

Wenn  die  Ebene  die  letzte  brechende  Oberfläche  ist,  so  werden 
die  allgemeinen  Gleichungen  angewandt,  bis  man  am~l  erhalten  hat, 
worauf 

sina sr  sin« 


fe         »=_(^         2_?         -j    _J___ +(p        *_g         t)tga 

zu  berechnen  sind,  und  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls 

y  =  r~!  -h  (gm-t  — j;)  tga" 


wird. 


33. 


Wenn  beides,  die  Ate  und  die  (A+l)le  brechende  Oberfläche 
Ebenen  sind,  so  werden  wieder  die  Rechnungen  nach  den  allge- 
meinen Gleichungen  fortgesetzt,  bis  man  «*~!  erhalten  hat.  Hierauf 
werden 


h        »*   *   .     h — i 
sin«    =    k—  sina 

A  +  i  nh  h 

sin  a        ==  -^r,  sin  a 


;in(a       —  0      )  =  -,^+7— -*+,  •  — - Ä-  f  sin  (a        —  0       ) 


*>m  v  .  ,         ,.__,      „,      „  , 

\  /  p»  i-  i  __  qn  i- 1      cog  tf* 

+  p*Vi-Vh-i  cosa**1  tg«*  +^I—VV,  sin«Ä  +  1 

worauf   wieder    die   Rechnung    durch    die    allgemeinen   Gleichungen 
fortgesetzt  wird. 
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Die  Fälle,  in  welchen  die  beiden  Ebenen  entweder  die  ersten 
oder  die  letzten  aller  vorhandenen  brechenden  Oberflächen  sind, 
werden  wohl  in  den  Anwendungen  nie  vorkommen,  und  sollen  da- 
her hier  nicht  besonders  betrachtet  werden.  Uebrigens  ist  es  ein 
Leichtes,  die  Gleichungen  dafür  aus  den  obigen  abzuleiten. 


§  2. 

Entwickelung    der   Ausdrücke    zur   Berechnung   der   Lage 
der    centralen    Lichtstrahlen     nach    einer    unbestimmten 

Anzahl  von  Brechungen. 

Erster   Theil. 
Betrachtung  der  einzelnen  Brechungen. 

34. 

Unter  den  centralen  Lichtstrahlen  verstehe  ich  diejenigen,  welche 
so  nahe  an  der  Abscissenachse  auf  die  brechenden  Oberflächen  auf- 
fallen, und  mit  dieser  Achse  so  kleine  Winkel  machen,  dass  man 
sie  ihren  Sinussen  oder  Tangenten  gleich  setzen  darf.  Es  werden 
daher  im  Folgenden  die  Tangenten  oder  die  Sinusse  der  Winkel 
«,  0,  A,  fi,  etc.  diesen  Winkeln  selbst  gleich  gesetzt  werden. 
Dieser  Fall  ist  früher  ausschliesslich  oder  doch  fast  ausschliesslich  in 
der  Dioptrik  behandelt  worden,  und  auch  Gauss  und  Möbius 
haben  blos  diesen  Fall  ihren  dioptrischen  Untersuchungen  zu  Grunde 
gelegt.  Er  reicht  in  der  That,  wenn  man  ihn  zweckmässig  ver- 
wendet, in  vielen  Fällen  aus,  um  gewisse  Gattungen  der  dioptrischen 
und  catoptrischen  Instrumente,  welche  im  Gebrauch  sind,  berechnen 
zu  können. 

Am  Vollkommensten,  aber  freilich  sehr  kurz  abgefasst,  hat  Gauss 
diesen  Fall  in  seinen  »Dioptrischen  Untersuchungen«  entwickelt,  und 
ich  werde  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung,  mit  Ausnahme  der 
Abkürzungen,  Weglassungen  und  Zusätze,  die  mir  zu  meinem  Zwecke 
geboten  schienen,  jener  eben  genannten  Abhandlung  folgen. 
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35. 

Bezeichnen  wir  mit  /  und  m  die  Winkel,  welche  die  Projectio- 
nen  des  einfallenden  Lichtstrahls  mit  den  Ebenen  der  xy  und  der 
xz  machen,  und  führen  b  und  c  wieder  statt  kcosrp  und  ks'my  ein, 
so  werden  vor  Allem 

tg/   =  tga  cos/? 

tgm  =  tga  sin/? 

und  die  Gleichungen  des  einfallenden  Lichtstrahls  gehen  über  in 

y  =  b  +  (a  —  x)  tg/ 

3  =  c  +  (fl  —  x)  tg  m 

so  wie  die  des  ein  Mal  gebrochenen  in 

V  =  6-H  (fl  — a?)  tg/' 
z  =  c  ■+•  (a  —  #)  tg  m' 

wo  /'  und  m  in  Bezug  auf  diesen  Lichtstrahl  dieselbe  Bedeutung 
haben,  wie  /  und  m  in  Bezug  auf  jenen.  Nehmen  wir  wieder  die 
durch  den  Mittelpunkt  p  der  ersten  brechenden  Oberfläche  senkrecht 
auf  die  Abscissenachse  gelegte  Ebene  zu  Hülfe,  so  sind  zu  Folge  des 
Art.  6  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  des  einfallenden 
Lichtstrahls  mit  dieser  Ebene 

x  =*  p  ,  y  aas  $  cos  R  ,  z  =  ()  sin  Ä 
und  die  des  gebrochenen 

x  s  p  ,     ?/  =  <J  cos  if ,     z  =  o  sin  i? 

Die  obigen  Gleichungen  geben  daher 

(>  cos  jR  =  b  +  (a  — p)  tg/ 
q  sin  R  =  c  -+-  (a  —  p)  tgm 
o  cos/t  =  6  -f»  (a — p)  tg/' 
o  sin  it  aas  c  -f-  (a  —  p)  tgm' 

aus  welchen  die  Gleichungen 

a^  6  +  ja  —  p)  tg*' 

e        i>  +  («  —  p)  tgJ 

ff  c  +  (q  —  p)  tg  rof 

P  c  +  {a— j>)  tgm 

entstehen. 
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36. 

Die  Elimination  von  A   und  fi  zwischen  den  Gleichungen   (10), 
(U),   (13)  des.  Art.  9  giebt 

n   sinn 

O  =  O  -,  -7—' 
*  »'  suis 

womit  man  aus  den  Gleichungen,  die  im  vor.  Art.  erhalten  wurden, 

n  sin?  mmmm  6  +  (a  —  p)  tg V  mmmm  c  +Ja--p)  tgm' 
n'  sio  x  "™  6  +  [a  —  p)  tg  {    """  c  +  (o  —  p)  tg  m 

oder 

»  .     v  sin  n      .     *  6     /    sin  I?  A 

Atel      :=-^»tfff     H (fl-r— * — fl  I 

ö  sin  x       °  «— P  \    sin*  / 

i  A        i         sin  w      .  c     /    sin  n  A 

^>  sin  x      ~  a— p  \    sin  x  ) 

erhält.  Da  hier  a  und  a  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind,  so 
sind  /,  ro,  l\  m  auch  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung,  und  das 
Vorhergehende  zeigt,  dass  aus  diesem  Grunde  r\  und  %  vom  rechten 
Winkel  nur  um  Grössen  erster  Ordnung,  folglich  ihre  Sinusse  von 
der  Einheit  nur  um  Grössen  zweiter  Ordnung  verschieden  sind. 
Da  ferner 

a  =  <jr-*-2(j>  —  q)  sin2£0 

und  0  auch  eine  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  so  ist  a  von  q 
nur  um  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  verschieden.  Die  eben 
erhaltenen  Gleichungen  geben  also  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 


fit    =  nl    -H  " — 5  b 

p  -$ 

nm  =  nm  -t- c 

P  -9 


welche   als  das  erste  Paar  der  Fundamentalgleichungen   der  gegen- 
wärtigen Aufgabe  bezeichnet  werden  können. 

Um  das  zweite  Paar  zu  erhalten,  wende»  wir  uns  zu  dem 
Art.  2 1 ,  und  schreiben  auch  'b'  und  c  bez.  statt  k'  cos  \p'  und  k'  sin  t//, 
worauf  wir  sogleich 

b'  es  b  •+-  (a  —  a)  tg f 

c  =  c  +  (a  —  a)  tgm' 

oder  bis  auf  Grössen  dritter  Ordnung 

c  SB  c  -f-  (q  —  q)  m 
erhalten.     Diese  sind  das  zweite  Paar  der  Fundamentalgleichungen. 
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Wenn  man  diese  beiden  Paare  betrachtet,  so  zeigt  sich,  dass 
die  beiden  Gleichungen  eines  jeden  derselben  durchaus  von  einan- 
der unabhängig  sind,  und  nicht  in  einander  greifen,  wie  bei  der 
allgemeinen  Aufgabe  der  Fall  war.  Wir  brauchen  daher  von  jedem 
Paar  nur  die  eine  den  Entwickellingen  zu  Grunde  zu  legen,  da  die 
andere  auf  dieselben  Resultate  führen  muss.  Wir  können  noch  einen 
Schritt  weiter  gehen,  und  in  diesen  Fundamentalgleichungen  ohne 
Unterschied 

a  statt  /  und  m 

a     —    /    —   m 

k     —    b    —   c 

U    —    b'  —    c 

schreiben,  wenn  wir  uns  nur  erinnern,  dass  hierauf  a,  «',  fe,  k'  für 
alle  Lichtstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  zwar  die  nemlichcn  Bedeutungen  haben  wie  vorher, 
aber  für  die  Lichtstrahlen,  die  nicht  mit  der  Abscissenachse  in 
Einer  Ebene  liegen,  nach  einander  die  zwei  Bedeutungen  annehmen, 
die  eben  erklärt  wurden.  Auf  die  Resultate  ist  dieses  gänzlich  ohne 
Einfluss. 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

Y  =  na  ,     /  =  na 

so  werden  unsere  beiden  Fundamentalgleichungen 

n'  —  n  i 


y  =  y 


P-0 


Die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls  wird 

und  die  des  ein  Mal  gebrochenen 

V  =  i<l  —  x)  £  +  k 

37. 

Die  beiden  Fundamentalgleichungen  des  vor.  Art.  lassen  sich, 
wenn  man  sie  fortsetzt,  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Brechungen 
ausdehnen.     Setzt  man  zur  Abkürzung 
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»'  —  n 

p-q 

n"  -  n' 

1    —  "i~ 

, 

4#        ^— 

,'  _  9'  -  9" 

1    —       n" 

"       p"-9" 

4/       — » 

ju  q"  -  $'" 

"           p"'  -  q'" 

etc. 

etc. 

so  werden  sie 

y'    =  y   -+-  uk 

y    =  y   +  fifc 

/c'  ss  /'y   •+-  A; 

y     =  y    -f-  fi  A 

* '  =  <y  +  *• 

y    =  y  +u  k 

r  =  r/  +  *• 

etc. 

etc. 

Man  sieht  sogleich,  dass  jedes  Paar  dieser  Grössen  sich  durch  die 
Elimination  zu  linearischen  Functionen  der  beiden  ersten  derselben, 
nemlich  y  und  k,  machen  lässt.  Stellen  wir,  um  vollständige  Gleich- 
förmigkeit zu  erlangen,  die  erste  derselben  unter  der  Form 

y  =  By  +  Ak 

auf ,  wo  also  B  =  \   und  A  =  u  sind,  so  muss  sich  ergeben 

y    =  By   -f-  Ak  k'    ss  B'y   -+-  Äk 

y"   =  BTy  +  A"Ä  *"  =  By  +  A'"Ä 

/'  =  BTr+  A"k  Uu  =  By  -h  A'fc 

y"  ==  ZTy  +  A"fc 

etc.  etc. 

und  die  Ausführung  dieser  Eliminationen  führt  für  die  verschiedenen 
A  und  B  auf  die  folgenden  einfachen    und  regelmässigen  Ausdrücke 


A    =£  u 

B  =\ 

A  z=  t'A  +  1 

B  =  ( 

A"  =  u'A'  -|-  A 

BT  =  u'B"  +  B 

aw  =  r A*  ■+■  A 

\B"=fBr+B 

A"  —  uA-  -t-  A" 

ir  =  m"f  +  ii 

A"  =  TA'"  +  A" 

vt  =  rfi,K  ■+•  w 

A"  =*  «"A*  +  A" 

ie  =  «rir  +  r 

etc.  etc. 
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Alle  diese  Ausdrücke  sind  für  vier  Brechungen  vollständig  hinge- 
schrieben, aber  sie  sind  so  einfach  und  regelmässig,  dass  man  sie 
ohne  die  mindeste  Schwierigkeit  auf  jede  beliebige  Anzahl  von 
Brechungen  ausdehnen  kann.  Seien  im  Ganzen  m  brechende  Über- 
flächen, also  auch  w  Brechungen  vorhanden,  dann  werden  für  die 
letzte  Brechung 

(32) '.  .  f*""'  -Ä--V +  *-""* 

\rm    =  nr-ty  +  Av-n 

die  letzton  zu  berechnenden  Grössen,  und 
so  wie 

I>2»«-2   ==    Mm*"t  |M»»-3     .      IWW-4 

die  letzten  zu  berechnenden  CoefQcienlen. 


38. 

Die  Verhältnisse  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  A  und  Ä 
lassen  sich  durch  Kettenbrüche  ausdrücken.  Man  findet  leicht  die 
folgenden,  die  man  beliebig  fortsetzen  kann, 


A    

4 

m 

k 

A'  ~ 

7 

+ 

4 
t< 

A' 

4 

4 

|M                     «^B» 

^^_ 

4 

i4"    

u' 

+ 

7 

+ 

1. 

M" 

4 

• 

« 

1 

^P^^B 

1 

Z'  '     _ 

/" 

+ 

+ 

4 

+ 

4 

.4"' 

4 

« 

i4rt  — 

i* 

^« 

4 

+ 

4 

+ 

etc. 


Diese  haben  alle  dasselbe  Endglied,  aber  das  Anfangsglied  wächst 
in  der  Reihenfolge  w,  t\  w',  t'\  u,  etc.  der  Elemente  stets  um  Ein 
Element,  ferner 
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ä    ± 

b*         r 

B'  i         i  * 

B'  u'  +  j, 

IT  _  ± 

ß«    —  ^  +  4 

etc. 

Diese  Kettenbrilche  haben  bei  gleichen  (ndices  dieselben  Anfangs- 
glieder wie  die  vorhergehenden,  aber  das  erste  Element  w  kommt 
in  keiner  derselben  vor,  und  sie  haben  also  immer  ein  Glied  we- 
niger, als  jene. 

Ich  Führe  noch  die  folgenden  Kettenbruche  an, 


B 

4 

V 

1 

«■^^ 

A 

u 

B' 

4 

„^ 

^SS 

4 

A' 

u 

+ 

T' 

B" 

1 

4" 

t* 

+ 

4 

4 

B"' 

4 

. 

A"' 

u 
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4 
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4 

+ 

4 

r 

B» 
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A» 

u 

+ 

4 

4 

+ 

4 
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etc. 
in  welchen  die  Elemente  in  entgegengesetzter  Ordnung  eintreten. 


39. 

Von:  den  verschiedenen  Relationen,  die  zwischen  den  A  und  B 
stattfinden,  brauchen  wir  hier  nur  Eine  abzuleiten.  Fuhren  wir  den 
allgemeinen  Index  m  ein,  so  zeigen  die  im  Art.  37  zwischen  je  drei 
auf  einander  folgenden  A  und  B  erhaltenen  Relationen,  dass  sie, 
mit  Ausnahme  der  ersten,  durch  die  folgenden  Gleichungen  darge- 
stellt werden  können, 
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und 


P. 

A.  Hansbn 

1. 

A2" 

in 
=:  U 

'A~- 

-l  . 

A~~ 

■2 

BT 

=  iTB*"- 

-i  . 

ß*"" 

-2 

nr-1 

—  r 

A*"- 

-« . 

A2"" 

-3 

BT-' 

=  r 

jr_ 

-2     . 

£*»- 

-3 

woraus  durch  die  Elimination  von  um  und  f  erhalten  werden 

A2»         D2»*-l   _     A2*»-i    mw  Ä    __    J  A2»»-l    n2»-2  __    i2"""2  ß2**"1! 

42»*-l    »2*»-2  __     A2*»-2    02»-l  __    J  A2»*-2  jJ2"»-3  _^     42»»-3  /p"*"*} 

Diese  Gleichungen  können  rückwärts  fortgesetzt  werden  bis  man  auf 

A 'ff  _  A'ff  =  —  (A'Ä -  Äff) 

kommt,  aber  die  Ausdrücke  für  A,  A',  Ä,  ff  des  Art.  37  gebeu 

AT?  —  Äff  =  1 

und  aus  der  Verbindung  dieser  mit  dem  Vorhergehenden  folgt  all- 
gemein : 

JA2"*     ß*w-i_A2W-,fflw     =—1 

\Oö)  ......    |  42" - 1  nm-t         42»» -2  ny* - 1  * 

Eliminirt  man  nun  nach  einander  k  und  y  aus  den  Gleichungen 
(32),  so  bekommt  man  in  Folge  der  vorstehenden 

|v    _  42»»-3     »*    _     A2»«-2  JL»»-1 

&  =  _  zr-y  +  zr^r-1 

die  das  Entgegengesetzte  der  (32)  sind,  indem  sie  y  und  k  durch 
Hülfe  von  ym  und  fc,"~l  geben,  während  die  (32:  dieso  Grössen 
durch  Hülfe  jener  geben. 

40. 

Betrachten  wir  auf  der  graden  Linie,  die  der  Lichtstrahl  vor 
der  ersten  Brechung  beschreibt,  einen  bestimmten  Punkt,  den  ich  Q 
nennen  will,  und  dessen  Coordinaten  mit  f  und  //  bezeichnet  wer- 
den sollen.  Für  diesen  Punkt  giebt  die  Gleichung  des  Lichtstrahls 
vor  der  ersten  Brechung 

(35) ntj  =  (q  —  s)y  +  nk 

Nehmen  wir  an,  dass  vom  Punkt  0  eine  Anzahl  von  Licht- 
strahlen nach  verschiedenen  Richtungen  ausgehen,  die  die  brechenden 
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Oberflächen  in  Punkten  schneiden,  die  von  der  Achse  derselben 
nicht  allzuweit  entfernt  sind,  so  werden  für  jeden  dieser  Licht- 
strahlen beides  y  und  k  verschiedene  Werthe  bekommen,  und  die 
Folge  davon  ist-,  dass  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Lichtstrahls 
nach  der  letzten  Brechung,  nemlich  in 

n  y  =  (q       —  x)y  +  n  k        (36) 

auch  ym  und  fc*""1  für  jeden  dieser  Lichtstrahlen  verschiedene  Werthe 
annehmen,  und  folglich  jfeder  derselben  nach  der  letzten  Brechung 
eine  andere  grade  Linie  beschreibt.  Zufolge  der  oben  erhaltenen 
Abhängigkeit  zwischen  y  und  k  einerseits,  und  yn  und  km~{  andrer- 
seits lässt  sich  aber  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Strahls  in  Function 
des  einfallenden  darstellen,  und  umgekehrt.  Die  Elimination  von  y 
und  k  aus  der  (35)  durch  die   (34)  giebt 

mj  =  (|  — g)  \Atm'2km'1  -  A*"-Zym\ 

und  durch  die  Elimination  von  km~*  aus  dieser  durch  Hülfe  der  (36) 
erhält  man 

nmy  [nET-*  +(*  —  ?)  A*""2]  = 
ym\nmBr-*  -+■  nm(£-  q)  A*""*  +  [nBT'%  -h  (f  -  q)  A**"*  [qm~x  -  x)  j 
+  nnmrj 

welche  Gleichung  sich  wie  folgt  stellen  lässt, 

n  y  =  ({   — x)y    +n  fj (37) 


nachdem 


.m  _      m-i  mnB*»-3  +  ß  -  q)AP—*\ 

§     —  9         "*"n   nB«l,,-2+(|-9)^2",""2l 
m  __     nij I 


(38) 


gesetzt  worden  sind.  Die  Gleichung  (37)  zeigt,  dass  £  und  y  die 
Koordinaten  eines  gewissen,  gemeinschaftlichen  Punkts  aller  Graden 
ist,  die  die  vom  Punkt  Q  ausgehenden  Lichtstrahlen  nach  der  letzten 
Brechung  beschreiben,  denn  da  die  Ausdrucke  (38)  von  ym  und  km~x 
unabhängig  sind,  so  gehört  der  durch  sie  bestimmte  Punkt  allen 
diesen  Lichtstrahlen  an.  Mit  anderen  Worten,  bezeichnet  man  den 
durch  die  Coordinaten  £m  und  rjm  bestimmten  Punkt  mit  QF ,  so  ver- 
einigen sich  alle  von  Q  ausgehenden  Lichtstrahlen  nach  der  mien 
Brechung  im  Punkt  QT* 

Abhandl.  4.  K.  S.  tiesellsch.  d.  WiMensdi.  XV.  8 
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Man  kann  diesen  Satz  umkehren.  Nimmt  man  an,  dass  die 
Lichtstrahlen  sich  in  entgegengesetzter  Richtung  bewegen,  so  ver- 
einigen sich  alle  von  Qfn  ausgehenden  Strahlen  nach  der  mten  Bre- 
chung in  Q. 

Es  gehöre  nun  der  Punkt  Q  irgend  einem  Gegenstande  an,  so 
verursachen  die  m  Brechungen,  dass  sich  im  Punkt  Qm  das  Bild  die- 
ses Gegenstandes  zeigt,  und  umgekehrt. 

Damit  aber  Bild  und  Gegenstand  real  seien,  ist  erforderlich, 
dass  sie  bez.  im  ersten  und  im  letzten  Mittel  liegen,  und  diese  Be- 
dingungen werden,  wie  man  leicht  erkennt,  durch  die  Ungleich- 
heiten 

£  <  q  ,    und  4"  >  <f  - 

i 

ausgedrückt.  Sind  entweder  Eine  dieser  Ungleichheiten,  oder  sind 
beide  nicht  erfüllt,  so  werden  im  ersten  Falle  entweder  Gegenstand 
oder  Bild,  und  im  zweiten  Falle  beide  nicht  real,  wahrend  ihre  im 
Vorhergelienden  erklärte  geometrische  Bedeutung  unverändert  die- 
selbe bleibt. 

Nehmen  wir  im  ersten  Mittel  einen  zweiten  Punkt  Q,  an,  für 
welchen  £  unverändert  bleibt,  aber  rj  in  r\,  übergeht,  so  zeigen  die 
(38),  dass  auch  £w*  unverändert  bleibt,  und  in  Bezug  auf  die  Ordi- 
nate,  wenn  sie  mit  rfli  bezeichnet  wird,  das  Verhältniss] 

tn  m 

statt  findet.  Dehnt  man  daher  den  Punkt  Q  zu  einem  begrenzten, 
ebenen  Gegenstande  aus,  welcher  senkrecht  auf  der  Abscissenachse 
steht,  so  liegt  das  Bild  desselben  auch  in  einer  Ebene,  die  jener 
parallel  ist,  und  dieses  Bild  ist  in  allen  seinen  Punkten  dem  Gegen- 
stande proportional.  Die  einzelnen  Theile  dieses  Bildes  haben  ent- 
weder die  gleiche,  oder  die  entgegengesetzte  Lage  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  Theile  des  Gegenstandes.  Jener  Fall  tritt  ein,  wenn  ifl 
und  t/,  und  folglich  auch  ifni  und  r\i  dasselbe  Zeichen  haben,  dieser, 
wenn  diese  Ordinaten  entgegengesetzte  Zeichen  haben.  Mit  andern 
Worten,  das  Bild  ist  ein  aufrechtes,  wenn  der  Coefficient  von  r\  in  der 
zweiten  Gleichung  (38)  positiv,  und  ein  umgekehrtes,  wenn  dieser 
Coefficient  negativ  ist. 

Da  das  Verhällniss  9™  :  ?/   jedenfalls    das   linearische  Verhältniss 
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der  Grösse  des  Bildes  zur  Grösse  des  Gegenstandes  ausdrückt,  so 
ist,  allgemein  zu  reden,  der  absolute  Werth  der  Zahl 

n 

die  durch  das  System  brechender  Oberflächen  bewirkte  Vergrüssc- 
rung  des  Gegenstandes.  Wenn  diese  Zahl  >  1  ist,  so  findet  in  der 
Thal  eine  Vergrösserung  statt,  ist  sie  aber  <  I,  so  findet  eine  Ver- 
kleinerung statt. 

41. 

Die  Gleichung   (35,   giebt,  da  y  =  na  ist, 

</-*  =  ^"*  ' 39) 

eliminirt  man  hiemit  q  —  £  aus  den    (38),  so  erhält  man 

m  ___  nntj 

Setzt  man  jetzt 

«  =  0 

so  bezeichnet  dieses,  dass  alle  Lichtstrahlen  parallel  mit  der  Abscissen- 
achsc  einfallen,  und  es  ergiebt  sich  in  diesem  Falle 

fcro   m-i  iii^-» 

Ml  (\ 

r\     =  0 

Alle  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallenden  Lichtstrahlen  ver- 
einigen sich  also  nach  den  Brechungen  in  der  Abscissenachse,  und 
nennen  wir  diesen  Vereinigungspunkt  den  Brennpunkt  des  Systems 
von  brechenden  Oberflächen,  so  ist  die  Abscissc  des  Brennpunkts 
dem  vorstehenden  Werthe  von  £m  gleich.  Die  Entfernung  des  Brenn- 
punkts von  der  letzten  Oberfläche  wird 

ui«  w  —  i  m  A-n """ 3  i  i\\ 

£    —  q        —  n   A2ni^i (40) 

und  es  müssen  folglich,  damit  (der  Brennpunkt  real  werde,  A**~z  und 
A*"~*  gleiche  Zeichen  haben. 

Es  habe  jetzt  für  alle  einfallenden  Lichtstrahlen  «  wieder  einen 
und  denselben,  aber  von  der  Null  verschiedenen  Werth,  so  muss 
sich  notwendiger  Weise  der  Gegenstand  wieder  in  unendlich  grosser 
Entfernung  befinden,  und  demzufolge 

8* 
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sein.  Der  Gegenstand  liegt  nicht  mehr  in  der  Abscissenachse,  son- 
dern alle  von  demselben  ausgehenden  Lichtstrahlen  machen,  vor  der 
ersten  Brechung  mit  dieser  den  Winkel  «.  Die  vorstehenden  allge- 
meinen Ausdrücke  für  f  und  t™  geben  in  diesem  Falle 

„»i  «*-m      .         mA**~* 

£    =  q        +n    —  r_- 
gleichwie  im  vorhergehenden  Falle,  aber  es  wird  jetzt 

und  dieser  Ausdruck  bestimmt  also  jetzt  die  Entfernung  des  Bildes 
des  unendlich  weit  entfernten  Gegenstandes  von  der  Abscissenachse, 
oder  die  Grösse  und  Lage  dieses  Bildes.  Verbindet  man  dieses  Bild 
mit  dem  Brennpunkt  durch  eine  grade  Linie,  so  steht  diese  senk- 
recht auf  der  Abscissenachse,  das  Bild  ist  also  wieder  ein  ebenes, 
und  hat  in  Bezug  auf  den  Gegenstand  die  umgekehrte  oder  die  auf- 
rechte Lage,  je  nachdem  A2M<~2  positiv  oder  negativ  ist. 


42. 

Die  Betrachtungen  des  vor.  Art.  finden  auch  ihre  Bedeutung, 
wenn  man  die  Entwickelungen  auf  entgegengesetzte  Art  ausführte. 
Lösen  wir  die  erste  (38)  in  Bezug  auf  g  auf,  und  substituiren  den 
dadurch  erhaltenen  Ausdruck  in  die  zweite  (38) ,  dann  wird  das 
Ergcbniss 


£  =  q  —  n 


nm^2»»-3-  (fn-0M-l)i42 


M  —  »I 


nmrfn 


oder,   da  die   (39),  wenn  £m  statt  #,  und  t]m  statt  ?/  gesetzt  werden. 


giebt, 


—  U    A'»H  —4 


nMamrim 


Setzt  man  nun  «w  =  0,  so  bekommt  man 
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</  —  I  =  *&r--t (*2) 

1J  =  0 

und  setzt  uian  ij*  =  oo,  so  ergiebt  sich  derselbe  Wertb  von  £,  aber 

für  7j  erhält  man  » 

9    =   32m^2 (*3) 


Die  strikte  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  die  folgende. 
Wenp  in  dem  Punkt  der  Abscissenachse,  den  der  aus  der  Gleichung 
(42)  hervorgehende  Werth  von  £  bestimmt,  sich  ein  Gegenstand  be- 
findet, so  liegt  dessen  Bild  auch  in  der  Abscissenachse,  aber  in  un- 
endlich grosser  Entfernung  von  der  letzten  brechenden  Oberfläche. 
Wenn  sich  in  dem  Punkt,  dessen  Abscisse  zwar  denselben  Werth 
hat,  wie  eben  bestimmt  wurde,  aber  dessen  Ordinate  tj  nicht  Null 
ist,  ein  Gegenstand  befindet,  so  ist  dessen  Bild  zwar  wieder  von 
der  letzten  brechenden  Oberfläche  unendlich  weit  entfernt,  aber  die 
nach  diesem  Bilde  gerichteten,  nach  der  letzten  Brechung,  ausfah- 
renden Strahlen,  machen  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  «". 
Die  Realität  des  Gegenstandes  wird  durch  die  Bedingung  bestimmt, 
dass  sowohl  BF*"*  wie  A2™"2  gleiche  Zeichen  haben. 

Da  nun  stets  Bild  und  Gegenstand  mit  einander  verwechselt 
werden  dürfen,  so  folgt  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen,  dass 
die  durch  die  Gleichung  (42)  gegebene  Abscisse  £  einen  andern 
Brennpunkt  unsers  Systems  brechender  Oberflächen  bestimmt,  welcher 
stattfindet,  wenn  am  entgegengesetzten  Ende  desselben  sich  ein  Ge- 
genstand in  unendlich  grosser  Entfernung  befindet.  Hat  dieser  eine 
superficielle  Ausdehnung,  so  dass  dessen  Grenzen  unter  dem  Winkel 
um  mit  der  Abscissenachse  auf  die  letzte  Oberfläche,  (die  nun  als  die 
erste  anzusehen  ist,)  einfallen ,  so  bestimmt  der  Werth  von  r\ ,  wel- 
cher aus  der  (43)  hervorgeht,  die  Grösse  des  Bildes  in  dem  oben 
erhaltenen  andern  Brennpunkt.  Da  einem  positiven  Werthe  von«m 
ein  auf  der  negativen  Seite  der  y  liegender  Gegenstand  entspricht, 
so  hat  das  Bild,  dessen  Grösse  durch  die  (43)  bestimmt  wird,  wie- 
der in  Bezug  auf  den  Gegenstand  eine  umgekehrte  oder  aufrechte 
Lage,  je  nachdem  A2™"2  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Lage  der  beiden  Bilder  in  den  beiden  Brennpunkten  ist 
also  immer  dieselbe,   entweder  sind  beide  umgekehrt  oder  aufrecht, 
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aber  die  Realität   des   einen  Brennpunkts   bedingt  nicht   die  Realität 
des  andern. 

Der  Gleichförmigkeit   wegen   soll  im  Folgenden   der   durch    die 

« 

Gleichung    (42)    bestimmte   Brennpunkt   der   erste,    und   der  durch 
die    "40)   bestimmte  der  zweite  Brennpunkt  genannt  werden. 

Die  Vergrösserung,  die  das  System  brechender  Oberflächen 
überhaupt  gewähr!,  findet  man  auch  aus  der  obigen  Gleichung  zwi- 
schen r/  und  ?/"  durch  den  absoluten  Werth  der  Zahl 

'  nm  A-m  ~~  3  —  (£WI  —  qM "~  h  A*"  -  2 


nm 


von  welcher  leicht  bewiesen  werden  kann,  dass  sie  mit  der  im 
Art.  40  für  diese  Vergrösserung  erhaltenen  Zahl  identisch  ist;  nur 
muss  hier  £m  die  Abseisse  des  Bildes  bedeuten,  während  stets  £  die 
Abseisse  des  Gegenstandes  bezeichnet. 


Zweiter   Theil. 
Betrachtung  mehrerer  Brechungen  zugleich. 

43. 

Wenden  wir  uns  zu  dem  beiden  erhaltenen  Ausdrücken  für  die 
Vergrösserung  des  Gegenstandes,  nemlicli  zu 

n 


und 


nm 


Da  diese  Ausdrücke  von  den  Abscissen  £  und  JiM  abhängen,  so  zeigen 
sie,  dass  die  Vergrösserung  des  Gegenstandes  von  dem  Orte,  an 
welchem  er  sich  befindet,  abhängt,  und  dass  im  Allgemeinen  durch 
die  Veränderung  des  Ortes  des  Gegenstandes  die  Vergrösserung  des- 
selben in  eine  Verkleinerung,  und  die  aufrechte  Lage  in  die  ent- 
gegengesetzte übergehen  kann,  und  umgekehrt.  Unter  diesen  ver- 
schiedenen Abstufungen  zwischen  der  Grösse  des  Gegenstandes  und 
der  des  Bildes  desselben  ist  vorzugsweise,  diejenige  zu  bemerken, 
in  welcher  der  Gegenstand  und  sein  Bild  gleiche  Grösse  und  Lage» 
haben.     Mau   könnte  die   beiden  Punkte,   welche  dieser  Eigenschaft 
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entsprechen,  die  Indiflerenzpunkte  nennen,  wenn  sie  von  Gauss 
nicht  schon  die  Hauptpunkte  genannt  worden  wären.  Der  Gleich- 
förmigkeit wegen  soll  diese  letztere  Benennung*  hier  beibehalten 
werden.  *) 

Man  findet  die  Lage  der  beiden  Hauptpunkte  eines  Systems 
von  brechenden  Oberflächen,  der  vorstehenden  Definition  gemäss, 
dadurch,  dass  man  die  beiden  vorstehenden  Ausdrücke  der  Ver- 
grösserung  =  1   setzt,    und  die  Abscissen  $  und  $m  demgemäss  be- 

« 

stimmt.     Bezeichnet    man   den   ersten   Hauptpunkt    mit    E    und    den 
zweiten  mit  E, ,  so  dass  in  denselben 

$  =  &  ,     £    =  n, 
werden,  dann  giebt  die  oben  angegebene  Bedingung 

IL =  i 

nB**~*  +  [B-q)A**-*  — 

tPA*»-*  -  {E,  -  y»-ij  .^-i  _    . 


nm 


woraus  man  sogleich 

t  =  q  —  n-  ^in-— 

p     m-1  m^2W-3-< 

erhält.  Ich  lasse  nicht  unerwähnt,  dass  man  viele  Systeme  von 
brechenden  Oberflächen  aufstellen  kann,  in  welchen  die  beiden 
Hauptpunkte*  oder  wenigstens  einer  derselben,  nicht  ausserhalb  der 
ersten  oder  letzten  brechenden  Oberfläche  liegen,  und  folglich  der 
betreffende  Gegenstand  nebst  seinem  Bilde,  oder  wenigstens  Eins 
derselben  nicht  real  werden ;  aber  diese  Umstände  beeinträchtigen 
die  Anwendung,  deren  die  Hauptpunkte  fähig  sind,  nicht  im  Ge- 
ringsten. 

44.  { 

Durch  die  Einführung  von  E  und  E,  kann  man  die  Gleichungen 
38  auf  eine  bedeutend  einfachere  Gestalt  bringen.    Zuerst  bekommt 
man 


'*)  Gauss  hat  diese  Hauptpunkte  auf  ganz  andere  Weise  eingeführt  und 
definirt.  Auch  finde  ich  nirgends,  dass  er  der  oben  angegebenen  charakteristi- 
schen Eigenschaft  derselben,  die  hier  zur  Definition  dient,  gedenkt.  MÖbius  hat 
diese  Eigenschaft  schon  gekannt. 
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r-#, 


n 


m    ^n-3.4 


nß2'«-3  + 


n 


m 


j*-£-» 


B2«-2  _  \ 


^»n-3 


nfl2»*-2  + 


j*-*,-» 


JJ2'«~2_  4 

^2»» -2 


^2» -3 


oder  nachdem  Zähler  und  Nenner  mit  A*n  2  mulliplicirl  worden  sind, 


m 


nB2»«-3^2»«-2_n(ß2m-2_4i  J»*-S  +  (g  -  £)  ^»-3^2« 


—  »i 


{nÄ2m-2_n(ß2'«-2_41  +  (£-£)  ,12»"-2}^2W-2 


und  nach  Anwendung  der  (34) 


—  n  tn  +  (f  _  E)  A&- 2}  i42wr- 2 

_     m    l^-a  -  i)  {n  +  ff  -  E)  A*H~ *}  +  (g  -  K,  A*m 
H  {»+(*-  Ä)  A*m  "*}  iP*  -2 


—  i 


woraus  sogleich 


r  -  £, 


nwl  (g  -  I?) 


n +({-£)  i42»M-2 


44:     umd  auf  ähnliche  Weise 


ni; 


hervorgehen,  die  nur  von  dein  Einen  Cocflicienlen  il2m"2  abhängen, 
und  überhaupt  wesentlich  einfacher  sind,  als  die  (38).  Man  kann 
bemerken,  dass  man  aus  der  ersten  (44)  die  symmetrische  Gleichung 

nm        ^        n       mmmm   J2»»-2 


r  -  b, 


E-$ 


und  aus  der  zweiten 


bekommt. 

Fuhren  wir  die  Hauptpunkte  in  die  Gleichungen  für  den  ein- 
fallenden und  den  ausfahrenden  Lichtstrahl  ein.  Die  bisherige  Form 
des  ersteren,  nemlich 

y=  (?  —  *)--  +  * 

geht  durch   die  Einführung   von  E  statt  q  sogleich  in   die   folgende 
über 

„«(!?-»)-£-  +  * 

WO 

/Iß    '                                                       V           h  _i_      fr2"1"2-* 
(*0; A  =  H 42»»"=2 —  7 

ist,  und  die  andere,  welcher  bisher  die  Form 
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y~  _l  i»-i 


m-| 


*-(g-,-*)5 

gegeben  worden  ist,   wird  durch   die  Einführung  von  E,  statt  q 
zuerst 

y=(^— *)^r+fc Ä#-2—r (*6) 

geht  aber,  nachdem  in  den  beiden  letzten  Gliedern  km~l  und  /*  durch 
die  (32)   eliminirt  worden  sind,  über  in 

wo  K  dieselbe  durch  die  Gleichung  (45)  gegebene  Ordinale  ist.  Also 
wenn  für  den  einfallenden  Lichtstrahl  x  =  E  und  demzufolge  für 
den  ausfahrenden  x  =  E,  gesetzt  wird,  so  bekommt  man  für  beide 
Lichtstrahlen 

y  =  K 

welche  Gleichung  mit  der  obigen  Definition  der  Hauptpunkte  in  eng- 
ster Beziehung  steht,  und  diese  in  einer  anderen  Form  ausspricht. 

Um  die  Beziehung  von  yM  zu  y  und  K  zu  erhalten,  braucht 
man  nur  aus  der  zweiten  Gleichung  (32)  k  durch  die  (45)  zu  elimi- 
niran,  man  erhält  dadurch 

yM  =  y  +  KA*"~2 (47 

welche  Gleichung  der  ersten  Fundamentalgleichung  des  Art.  36  völlig 
ähnlich  ist.  Während  aber  diese  letzt  genannte  Gleichung  nur  für 
eine  einzige  Brechung  gilt,  hat  die  (47)  für  jede  beliebige  Anzahl 
von  Brechungen  Geltung. 

45. 

* 

Die  Einführung  der  in  den  Artt.  41  und  42  erhaltenen  zwei 
Brennpunkte  vereinfacht  auch  die  (38).  Wenn  wir  die  Abscisse  des 
ersten  Brennpunkts  F  und  die  des  zweiten  F,  nennen,  so  geben 
die  Gleichungen  (40)  und  (42)  sogleich 


F  =  q  —  n 


^2»»— 2 


r ,  —  q         t  fi    ^2»*— 2 

durch   deren   Einführung   die  .38}    vermittelst    einer    ähnlichen   Re- 
duetion,  wie  bei  der  Einführung  von  E  und  E,  in 
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*  '  ({-Fi  t.A*"-**  * 

übergehen,    die   auch    nur   von    dein   Einen    Coeffieienten  A2m~2   ab- 
hängen.   Man  kann  bemerken,  dass  hier  die  symmetrische  Gleichung 

(F—  ^  (£m—  F    =  -——  - 
entsteht,  mittels  welcher  man  auch 


m 


1/      =    —  1/ 


'£"'  -  F„>  ^2'"  -  3 


ww 


bekommt.  Es  lässt  sich  noch  anmerken,  dass  durch  die  Einführung 
von  F  und  F  statt  q  und  q"l~l  die  Gleichungen  für  den  einfallen- 
den und  den  ausfahrenden  Lichtstrahl  die  Formen 


und 

annehmen,  so  wie  dass  zwischen  den  Haupt-  und  den  Brennpunkten 
die  einfachen  Relationen 

F=  E — 


41 IW 

F  =  E  + 

1  ,    1Ji   ^   ,42'« -2 


bestehen. 


46. 

Wenn  das  in  Betrachtung  stehende  S\ stein  von  brechenden 
Oberflächen  so  beschaffen  ist,  dass  A2m~*  =  0  wird,  dann  verlieren 
die  vier  eingeführten  Punkte  zwar  nicht  ihre  Bedeutung,  wohl  aber 
ihre  Anwendbarkeit,  denn  sie  liegen  je  zwei  auf  verschiedenen  Sei- 
ten des  Systems  in  unendlich  grosser  Entfernung  von  demselben;  es 
werden  mit  anderen  Worten  die  Abscissen  F,  F,  F,  F  unendlich 
gross;  aus  dem  Umstände,  dass  die  beiden  Brennpunkte  in  unend- 
lich grosser  Entfernung  liegen,  giebt  sich  sogleich  zu  erkennen,  dass 
die  Bedingung  il2m"2  =  0  jedesmal  vorhanden  sein  muss,  wenn  das 
System  von  brechenden  Oberflüchen  so  beschaflen  ist,  dass  parallel 
mit  einander  einfallenden  Lichtstrahlen  parallel  mit  einander  ausfah- 
rende  entsprechen.     Es    ist    dieses    der  Fall    eines   jeden    auf   das 
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deutliche  Sehen  möglichst  weit  entfernter  Gegenstande   für  weitsich- 
tige Augen  gestellten  Fernrohrs. 

In  diesem  Falle  kann  man  zwei  andere  merkwürdige  Punkte 
einführen,  deren  Abscissen  mit  J  und  J  bezeichnet  werden  sollen. 
Es  ist  immer  noch  verstattet,  die  Gleichung  des  einfallenden  Licht- 
strahls durch 

auszudrücken,  welcher  im  Allgemeinen  die  Gleichung 


,m 


i» m-\ ,.   y     .   £'« - 1 


des  ausfahrenden  Lichtstrahls  entspricht.  Da  aber  jetzt  vermöge  der 
zweiten  (32) 

y     =  yB 

wird,  so  nimmt  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  die  Form 

j,  =  (,-'  -  x)  ^,-  y  +  ST-3  y  +  A**~3 k 
an.    Setzt  man  daher 

und  erwägt,  dass  die  (33)  jetzt 

giebl,  so  wird  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls 

»2»»  — 2  - 

fl  /  /  T\    Ti !  v  -I-    .|2m-3  L 

II  —  \J,  —  x)  -ss—  7  "+■  A         h 

und  die  38)  geben  jetzt  für  den  Ort  des  Bildes,  welches  entsteht, 
wenn  sich  im  Punkt,  dessen  Coordinaten  £  und  ij  sind,  ein  Gegen- 
stand belindet, 

t'"  _     I    _i_    n       't  n         42'« -3, 2 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Punkt  J  der  Abscissenachse  das 
Bild  eines  in  Punkt  q  derselben  befindlichen  Gegenstandes  ist,  so  wie, 
dass  wenn  dieses  Bild  eine  superiicielle  Ausdehnung  besitzt,  die  Grösse 
desselben  sich  linearisch  zu  der  des  Gegenstandes  verhält  wie 


i2««-3  . 


:1 


Liisst   man   im   Gegensatze   zum  Vorhergehenden   dio   Gleichung 
des  ausfahrenden  Strahles  unverändert,   so  geht  die  des  einfallenden 
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zu  Folge  der  ersten   v3i;,  welche  jetzt 

•  42«»  — 3     M» 

Y  =  A        y 

giebt,  in  die  folgende  über 

j.j  nt  —  i 

die  durch  die  Einführung  von 

j  =  n  —  nir-'ir-* 

in  die  folgende 

—  .r y    H-  »'      '  ft 

übergehl.     Die   (38;   geben  hiemit 


n 

Hl 


il        ,  ,,/m  _  m  —  i      ,  f/-m'  —  22 


s  =  j  +  ^  f-q"-]  -,ir 


V 

7i  —  A2  m~» 

Ks  liegt  also  in  der  durch  den  Punkt  J  der  Abscissenaehse  gehen- 
den senkrechten  Ebene  das  Bild  eines,  in  der  durch  qm~{  gehenden 
senkrechten  Ebene  belindlichen  Gegenstandes,  und  die  Grösse  dieses 
Bildes  verhält  sich  zu  der  dieses  Gegenstandes  wie 

I  :  AäW"3 

Dieses  Bild  wird  also  eben  so  viel  verkleinert,  wie  das  eben  be- 
trachtete  Bild  vergrössert  wird,  oder  unigekehrt. 

47. 

Durch  Zuziehung  der  beiden  Hauptpunkte  E  und  Et  und  ihre 
Anwendung  auf  beliebige  partielle  Brechungen  kann  man  die  Be- 
rechnung aller  Brechungen,  die  ein  durch  ein  gegebenes  System  von 
brechenden  Oberflächen  gehender  Lichtstrahl  im  Ganzen  erleidet, 
wesentlich  abkürzen,  und  auch  noch  sonstige  Vortheile  erlangen. 
Die  im  Art.  37  u.  f.  entwickelten  Ausdrücke  verlangen,  dass  jede 
einzelne  Brechung  für  sich  in  Betracht  gezogen  werde,  wahrend 
durch  die  Einführung  der  Hauptpunkte  bewirkt  werden  kann,  dass 
mehrere  Brechungen  als  partielle  Systeme  in  Rechnung  gezogen  wer- 
den können.  Um  bei  dem  Falle  stehen  zu  bleiben,  welcher  in  der 
Regel  zur  Anwendung  kommt,  sollen  hier  die  Brechungen  vorzugs- 
weise in  Gruppen  von  je  zweien  zerlegt,  und  diese  Gruppen  als  ver- 
schiedene Körper,  z.  B.  Glaslinsen,   betrachtet  werden,  die  an  allen 
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Seiten  von   einem   und   demselben  Mittel,   z.  B.  von  der  atmosphä- 
rischen  Luft,    umgeben   sind;    andere   Combinationen    sollen   indess 
auch  angemerkt  werden.     Es   folgt  aus   dem  Vorhergehenden,   dass 
im  Folgenden  die  Anzahl   der  brechenden  Oberflächen  immer  eine 
grade  sein  wird,  und  dass,  wie  schon  im  Art.  14  angedeutet  wurde, 
von  den   Brechungsverhältnissen  n,  n,  n,  etc.    alle   diejenigen,   die 
mit  einer  graden  Anzahl  von  Strichen  versehen  sind,  einander  gleich 
werden.     Es  sollen  daher  im  Folgenden 

n  =  n  =  n   =  etc.  =  1 
und 

n  sss  iV,  n"  =  N\  ri  =  N'\  etc. 

gesetzt  werden;'  die  Bedeutung   dieser  Bezeichnungen    ist  die,   dass 

die  Brechungsverhältnisse  der  Mittel,    aus  welchen  die  vorerwähnten 

Linsen  bestehen,    zu   dem   sie   umgebenden    Mittel   der    Reihe   nach 

durch 

iV:1,    N':  1,    iT:-l,  etc. 

ausgedrückt  werden. 

48. 

Da  nun  neben  den  Hauptpunkten,  die  sich  auf  das  System  von 
brechenden  Linsen  als  ein  Ganzes  betrachtet  beziehen,  auch  die 
Hauptpunkte  erscheinen  werden,  die  sich  auf  je  zwei  einzelne  Bre- 
chungen oder  jede  einzelne  Linse  beziehen,  so  müssen,  während  für 
jene  die  im  Vorhergehenden  angewandten  Bezeichnungen  beizubehal- 
ten sind,  für  diese  andere  Bezeichnungen  eingeführt  werden.  Für 
die  erste  Linse  sollen  der  erste  und  der  zweite  Hauptpunkt  mit  e 
und  e ,  für  die  zweite  Linse  mit  e  und  e ',  für  die  dritte  mit  e 
und  e"  u.  s.  w.  bezeichnet  werden. 

Behält  man  ausserdem  die  Bedeutung  der  verschiedenen  A,  /?, 
w,  t  des  Art.  37  bei,  so  ergiebt  sich  für  die  erste  Linse  zu  Folge 
der  Artt.  37  und  43  j 

f    .     A'-K 

oder 

_  u'J 

*  u  +  u'  +  uu'l' 

e>  ~  9  +  w  +  w'  +  tiü7!' 
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Bringen  wir  die  Gleichung  des   einfallenden  Lichtstrahls   in  die 
Form 

so  wird  in  Folge  der  Eni  Wickelungen  dos  Art.  44  die  Gleichung  des 
aus  der  ersten  Linse  ausfahrenden  Lichtstrahls 

!/  =  {e  —  tff  +  l 
sein,  und  zu  Folge  der   (47)   wird 

y   =  y  ■+■  ojI 
wenn 

to  =  A  =  u  +  u  +  tru  t 

gesetzt  wird.  * 

Filr  die  zweite  Linse  wird  ähnlich  der  erste 


et  =q 


"i 


u"r 


u"+u"'+u"u"'r 


Die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls  wird 

V=  {e'  —  x)y"+  r 
und  die  des  ausfahrenden 

ferner  wird  wie  oben 

y    =  y    -f-  w  l 

wenn 

t     '  n  tri  ti      nr  Jtt 

W   astt    +tt     +  U  U    l 

gesetzt  wird.     Diese  Gleichungen  setzen  sich  auf  analoge  Weise  fort, 
die  Anzahl  der  Linsen  des  Systems  mag  so  gross  sein  wie  sie  will. 

Da  der  aus  der  ersten  Linse  ausfahrende  Lichtstrahl  mit  dem 
auf  der  zweiten  Linse  einfallenden  identisch  ist,  so  müssen  auch 
die  Gleichungen 

U  =  (e  —  *)  /  +  / 
und 

y=  w  —  -x)y  +/ 
mit  einander  identisch  sein,  und  diese  Bedingung  giebt  sogleich 

0  =  xe  —  e)  y"  +  1-  t 

folglich  wenn 

w  =  e  —  e 
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gesetzt  wird, 

/'       *         i  tt 

Auch  diese  Gleichung,  welche  der  zweiten  Fundamentalgleichung 
des  Art.  36  analog  ist,  setzt  sich  für  jeden  Zwischenraum  zwischen 
je  zwei  auf  einander  folgenden  Linsen  unbegrenzt  fort. 


49. 


Die  Bezeichnungen  y,  y,  y  ,  etc.  der  Winkel,  welche  die  auf 
die  Linsen  einfallenden,  und  von  denselben  ausfahrenden  Lichtstrah- 
len mit  der  Abscissenachse  machen,  sollen  jetzt,  um  die  Unterschei- 
dungszeichen derselben,  die  sich  auf  die  Anzahl  der  Brechungen 
beziehen,  der  Anzahl  der  Linsen  gemäss  auszudrücken,  wie  für  die 
übrigen  in  Betracht  kommenden  Grössen  der  Fall  ist,  in  e ,  «',  *",  etc. 
abgeändert  werden.  Stellen  wir  hierauf  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 
neuen  Fundamentalgleichungen  für  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Lin- 
sen zusammen,  so  erhalten  wir,  wenn  im  Voraus 


(o   ssu  +  u+nu 

i 

■ 

t         ti        m        ti 
w   =  u  +  u    +  u 

n  r 

\p  =  et  —  e 

tt                  ty     _          V     .           ty 

(o    =  u   +  u  H-  u 

y  .y 
U  t 

n         t        i 
xp  sss  e  —  e 

itt              yt     m         ni     _         i 

co    =  u   -4-  u    -f-  u 

t      ytt  tvn 
tt       t 

*  i         tt 

\p     =sp     —  V 

etc. 

etc. 

gesetzt  werden, 

e   =  e  +  co  l 

tt         t  _      i  * 

£      =  €  -f-   (0  l 

l 

——  l  _i_    '  ' 

in             tt              tt  |'/ 
h      =  h    -f-   CO    l 

r 

=  1  +  l/i  b 

IV                 tu                   Hl  i'rr 

£     =6     +  W     ( 

r 

jt                   ir     ", 
=    /      +    1}!       * 

etc.  etc. 

die  denen   des   Art.  37    vollständig    ähnlich   sind.      Gleichwie   dort, 
erhält  man  also  auch  hier  durch  die  Elimination  aus  denselben 


t  =Dt  +  Cl 

*"  =  D "  e  -*-  C  l 

f  =  D  e 

r=ö"«  +  c"/ 

/"  =  D'b 

t"  =  I)'t  +  C  l 

/'"  =  IT  e 

etc. 

elc. 

et 

C"l 


•  •  • 


•   (*8) 


in  welchen,  ähnlich  wie  a.  a.  Ü. 
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C    =io  D    =  1 

c  =  v'  <;  +  i  ö'  =  v' 

("'  =  w'  C '  -t-  C  D"  =  eo' /) '+  D 

C"  =  y"  C"  +  C  D"  =  v"  «''  +  # 

(4      =   CO      (4     -+-  14  I  ß      =   Ol     Iß     +   IJ 

l4       =  1//      f 4      +   <'  Iß      ZSS  tf)      iß      +    Iß 

,.      =  0)     (w      +  <<  Iß     =  W     Iß     +  Iß 

etc.  etc. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Linsen  des  ganzen  Linsensystems 
mit  /#,  so  sind  die  vier  letzten  zu  berechnenden  Coefficienten 

£2**-3       na/*-3      r*t*'~2      n2/*— t 

/  ™  9  » 

also  die  Anzahl  derselben  für  2/t  Brechungen  dieselbe  wie  oben  für 
/*  (oder  m)  Brechungen,  folglich  bei  einer  gleichen  Anzahl  von  Bre- 
chungen nur  die  Hälfte  der  bei  der  Anwendung  des  Verfahrens  der 
Artt.  37  u.  f.  erforderlichen,   ahnlichen  Coefficienten. 


50. 
Wir  erhalten  nun 

l        —tlß  +/L 

?     =eDvl-2  +  lC2fl-'2 

die  den   (32)  analog  sind,    und  auf  ähnliche  Weise   wie  im  Art.  39, 
den   (33)  analog, 

(so^ r  —  ~ 

Ferner  bekommen  wir 

die  den   (34,   analog  sind.     Da  jetzt  die  Gleichung  des  einfallenden 

Strahls 

y=  (e  —  x)  +1 

und  die  des  ausfahrenden 

ist,    so  ergiebt  sich  auf  gleiche  Weise  wie  im  Art.  40  für  die  Rela- 
tionen  zwischen  den  Coordinaten  £''  und  if   des  Bildes  des  Gegen- 
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Standes,  flössen  Coordinaten  £  und  ij  sind, 

,_/•  _  _  *__ | 

V      02.«  -2  +    j  _  e)  £2/*  -2  J 

die  den  38  analog  sind,  und  aus  diesen  schon  von  selbst  folgen. 
Man  kann  elien  so  zu  den  Gleichungen  des  Art.  42  analoge  erhal- 
len, von  welchen  ich  nur  die  folgende  hinschreiben  will, 

^-  jC0-""3  —  ({"  —  e/,-l}C^-2}^ 

Aus  diesen  Gleichungen  erkennt  man  schon  sofort,  dass  in  den 
Ausdrücken  ftlr  E  und  Et  des  Art.  43,  so  wie  in  denen  für  F  und 
F  des  Art'.  45  die  D  und  A  durch  die  analogen  /)  und  C  ersetz! 
werden  können,  wenn  zugleich  q  durch  r  und  q^"1  durch  p"~l 
ersetzt  werden.  Dieser  Satz  kann  leicht  ntther  begründet  werden. 
Da  die  hier  eingeführten  Coordinaten  $'4  und  ?/*  des  Bildes  noth- 
wendiger  Weise  mit  den  Coordinaten  $m  und  ?/"  des  Art.  40  u.  f. 
identisch  sein  müssen,  wenn  in  jedem-  Falle  die  Coordinaten  £  und  # 
des  Gegenstandes  identisch  sind ,  und  umgekehrt ,  so  müssen  auch 
die  obigen  Ausdrücke  mit  den  früheren  identisch  sein,  und  hiemit 
erhalten  wir  zunächst  die  Gleichungen 

/)*"-*  +  (|  _ f)  C2"'2  =  BT"*  +    5  —  q)  A>1 

C*1-*  _  (f  —  e*-1'*  C1'"*  =  A1M~*  —   $M  —  qM~l   A 

die  unabhängig  von  den  Werthen  von  f  =  £'*  und  $  erfüllt  werden 
müssen.     Diese  Gleichungen  geben  sogleich 

deren  Substitution  in  die  oben  angezogenen  Gleichungen  der  Artt. 
43  und  45 

D*'-2-4 


■NU  —  -J 


tu  —  |  \      ä  ojn  —  2 


£«* 


•  ■ 


»  /  ^  CV«-2 

#2/*-* 


?*<•- 


C2/l-2 
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[66 


oder 


F=E 


4 


C»*-2 


gehen.     Führen  wir  das  Zeichen  <P  durch  die  Relation 


0  = 


4 


&*~2 


ein,  so  wird  die  Linie  0  am  Zweckmässigsten  die  Brennweite 
des  Linsensystems  genannt,  und  die  Brennweite  daher  als  die  Ent- 
fernung, entweder  des  ersten  Hauptpunkts  vom  ersten  Brennpunkt 
(als  Anfangspunkt),  oder  als  die  Entfernung  des  zweiten  Brennpunkts 
vom  zweiten  Hauptpunkt  (als  Anfangspunkt)  definirt.  Denn  diese 
beiden  Entfernungen  sind,  wie  man  sieht,  einander  immer  gleich, 
und  haben  immer  dasselbe  Zeichen. 


51. 

Die  Coordinaten  tf*  und  ?/*  des  Bildes  des  Gegenstandes,  dessen 
Coordinaten  £  und  ?/  sind,  bekommen  jetzt  infolge  der  '44)  die 
Ausdrücke 


53 


tr  =  e 


V  = 


l-J? 


4  + 


4  + 


oder 


54^ 


C#f 


F 


£  -  F  'i 

für  die  Brennpunkte  ergeben  sich  bez. 

Die  obigen  Gleichungen  kann  man  auch  auf  die  folgende  Form 
bringen, 


4 

■"* 

+. 

4 

4 
«#f 

/?- 

ei« 

v*   — 

^_ 

(F 

&)> 

-F): 

** 

< 

i 



*/ 

>r 



$"-F, 

V 
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■ 

durch   deren  Hülfe   man   leicht   die   Ausdrücke   für   £  und  tj   erhalt, 
wenn  f  und  rf  gegeben  sind.     Setzt  man 


so  bekommt  man 


1  \ 


*    *  —  TT* 

von  welchen  die  zweite  mit  der  ersten  identisch  ist.  Diese  Glei- 
chungen, für  jedes  Linsensystem  im  Ganzen  geltend,  haben  genau 
dieselbe  Form,  wie  die  Grundgleichungen  der  früheren  Dioptrik,  die 
für  eine  einzige  Linse  mit  Uebergehung  der  Dicke  derselben  abgelei- 
tet wurden. 

Die  linearische  Vergrösserung  des  Gegenstandes  wird  jetzt  durch 
den  absoluten  Werlh  eines  jeden  beliebigen  der  folgenden  Ausdrücke 
gegeben, 

_  A 

A 


die,  jenachdem  sie  an  sich  positiv  oder  negativ  sind,   die  aufrechte 
oder  die  umgekehrte  Lage  des  Bildes  anzeigen. 

52. 

Die  oben  mit  «,  «',  ro",  etc.  bezeichneten  Grössen,  die  sich 
auf  die  einzelnen  Linsen  beziehen,  so  wie  die  Abscissen  der  Haupt- 
und  Brennpunkte  dieser  Linsen,  sind  noch  zu  entwickeln.  Nehmen 
wir  die  erste  Linse  vor,  und  legen  dem  Zeichen  N  die  Bedeutung 
bei,  die  im  Art.  47  erklart  wurde.  Setzen  wir  für  die  beiden  Halb- 
messer der  beiden  brechenden  Oberflachen  dieser  Linse,  die  bisher 
mit  p— . q  und;/ — q'  bezeichnet  worden  sind,  die  durch  die  folgenden 

9* 
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Gleichungen  zu  berechnenden  Linien  q  und  p, 

P—  jv-4  '    <*»  "-        JV-4 
so  wie  für  die  Dicke   dieser  Linse,    nemlich  q —  g,   die   durch   den 
folgenden  Ausdruck  zu  l)crechnende  Linie  rf, 


dann  werden 


4             f             4  *    —  _  #t 

1/  =  ,    t/   sss  *    *    —  —  ° 


und  folglich,  wenn  w  =  —  gesetzt  wird,  i 

O)  SSS  ^ r 

^       e  +  ft  -  « 
Die  Linien  ()   und  p;    sollen   die  Substituten   der  Halbmesser,   und  ä 
das  Substitut  der  Dicke  der  Linse  genannt  werden. 

Die  Abscissen  der  Hauptpunkte  dieser  Linse  bekommen  jetzt  die 
Ausdrücke 

o  sss  q  «+•  - - 

und  wenn  die  Abscissen  der  beiden  Brennpunkte  dieser  Linse  mit 
f  und  \\  bezeichnet  werden,  so  ergeben  sich 

f  —  ^—v- 

Der  obigen  Definition  zufolge  ist  also  <p  die  Brennweite  dieser 
Linse.  Es  wird  ferner,  wenn  den  oben  eingeführten  Bezeichnungen 
analog , 

gesetzt  werden 

j 4^         _!_ 

wo  unter  f'  tind  i/  die  (loordinaten  des  durch  diese  Linse  bewirkten 
Bildes  eines  in  $  und  n  befindlichen  Gegenstandes,  oder  umgekehrt, 
verstanden  werden  müssen. 
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53. 

« 

Für  die  zweite  und  alle  folgenden  Linsen  bekommt  man  ähn- 
liche Ausdrücke  durch  die  Versetzung  der  Bezeichnungen.  Zu  meh- 
rerer Deutlichkeit  sollen  diese  Ausdrücke  für  die  zweite  Linse  aus- 
führlich angesetzt  werden. 

'  _     P"  -  Q"  '  _  P'"  -  g'"       v  _    g'"  -  q" 

P    —      JV-4      '    P#  —  JV'-4      '    °   —         JV' 


.'  -« » 


r    _ g   g,     

wo  y  also  die  Brennweite  der  zweiten  Linse  ist.    Ferner  die  Haupt- 
und  die  Brennpunkte 

C      =   (J "— 


Setzt  man  hier 


so  werden 


woraus 


oa 

folgt.    Man  kann  bemerken,  dass 
wird. 


JL  —  -L  -I.  i- 


?"-=T9   •' (58) 


54. 


Die  beiden   vorhergehenden  Artt.    enthalten   die  Vorbereitungen 
zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Art.  49,  und  da 

4  4  "  *  4 

sind,  und  die  y ,  t/T,  etc.  aus  den  Unterschieden  der  Abscissen  der 
Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen  bestehen,  so  brauchen  zu  dieser 
Anwendung  nur  für  jede  Linse  die  Brennweite  und  die  Hauptpunkte 
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berechnet  zu  werden,  und  von  dem  übrigen  Inhalt  dieser  Artt.  kann 
abgesehen  werden.» 

Es  wird  aber  dienlich  sein,  die  einfachsten  Fälle,  zuerst  wenn 
das  Linsensystem  nur  aus  zwei  Linsen  besteht,  für  sich  zu  betrach- 
ten, da  sich  hieraus  besondere  Folgerungen  ziehen  lassen.     Sei 

J  =  e  —  e 

so  dass  J  =  —  i//  wird,   dann  geben  die   im  Art.  49  entwickelten 
Gleichungen 

ip     '  (ftf,f 

und  hieraus  folgt  zuerst  für  die  Gesammtbrennweite  der  beiden  Lin- 
sen, wenn  wir  sie  mit  4>  bezeichnen, 

#  — "LHL  _ 

für  die  beiden  Gesammthauptpunkte 

Ca    SS  ß     ■+• ,  ■- 


Esse'- 


j  + 


und  für  die  beiden  Gesamnitbrennpunkte 

F  ssE  —  0 
F=E  +  <f> 

Die  Relation  zwischen  Bild  und  Gegenstand  wird,  wenn  wie  oben 

A  =  E-S,    A=?-E, 

gesetzt  werden, 

4  4.4 


<p         a     ■    A, 

Diese  Gleichungen  haben  genau  dieselbe  Form,  wie  die  für  eine 
einfache  Linse;  die  Substituten  p  und  p,  der  Halbmesser  der  beiden 
Oberflachen  der  Linse  sind  durch  die  Brennweiten  <p  und  y',  das 
Substitut  d  der  Dicke  der  Linse  ist  durch  die  Entfernung  J  der 
beiden  einander  im  Allgemeinen  am  Nächsten  liegenden  Hauptpunkte 
derselben,  nemlich  des  zweiten  der  ersten,  des  ersten  der  zweiten 
Linse,  und  die  beiden  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen  durch  die 
beiden  Gesammthauptpunkte  beider  Linsen  vertreten. 
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55. 

Es  ist  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  zu  erkennen,  dass  man 
für  jede  beliebige  Anzahl  von  Linsen  ganz  ähnliche  Ausdrücke 
bekommen  muss.  Es  bestehe  das  System  aus  drei  Linsen,  von  wel- 
chen die  jetzt  hinzugekommene  hinter  den  beiden  vorher  betrach- 
teten liegt,  so  berechne  man  die  Brennweite,  die  beiden  Haupt-  und 
die  beiden  Brennpunkte  der  beiden  ersten  Linsen  nach  den  Aus- 
drücken des  vor.  Art.  und  setze 

J  =  e  -  E 

m 

worauf  die  Gesammtbrennweite  aller  drei  Linsen,  wenn  man  sie  <& 
nennt,  durch 

und  die  Gesammthaupt-  und  Brennpunkte,   die  jetzt  E\  Et\  F',  Ft' 
genannt  weiden  sollen,  durch 


V" 

E' 

t 

= 

e 

— 

F' 

_ 

E 

_ 

# 

F'  =s  E'+  V 

erhalten  werden,  und  auch  die  Relationen  zwischen  Bild  und  Gegen- 
stand ähnlich  abgeänderte  Ausdrücke  erhalten.  Wäre  unter  diesen 
drei  Linsen  die  einzeln  betrachtete  die  erste  von  allen,  so  müssten 
in  den  vorstehenden  Ausdrücken  die  Grössen,  die  sich  auf  die  Ge~ 
sammtheit  der  beiden  ersten  Linsen  beziehen,  auf  die  Gesammt- 
heit  der  beiden  letzten  Linsen,  so  wie  die  Grössen,  die  sich  oben 
auf  die  dritte  Linse  beziehen,  auf  die  erste  bezogen  werden.  Alle 
diese  Ausdrücke  sind  leicht  direct  zu  beweisen. 

Bei  drei  Linsen  können  weiter  keine  Combinationen  gemacht 
werden,  als  die  beiden  vorbenannten;  besteht  aber  das  System  aus 
mehr  als  drei  Linsen,  so  lassen  sich  eine  grössere  Anzahl  von  Com- 
binationen ausfuhren,  die  alle  den  vorstehenden  Erklärungen  gemäss 
zu  behandeln  sind.  Nur  ist  zu  bemerken,  dass  man  die  Linsen 
immer  zufolge  ihrer  gegebenen  Reihenfolge  combiniren  muss ,  und 
keine  Versetzungen  oder  Auslassungen  vornehmen  darf. 
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[1t 


56. 
Dehnen  wir  die  Gleichung  (55)  auf  fi  Linsen  aus,  dann  wird  sie 


./* 


aa'a"  .  .  .  .  oP 


=r' 


wo  das  obere  Zeichen  für  ein  grades,  und  das  untere  fUr  ein  un- 
grades  /e  gilt.  Die  Linien  a,  a\  a\  etc.  nebst  a,  a\  d\  etc.  sollen 
die  Vereinigungsweiten  der  Lichtstrahlen  in  Bezug  auf  die  einzelnen 
Linsen  heissen,  und  zwar  die  a,  a,  d\  etc.  die  Vereinigungsweiten 
vor,  und  die  a,  «',  a",  etc.  die  Vereinigungsweiten  nach  den  Linsen. 
Da  die  Vergrösserung,  die  irgend  ein  Linsensystem  gewahrt,  durch 
das  VerhUltniss  der  Ordinate  des  Bildes  zu  der  des  Gegenstandes 
ausgedrückt  wird,  oder  dem  VerhBltniss  i*  :  i\  gleich  kommt,  so  giebt 
die  vorstehende  Gleichung  zu  erkennen,  dass  die'  Function 

u.o'.a"...o>*-« 

abgesehen  von  ihrem  Vorzeichen,  Überhaupt  die  Vergrösserung  be- 
zeichnet, welche  der  Gegenstand,  dessen  Abscisse  §  ist,  nach  dem 
Durchgange  des  Lichtstrahls  durch  alle  /i  Linsen  erfährt.  Die  Be- 
rechnung der  Vereinigungsweiten  wird  hier  durch  die  folgenden 
Gleichungen  ausgeführt. 


(36j 


wo 


a 

= 

_    ""■ 

a-tf  | 

i 

a 
a 

ii    ii 

.  /     f  (  , 

a  —  7/ 
«f,7" 
a  ~  <?r-7" 

i 

elc. 

elc. 

/  «*' 

—  c 
1 

J   =  e 

1 

—  e 

1 

.1  =  c 

11 

—  e 

1 

elc. 

sind. 

Da  der  Ausdruck  yl :  y  für  die  Vergrösserung  allgemein  gültig 
ist,  uud  auch  dann  seine  Bedeutung  nicht  verliert,  wenn  beides  ?/* 
und  tj  unbegrenzt  wachsend  angenommen  werden,  so  gilt  er  auch 
für  das  Fernrohr,  in  welchem  beides  y"  und  tj  unendlich  gross  sind. 
Da  aber   in   diesem   Falle   auch   die   Abscissen   f  und   £   unendlich 
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gross  sind,  so  kann  der  obige  Ausdruck  eine  etwas  andere  Form 
annehmen.     Da  nun 

a  as  —  oo  ,     a'4"1  ss  oo 

werden,  so  erhalten  wir 

a  =  (p  ,      a*4"1  =  g/*"1 
und  der  Ausdruck  der  Vergrüsserung  eines  Fernrohrs  ist  der   abso- 

V 

lute  Werth  der  Function 

"*"  «*-*  "  a'.a".  ..a^-a 

wenn  y  die  Brennweite  des  Objectivs,  und  g/*"1  die  Brennweite  des 
letzten  Oculars  bezeichnen.  Die  Vereinigungsweiten  ergeben  sich 
jetzt  durch  die  folgenden  Gleichungen 


'  *m* 


i  /  .  au, 

U   sn  J  —  if,  ,       U     =  j-j 

«     S3B    z/     —   «  ,  «      S8    JwZ^yF 

etc.  etc. 

aus  welchen  schliesslich  rt'*"1  »  y""1   hervorgehen  inuss. 

57. 

In  Bezug  auf  das  Fernrohr  lassen  sich  noch  andere  Ausdrücke 
für  die  Vergrüsserung  ableiten.  Seien  wie  oben  6  der  Winkel ,  den 
(h'<*  einfallenden,  und  t"  der  Winkel,  den  die  ausfahrenden  Licht- 
strahlen mit  der  Abseissenachso  machen,  dann  nähert  sich  bei  fort- 
während wachsenden  ?/*  und  tj  das  Verhaltniss  if :  vt  dem  Vcx'hHll- 
niss^^  unbeschrankt,  und  wird  diesem  gleich,  wenn  y"  und  rt 
u»endlich  gross  werden.  Die  Vergrüsserung  eines  Fernrohrs  hat 
daher  auch  den  absoluten  Werth  des  Verhältnisses  *•"  :  6  zum 
Aasdruck. 

Da  nun  zufolge  des  Art.  46  und  der  ersten  Gleichung  ot 
im  Fernrohr  Via~'  =  0  ist,  so  giebl  die  zweite  Gleichung  (19 
sogleicli 


*'  i  |2/t  —  'i 


und  folglich  ist  I)1"    2  ein  Ausdruck  für  die  Vergrüsserung  des  Fern- 
rohrs.   Da  die    30    im  gegenwartigen  Falle 
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giebt,  so  ist  auch  C2/ti,a  ein  Ausdruck  für  diese  Vergrösserung. 

Uni  noch  andere  Ausdrücke  zu  erhalten  nehmen  wir  zuerst  an, 
dass  das  Fernrohr  aus  zwei  Linsen  bestehe,  oder  dass  fi  =  2  sei. 
Dann  wird  wie  im  Art.  54 

Da  aber  die  Gesammtbrennweite  des  Fernrohrs  oder  0  =  00  ist,  so 
wird  J  ss  (p  •+•  qp',  womit 

erhalten  wird.  Also  wenn  9)  dem  Objectiv  angehört,  ist  das  immer 
absolut  anzunehmende  Verhältniss 

<p:<p' 

ein  Ausdruck  für  die  Vergrösserung  des  aus  zwei  Linsen  bestehen- 
den Fernrohrs.  Dieser  längst  bekannte  Ausdruck  ist  ein  specielier 
Fall  des  im  vor.  Art.  erhaltenen  allgemeinen  Ausdrucks. 

Es  soll  jetzt  das  Fernrohr  aus  drei  Linsen  bestehen,  oder  /*  =  3 
sein.     Da  nun  «  =  </),  a  =  <p" ,  und 

sind,  so  wird  zuerst 

n« ±       v 


und  zufolge  des  Art.  49,  und  da  y" ä  —  ^/'  ist, 
und 


oder 


n* —  ü' 


wo   die   rechte   Seite  wieder  ein   specielier  Werth   des   allgemeinen 
Ausdrucks  des  vor.  Art.  für  das  Fernrohr  ist. 
Man  erkennt  leicht,  dass  identisch 


fl    ss  ?-  (*   -#-  -\  —  -    —  i-  -4-  -2- 
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1" 


ist,  welche  Gleichung  durch  Zuziehung  der  vorhergehenden 

a'    4   _4_  1    \__ 

tpa'   ™"  qp  <y.'  (fif'  ~~  «#»f 

giebt,  wenn    0t    die   Gesammtbrennweite    der    eisten   und   zweiten 
Linse  bezeichnet.     Es  wird  also 


i)K 

BSS     

*. 

V 

Identisch 

ist 

auch 

• 

ss 

a+ 

*)- 

4 

4 

+ 

die  in 

«' 

= 

— 

4 

1 

7/,"  + 

= 

4 

übergeht,  wenn  0'u  die  Gesammtbrennweite  der  zweiten  und  dritten 
Linse  bezeichnet.     Hiemit  wird 

?)" v_ 

Für  die  Vergrösserung  des  aus  drei  Linsen  bestehenden  Fernrohrs 
haben  wir  also  die  zwei  Ausdrücke 

0  :  tp"     und     <p  :  0\ 

erhalten,  die  alle  Combinationen  der  Brennweiten  zu  zwei  Gruppen 
erschöpfen,  die  möglich  sind  ohne  die  Reihenfolge  der  drei  Linsen 
zu  unterbrechen.  Die  Fortsetzung  dieser  Entwickelungen  muss  ein 
analoges  Resultat  geben.  Bezeichnen  wir  daher  irgend  eine  be- 
stimmte Gesammtbrennweite  dadurch,  dass  wir  dem  Buchstaben  0 
die  Anzahl  der  Accente   anhängen ,   die  sow ohl  der  ersten   wie   der 

'eteten  dazu  coneurrirenden  Linse  angehören,  das  ist  mit  0*  oder 
*J,  dann  bekommt  man  allgemein  für  die  Vergrösserung  eines  aus 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Linsen  bestehenden  Fernrohrs  den 
MisAruck 

wofür  man  auch  schreiben  könnte, 

da  die  p  und  q  hier  mit  einander  vertauscht  werden  dürfen ,  und 
nur  darauf  zu  achten  ist,  dass  der  Accent  0  (d.  i.  keine  Accente) 
dem  Objectiv  angehöre. 


-3 

—  a 
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Für  ein  terrestrisches  Fernrohr  z.  B. ,  welches  aus  fünf  Linsen 
besteht,  erhalt  man  die  folgenden  vier  Ausdrucke  der  Vergrösser ung 

«P°   :  w  ;     &>  :0"  ;     *»:**;     a>  :  *' 

58. 

Wenden   wir   uns  zu   den   im  Art.  46  eingeführten  Punkten  J§ 

und  J,  die  ausschliesslich  einem  System  von  brechenden  Oberflächen 

angehören,  in  welchem  A2"*""2  ss  0  ist.    Gehen  wir  zu  einem  Linsen- 

syslem  über,   so  kommen  wir  wieder,   da  zufolge  der  Gleichungen 

52)  immer 

X  4 

12*»  —  2    mmmt    i  »2/*  —  2 

also  hier  6^~2  =  0  ist,  auf  ein  beliebiges  Fernrohr,  und  die  Glei- 
chungen für  Jt  und  J  werden,  nachdem  «  =  I  und  nM  =  I  gesetzt 
worden  sind, 

J  =  q        —  ff*-*  BT 

Um  diese  A  und  B  Coeftieienten  durch  die  C  und  DCoefficien- 
ten  auszudrucken,  dienen  vor  Allem  die  Gleichungen  52),  welche 
im  jetzigen  Falle 

geben,  aber  der  Ausdruck  für  Ä2*"""3,  welcher  im  allgemeinen  Falle 
durch  die  (33)  gefunden  werden  kann,  lässt  sich  jetzt,  wegen 
A2'""2  as  0,  nicht  aus  dieser  ableiten,  wir  bekommen  ihn  aber  durch 
die  Zuziehung  der  ersten  Gleichungen  (38)  und  (51  i.  Diese  geben 
jetzt,  da  f  =  S"  ist, 

(/_,/"-»)  JT1'"2  =  ff'""'  +  (|  —  q}  A»H~'A 

aus  deren  Unterschiede,  wegen  der  57,,  £  und  $'*  verschwinden. 
Man  bekommt  hierauf  sogleich 

ir-a  =  «* -*  +  ;</  —  *  c^~3+  (u^-1  — ^—i)  /r-2 

und  es  werden  daher,  wenn  ausserdem  die  Gleichung 

/>>/t-3  |j2/*-2   ._    i 

berücksichtigt  wird, 

./,  =  r"  - '  +  aiu -■»  xr  ~3  +  v</ — c)  (c^1  -3i 2 

j  _  c       _  d^-2  jp-3  +  -«-I  _    /.-i,  r|p-y 


58 
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wodurch  J  und  J  berechnet  werden  können,  wenn  die  betreffenden 
C  und  DCoeflicienten  gegeben  sind.  Man  kann  bemerken,  dass  der 
erste  Ausdruck  '58'  aus;  dem  ersten  '51  entsteht,  wenn  darin  $  =  a 
und  fr'"2  =  0  gesetzt  wird.  Ebenso  entsteht  der  zweite  Ausdruck 
58'  aus  jenem,  wrenn  man  $*  =  q"~\  C*1"8  ss  0  setzt,  und  die 
Gleichung  in  Bezug  auf  £  auflöst. 

39. 

Man  kann  jedoch  die  Werthe  von  J  und  J  erhalten  ohne  die 
C  und  D  Coefficienten  zu  benutzen.  Da  zufolge  des  Art.  46  J  die 
Abscisse  des  Bildes  eines  Gegenstandes  ist,  dessen  Abscisse  q  ist, 
so  bekommt  man  Jt  durch  die  allgemeinen  Gleichungen  (56) ,  nach- 
dem darin  q  statt  $  substituirt  worden  ist.     Rechne!  man  daher 

n  —e  —  q  £  _  _?v_ 


,f,*' 


etc.  bis 

/t  —  t  W4  —  2  ^  —  2  /«  —  I  &  ~"  *  f/iA*  "~  l 

so  wird 

J  ss  ,>"-,^-«'4~, 

Da  ferner  J  die  Abscisse  des  Bildes  eines  Gegenstandes  ist,  dessen 
Abscisse  qm~l  ist,  und  hiebei  die  Lichtstrahlen  in  entgegengesetzter 
Richtung  fortschreitend  gedacht  werden,  so  bekommt  man  den  Werth 
von  J  durch  eine  der  vorstehend  beschriebenen  entgegengesetzt  aus- 
gcfiilirtp  Rechnung.  Schreibt  man,  um  Verwechselungen  zu  vermei- 
de, fl  statt  «,  r'4"'  statt  a.j"1  statt  a\  r'""2  statt  «',  u.  s.  w. 
u|hI  rechnet  durch  die   folgenden  Ausdrücke 

«—  |       ^^  Ml  —  |      ft—  [  gj'  ~  l       _«         2*t—'l<y'    ~" 

etc.  bis 

« 

r  mS-e  -    .  r  «  jfct, 
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so  bekommt  man 

J  =  e  — -  c 


60. 

Die  Vergrösserung  des  in  /  befindlichen  Bildes  ist  zufolge 
des  Art.  46 

_      A  2«  -3 

also 

\ 

*""    0W*-2 

folglich  das  Entgegengesetzte  der  Vergrösserung  des  Fernrohrs;  die- 
ses Bild  ist  eben  so  viele  Male  verkleinert,  als  das  Fernrohr  beim 
Durchsehen  durch  das  Ocular  die  Gegenstände  vergrössert.  Hieraus 
entspringt  ein  practisches  Verfahren,  um  die  Vergrösserung  eines 
Fernrohrs  zu  bestimmen,  welches  längst  bekannt  ist. 

In  mehreren  Gattungen  von  Fernröhren  erblickt  man  vor  dem 
letzten  Ocular  eine  kleine  hellleuchtende  kreisförmige  Scheibe,  diese 
ist  das  in  •/  beßndliche  Bild  des  Objectivs,  wenn  im  Fernrohr  keine 
hindernden  Blendungen  angebracht  sind.  Da  dieses  Bild,  dem  Vor- 
hergehenden  zufolge,  den  Gegenstand,  von  welchem  es  herrührt, 
hier  im  Allgemeinen  den  Durchmesser  des  Objectivs  eben  so  viele 
Male  verkleinert,  als  das  Fernrohr  überhaupt  die  Gegenstände  ver- 
grössert, so  braucht  man  nur  den  Durchmesser  des  Objectivs  sowohl 
wie  den  dieser  Scheibe  zu  messen,  und  ersteren  durch  letzteren  zu 
dividiren,  um  die  Vergrösserung  des  Fernrohrs  zu  erhalten.  Sollte 
man  im  Innern  des  Fernrohrs  hindernde  Blendungen  befürchten,  so 
braucht  man  nur  am  Objectiv  zu  diesem  Zweck  eine  Blendung  von 
angemessener  Oeffnung  anzubringen. 

Der  Punkt  J  wird  in  der  Dioptrik  der  Ort  des  Auges  genannt. 

Im  Galilüischen  Fernrohr  liegt  J  im  Innern  des  Fernrohrs, 
wird  daher  nicht  reel,  und  kann  nicht  unmittelbar  zur  Bestimmung 
der  Vergrösserung  eines  solchen  Fernrohrs  benutzt  werden,  jedoch 
hat  man  Mittel  gefunden,  um  ihn  auch  hier  dazu  benutzen  zu  können. 

Das  im  Punkt  J,  den  man  den  Gegenpunkt  nennen  kann,  be- 
findliche Bild,  ist  das  des  letzten  Oculars,  wenn  keine  Hindernisse 
im  Innern  des  Fernrohrs  vorhanden  sind,  und  der  Durchmesser  des 
letzten   Oculars  erscheint    in   demselben    unter  derselben    Vergrösse- 
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rung,  die  Überhaupt  das  Fernrohr  gewährt.  Dieser  Gegenpunkt  Hegt 
gemeiniglich,  wenn  er  reel  ist,  in  sehr  grosser  Entfernung  vom  Ob- 
jektiv, und  scheint  keiner  practischen  Benutzung  zugänglich*  zu  sein. 

61. 

Es  soll  noch,  zur  Ergänzung  dieser  Theorie,  die  Frage  erörtert 
werden,  wie  gross  die  Oeffnungen  der  verschiedenen  Linsen  sein 
müssen,  damit  ein  gegebener  Lichtstrahl  durch  sie  hindurch  gehen 
könne.  Berechnet  man  den  Weg  des  Lichtstrahls  nach  einer  der 
strengen  Yerfahrungsarten  des  §  1 ,  so  kann  man ,  wie  dort  erklärt 
worden  ist,  für  jede  vorhandene  brechende  Oberfläche  die  Werthe 
der  /?,  k'\  k"\  etc.  strenge  berechnen,  die  die  halben  erforderlichen 
Oeffnungen  bedeuten. 

Aber  es  wird  wohl  nie  das  Bedürfniss  eintreten,  diese  Oeff- 
nungen mit  grösster  Genauigkeit  kennen  zu  lernen,  sondern  es  wird 
immer  ein  Weniges  davon  vergeben  werden  dürfen,  und  infolge 
dessen  kann  man  sie  durch  die  den  centralen  Lichtstrahlen  zukom- 
menden Relationen  stets  mit  ausreichender  Genauigkeit  erhalten,  zu- 
mal diese  Oeffnungen,  um  zu  grosse  Einfallswinkel  zu  vermeiden, 
in  der  Anwendung  nur  kleine  Bruchtheile  der  Krümmungshalbmesser 
sein  dürfen. 

Berechnet  man  den  Weg  der  centralen  Lichtstrahlen  durch  das 
Verfahren  des  Art.  37,  so  bekommt  man  zugleich  die  Werthe  der 
i\  fe",  etc.  für  jede  vorhandene  brechende  Oberfläche,  wenn  für  y 
und  k  die  betreffenden  Werthe  des  zu  betrachtenden  einfallenden 
Lichtstrahls  substituirt  werden,  und  k  erforderlichen  Falles  die  halbe 
Oeffhung  der  ersten  brechenden  Oberfläche  bedeuten  darf.  Ist  das 
gegebene  System  brechender  Oberflächen  ein  System  von  Linsen,  die 
in  Bezug  auf  ihre  Krümmungshalbmesser  nur  eine  geringe  Dicke  be- 
sitzen, so  werden  bis  auf  sehr  Weniges,  k'  =  fc,  U"  ss  fc",  etc.  sein, 
und  man  braucht  entweder  nur  die  mit  graden,  oder  die  mit  un- 
graden  Indices  versehenen  k  zu  berechnen. 

Wenn  man  im  Falle  des  Linsensystems  sich  des  Verfahrens  des 
Art.  49  bedient,  um  den  Weg  des  Lichtstrahls  zu  berechnen,  so 
bekommt  man  nicht  unmittelbar  die  k\  ti\  etc.,  sondern  statt  dieser 
die  T,  f ,  f',  etc.  Diese  letzteren  sind  aber  in  den  meisten  Fällen 
so  wenig  von  jenen  verschieden,  dass  sie  für  die  halben  Oeffnungen 
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der  Linsen  angesehen  werden  können.  Denn  da  die  k',  H\  k",  etc. 
sich  auf  die  Oberflächen  der  einzelnen  Linsen,  während  die  l ,  /',  V\ 
clc.  sich* auf  die  Hauptpunkte  derselben  beziehen,  und  gemeiniglich 
die  Hauptpunkte  einer  einzelnen  Linse  innerhalb  derselben,  oder 
wenigstens  nicht  ausserhalb,  liegen,  so  werden  /  nahe  gleich  k  oder 
//,  /'  nahe  gleich  k"  oder  A-",  u.  s.  w.  sein.  Es  giebt  jedoch  Aus- 
nahmefalle hievon,  und  diese  treten  ein,  wenn  sich  im  Linsensystem 
Menisken  befinden,  deren  Krümmungshalbmesser  bedeutend  kleiner 
als  deren  Brennweiten  sind.  In  diesen  Füllen  können  die  Haupt- 
punkte  weit  von  der  Linse  entfernt  liegen,  und  es  kann  daher  der 
Werth  des  betreffenden  /  von  den  Werthen  der  dazu  gehörigen  bei- 
den k  sehr  verschieden  sein.  Um  diese  Fülle  in  die  allgemeinen 
Gleichungen  einzuschliessen ,  müssen  die  Unterschiede  zwischen  den 
/  und  den  k  berücksichtigt  werden. 

62. 

Die  Gleichungen     if>    und    46    geben  allgemein  für  ein  System 
brechender  OI>erflilchon 

et             I                .     #'"-*- 1 
I»    -—    h  -1_ v 


mr                   f  t»  —  |                   /!"  "—1        Ml 

A      — »     «•  —    -,  jM  -  *        Y 


und  daher   für  ein  Linsensystem  vermöge*  der    52 

h  =k       +   -c&=r-*  +  //  —  «;* 

Wenden  wir  diese  Gleichungen  auf  die  erste  Linse  an.  so  geht  K  in 
/  über  und  es  muss  fi  =  I  gesetzt  werden.  Da  nun  D  =  C~x  =  I 
sind,  so  ergiebt  sich 

/  =  h +   q  —  e)  e  =  U  -+•  iq  —  et  \  f ' 
und  für  die  einzelnen  folgenden  Linsen  bekommen  wir 

U  t  H  •  f      "  t\  I  i  tH       _  '      'tl  l\        tt 

l  ss  k  ;-f-   q  —  £  j  6  ==  A-   ■+■  <f  —  ^ ;  * 

f  =r  fc    +  i  q  —  c  /  f    a«  ff   •+■    q  —  c  )  * 

etc,  elc. 

v\orauf  die  Gleichungen     18; 
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iw 


fe"=  { IT +  («'_.  9")  D\t+\C 
r=  {JT+(e"— j-)IT}e  + jC 
r=  \V  +  (e"'—q")D"'\c+\C 

etc. 


etc.  bis 


**•-* 

=s 

|öj 

V*— 3 

+  '/"'- 

QU,          ^ 

-  q    i 

ZF 

1 

£ 

+ 

|C«._3  +    (ß/.. 

-'  _  f 

-ä) 

c* 

"•*>/ 

r 

und 

/;'  = 

(v 

-«')«  + 

|i  +  (« 

1 

■q) 

C}/ 

r= 

|ß 

+ 

(•;■ 

-q")D"\f 

+  |C 

+ 

(«:■ 

-<f)C 

'I' 

**  = 

\D" 

r     , 

(•;■ 

etc. 

-q)lT\e 

+  |C" 

+ 

etc. 

bis 

!' 

*!/ 


59 


geben.  In  diesen  Ausdrücken  werden  nur  in  den  oben  angeführten 
^sonderen  Fällen  die  zweiten  Glieder  der  Coefficienten  merkliche 
Werthe  haben ,  und  man  wird  in  allen  Fällen  k'  =  k ,  k"f  s  k" , 
t'W  etc.  bis  ä2""1  =fe^-2  annahmen  dürfen. 

Man  hat  fintier  in  der  Dioptrik  die  Oeffnungsmaasse  der  Linsen 
in  zwei  Theile  zerlegt  eingeführt,  die  mit  *  multiplicirten  Glieder 
der  Gleichungen  (48)  oder  (59)  die  Oeflhungen  wegen  des  Gesichts- 
feldes, und  die  mit  /  multiplicirten  die  Oeffnungen  wegen  Heiligkeif 
genannt.  Man  hat  hinzugefügt,  dass  nicht  nur  von  diesen  beiden 
Gattungen  von  Oeffnungsmaassen  die  algebraische  Summe  genommen 
werden  müsse,  sondern  dass  in  den  Anwendungen  die  Oeffnungen 
noch  etwas  grösser  gemacht  werden  müssten,  damit  der  ganze 
Strahlenkegel,  dem  der  besonders  betrachtete  Lichtstrahl  als  Haupt- 
strahl angehört,  durch  die  Linsen  hindurch  gehen  könne. 

Die  vorstehenden  Gleichungen  geben  in  allen  Fällen  die  voll- 
ständigen  halben  Oeffnungen,  oder  die  vollständigen  Oeffnungsmaasse. 


63. 

Die  in  den  Gleichungen  des  vor.  Art.  vorkommenden  C  und 
ö Coefficienten  können  durch  die  Vereinigungsweiten  </',  a",  a",  etc. 
und  «,  «',  «",  a'",  etc.  der  Lichtstrahlen  vor  und  nach  den  einzel- 
nen Linsen  ausgedrückt  werden.     Aus  dem  Art.  49  u.  f.  folgt  ohne 

Weiteres,   dass  C  =  -  ist,  da  aber 


AbhtnJl.  d.  K.  S.  Geieltsch.  <l.  Wiw.n»ch.  XV. 
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±    1    J.  1 

y  ~~    a         a 

und  a  in  den  folgenden  Ausdrucken  gar  nicht  vorkommen  kann,  so 
können    wir    diese  Linie    liier   vvillkührlich    annehmen.     Setzen    wir 

daher  ar=  oo,   so  wird  a  =  tp ,   und  C  ss  -  ,     welcher    Ausdruck 

angewandt  werden  soll,  weil  er  allen   Ausdrücken   grössere  Gleich- 
förmigkeit verleiht.     Aus  den  Gleichungen  C  =  (c — e)  C  +  1    und 

a  +  a  z=z  e  —  et  der  Artt  49  und  53  folgt  sogleich  C  =  —  ~.    Da 
ferner 

™ 4    a'  4  1    1  J_ 

Li         SS       ■"■»  T    -    -      "^»     '-        ,  ~      SS  •      "^™  - 

9'  «  a  <//  w  a 


sind ,    so  bekommt  man  sogleich  C"  =  —  •  -, ,    und    da    man    diese 
Entwidmungen  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will,   so  ergeben  sich 


C  =   i  C  =  -  a' 

C  —  a'  /^''  —    aa" 

Lt     ss    — — -  \j     ss   —  — .  „- 

etc.  etc. 

In    Betreff  der  D  Coefficienten   giebt  der  Art.  49  zuerst  D'  = 

—  ^/    und   D"  =s —  _  -f.  1      oder  da  .  /  ==  «  +  a   ist,    ß"  =s 

—  -^  —  -,.     Da  ferner 

W  =  —  (*,'  — 0  (^,  ■+■  £)  —  ^/  ,   und   e"  —  e/  =  a+a 

sind,  so  bekommt  man  leicht  D'"  =  J—,  -t-  J,tt,*  und  wenn  diese 
Entwickelungen  fortgesetzt  werden, 

D  =  -J,  D'  =  -  4  -  -, 

f\-»/  */     «     _       ji ff  ■v»'  A^    "     .       ^'  *\  4      .      na'  * 

iv  //f    "   .      ^'  «\a"'  >w  «o' 

\«'  a'/a"  '       a'a" 

wyt  /A7    »  4*  «\ö^'  >«   cm'  \    \  ffff'rt" 

n»"         /A'    "  .      v'  «V"     .       v"  ««'\a*     .        > 


»w  ntt'a" 


a'a"a"' 


oder    wenn   man   diese   von    den   vorhergehenden    abhängig   machen 
will, 
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D'  = 
/)"  = 
If  = 
/)"  = 


—  J 


D'    n 


D'"  .,. 
—ff 

tt  ' 


l* 


-x,a 


IV 


C"  ' 
c    ' 


D 


vt 


yin 


a' 

4 

D'" 
V7* 

+ 

4 

c"7 

+ 

4 

V" 

4- 

4 

etc.  etc. 

Die  Vereinigungsweiten  sind  hier  durch  die  Gleichungen 


a  =  —  oo 


a  =  (p 


imi 


u 


a 


a"-y" 


etc. 


a    =  ^  —  a 
a    =  z/  —  a 

a    =  ^/   —  « 
etc. 


N      • 


(60) 


2u   berechnen. 


64. 


Die  obigen  Ausdrücke   können  durch   die  Einführung   der  ver- 

sc#1iodenen  Brennweiten  auf  andere  Formen  gebracht  werden.  Seien 

^    vorher  die  Brennweiten  der  einzelnen  Linsen  der  Reihe  nach 

ty  *  V> 5  <p\  "elc- »   ("e   Gesammtbrennweiten    der  ersten    und  zweiten 

Linse  0°  ,  die  der  drei  ersten  Linsen  <P°  ,   die  der  vier  ersten  #° 

u.  s.  w.,  so  geben  die  obigen  Entwickelungen  schon 

C    --L 
<p 

Cn  4 

4 


r  = 


*°, 


// 


«A° 


/ff 


etc. 


und  aus  den  vorstehenden  ergiebt  sich  daher  sogleich 


c  =  - 

etc. 


f/f 


M 


«/jO 


fff 


40* 
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Die  Ausdrucke  derjenigen  D  Coefficienten ,  deren  Indices  un- 
grade Zahlen  sind,  bringt  man  leicht  auf  die  folgende  Form 

ff  =  —  fo-m*)' 

^=-^«'"-^«"/-(n+«") 

ü   = Wfa wa -,a  —  (<P°  •+•  a  ) 

etc. 

Die  D Coefficienten ,  deren  Indices  grade  Zahlen  sind,  können 
zu  Functionen  der  verschiedenen  Brennweiten  gemacht  werden.  Man 
findet  leicht  die  folgenden  einfachen  Ausdrücke, 

BT  =  &  (  £L  _  ±\ 

'A*0^     ff) 

etc. 

Hiemit  ist  zugleich,  die  Berechnung  dieser  D  von  der   jener  ganz 
unabhängig  gemacht  worden. 

Jene  D  Coefficienten  werden  auch  zu  blosen  Functionen  der 
verschiedenen  Brennweiten,  wenn  man  sie  auf  ein  Fernrohr  an- 
wendet. Die  obigen  Gleichungen  werden  für  zwei  Linsen,  da  als- 
dann d  =  <p 

^  +  ^+1  =0 
für  drei  Linsen,  da  alsdann  a"  =  y" 
£-  +  *  +  *!!>  +  *  —  n 

7 "  9'  y"  — 

für  vier  Linsen,  da  alsdann  d"  =  (p" 

v'"  T  tf  T  <p'  T  <p'»  ^"  ■  —  v 
für  fünf  Linsen,  da  alsdann  dv  =  (pn 

</'»    "*"  y'"   "*"    9"    "■"  y»'  "*"    <jn     "*"* 
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65. 

Die  vorhergehenden  Ausdrücke  geben  Anlass  zu  neuen  Formen, 
wenn  die  Vereinigungsweiten  auf  ausgedehntere  Weise  benutzt  wer- 
den.   Seien  von  den  (60)   ausgehend 


a  as  —  oo, 

a  = 

<P 

a   =  <</  —  a  , 

a  = 

aty' 

a'-<p' 

ß  =  z/  —  a  , 

"  — 

a"-tf." 

\ 

a  =  z/  —  a  , 

etc 

a   = 
.  bis 

a'"<f'" 
a'"-<p"* 

a*-1  ■»//"-«  — aT 

-2 

5 

uT-<  = 

a#      =—  oo< 

a       = 

r 

9> 

a        =  ^7  —  a  . 

n 

a       = 

a",y" 

a       =  z7  —  a    , 

in 

a        s 

a'",  <p"' 

a"',-y'" 

etc.  bis 

2 

5 

«"-■  = 

fl        =  —  oo, 

a         = 

»/ 
V 

a       =  ,7  — tt    , 

a        = 

»"'„rf"' 

a'"„-f//" 

etc. 

bis 

,.  A*  -  1  //*  -  2           „  t*  - 

0                                                 « 

-2 

9 

a,/*-i<//*-» 

a,/i-»-7'*-i 

fr*-1  =oo 

/T-'ss: 

^- 

t"-2  =  sr-^  —  tr 

-! 

1 

/*""*=: 

6A*-2^-2 
6A*-2-.v/*-2 

y-*  _  ,,/*-»_  ^> 

-2 
1 

f~Z  = 

ftM-4     =    J*-*_f- 

-3 

9 

/^"4  = 

6^-4„yA*-4 

etc.  bis 

« 

b            =s/-f, 

* 

/*» 

6— y 
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v--^--^-,  •     A— -^ass 


&/*-3_r/f*-3 

J 
6. 


etc.  bis 


6         =  J  -ß'  ,  ß       =  -^'- 


6;-  =  ^-  -  £*-*,       #;-<  =  fey.;:;7_44 

etc.  bis 
6        =  //  _  ß  • ,  *       =  A?_. 

u.  s.  *w.  bis  man  auf  die  beiden  letzten  und  bez.  die  beiden  ersten 
Linsen,  für  sich  allein,  kommt.  Die  letzte  Abtheilung  wird  dabei- 
sein, für  die  a  und  « 

/*-2  /*-2  A*-2 

/*-2  '  p— 2  ' 

V-2      ' 

und  für  die  6  und  ß 

Durch  Hülfe  dieser  Vereinigungsweiten  kann  man  alle  verschie- 
denen Gesammtbrennweiten ,  die  Haupt-  und  die  Brenupunkte,  so 
wie  die  D  Coefficienten  auf  sehr  einfache  Weise  ausdrücken.  Die 
C  Coefficienten  sind  schon  im  yor.  Art.  durch  möglichst  einfache 
Ausdrücke  erhalten  worden. 

66. 
Man  erhalt  sogleich  für  die  Gesammtbrenuweiten  die   folgenden 
doppelten  Ausdrücke, 

0°        =    (ß-y         =    —    ff)  -f 

**  n     —  W  m"     "~  "ft.u-3 

00       _    _   00   «"'_    _    0'      ^"4 


w  ßu-b 


<a'"  "    m  6,t_4 

0»  =  —  00  HZ  =  —  0' 

etc. 


'"  "'<*"'  '"^1-5 
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0     =  — 


tt 


ti 


itt, 


&     =:_ 


m 


0'    ?L_   — 


ttt 
ttt 


—  $ 


0'       =    —    0'      ^    =    —    0 


'"&V  -4 


etc. 


0"       SS    — 

III 


n  a 


Itt 


"tt 


<p    Ä 


tv 


&"     ^-     = 


WO 


-0 


mt      /*"«  — 4 


w 


"     ^M- 


*-6 


etc. 


*'"*  =  -y'"  :-*£  =  - 


*v 


'ttt 

etc. 


v  v* — ; 


etc. 


Bezeichnet  man  die  Brenn-  und   die  Hauptpunkte  auf  dieselbe 

Weise,  und  zwar  die  ersten  mit  F*  und  Epq,  und  die  zweiten  mit 
f %  und  Eqp,  wo  immer  p  <  q  anzusetzen  ist,  so  ergeben  sich 
sogleich 

*\  -«-.v.  n  =  *",  +  «" 

F^=e-^4  F^=e'',  +  <T 

F\  =e  —  ß     .  F"0   =  e"    -C- «" 

f»                                           I     14—  5  w                                f 

■ 

etc.  etc. 


t 

ß't-z 

F" 

t 

m 

i 

^-4 

ptn 
t 

III          m             IN 

=  e     +  a 
t           t 

¥' 

tv 

i 

/^-3 

F" 

>V          m            IV 

=  e     ■+•  a 

t           i 

etc. 

- 

etc. 

Ml 

» 

ß\-A 

.    r 

tu     _         w 

aas  e     +  a 

l                             H 

*\ 

etc. 

1^-5 

F,¥ 

IV     m           tv 

s=s  c     +  a 

1                      u 

etc. 

r„ 

_    ,M 

f  fi-* 

IV       .              IV 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

150  P.  A.  Hansen,  [88 

Die  Hauptpunkte  bekommt  man  hierauf  durch  die  allgemeinen  Glei- 
chungen 

Ep  =  Fp  -#-  0P     EH  ss  Fq  </* 

**    q    —     M     q      »^  7 '  P    ^^  P  1 

Alle  diese  Gleichungen  folgen  aus  dem  Vorhergehenden  durch  so 
einfache  Betrachtungen,  dass  es  wohl  nicht  nöthig  sein  wird  diese 
anzuführen. 

67. 

Um  für  die  D  Coefficienten .  deren  Index  (»ine  grade  Zahl  ist, 
einfache  Ausdrücke  zu  erhalten,  mache  ich  auf  die  allgemeine  Glei- 
chung 

F  —      —!^— 

des  Art.  50  aufmerksam,  welche  sogleich  nach  Einführung  der  spa- 
ter gewählten  Bezeichnung  der  verschiedenen  F  und  c,  so  wie  der 
Ausdrücke  des  Art.  64  für  die  C  Coefficienten, 


V 

/>-2 

• 

TT 

_    ßf*-4 

TT 

etc. 

giebl.  Um  aucli  für  die  D  Coefficienten  mit  ungradciu  Index,  neue 
Ausdrucke  zu  erhalten,  wende  ich  mich  an  die  zweite  Gleichung  (30.. 
welche  allgemein 


IT"1  a 


fl»«-2CW«-!_  4 


giebt.     Hieraus  folgen 


IT  =  -  (a"£f  *  +  *.,) 

ar  -  -  ff  +  ,, ) 

etc. 
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Bei  der  Anwendung  auf  ein  Fernrohr  tritt  eine  Abkürzung  ein. 
Man  findet  leicht,  dass  in  diesem  Falle 

ßT~x  =  a""1,  6*~2  =  aT-\  f~*  =  a*"2,  etc. 

werden,  und  also  nicht  besonders  berechnet  zu  werden  brauchen. 
Ferner  sind  in  diesem  Falle  verschiedene  Brennpunkte,  die  im  All- 
gemeinen von  einander  verschieden  sind,  identisch.     Es  werden 

*"„_,  -  /;,  f;_,  -  r„  *•„._,  _  r„  f%_,  =  f-„  etc. 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass  immer 


Vi  —  I         =  f  o 


die  letzte  dieser  Gleichungen  ist.     Es   wird   ferner  von   den  obigen 

Ausdrücken,  die  ü\  D'\  etc.  geben,  derjenige  für  ff*1**  unbestimmt, 

aber  da  jetzt 

nw*— *  _      * 

ist,  so  bekommt  man 

« 

womit  Alles  bestimmt  wird.  Wenn  man  ohnehin  die  C  und  D  Coef- 
ficienten  berechnet,  so  kann  man  auch  den  Ort  des  Auges  und 
dessen  Gegenpunkt  unmittelbar  durch  die  (58)  berechnen. 


§  3. 

Berechnung    einiger    Beispiele    der    Anwendung    der    im 
Vorhergehenden   entwickelten  Ausdrücke. 

68. 

Um  die  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Aus- 
drücke zu  zeigen,  werdfe  ich  zuerst  den  Gang  der  Lichtstrahlen 
durch  ein  bekanntes  Objectiv  berechnen,  welches  zu  den  besten  der 
vorhandenen  Objective  gehört.  Ich  wähle  dazu  das  Objectiv  des 
Königsberger  Heliometers,  dessen  Dimensionen  Bessel  in  Schu- 
machers Astr.  Nachr.  B.  XVIII  Sp.  106  veröffentlicht  hat.  In  den 
hier  gewählten  Bezeichnungen  sind  für  dieses  Objectiv 


152  P.  A.  Hansen,  [W 


P.  A.  Hansen, 

-1-    838H64 

—    333.768 

d  =6hQ 

—    340.536 

d'  =0 

—  11 72.508 

d"  =  4.0 

Das  Brechungsverhältniss  der  ersten  (Kronglas-)  Linse  ist 

=  1.529130 
und  das  der  zweiten  (Flintglas-)  Linse 

=  1.639121 

angegeben,  und  es  müssen  diese  als  die  Brechungsverhältnisse  der 
mittleren  Strahlen  angesehen  werden,  da  ausserdem  nur  das  Zer- 
slreuungsverhältniss 

dn  :  dri  =  1  :  2.025 
angegeben  ist. 

69. 

Da  die  hier  entwickelten  Ausdrucke  den  Gang  bestimmter  Licht- 
strahlen geben,  so  müssen  wir  aus  den  vorstehenden  Angaben  die 
Brechungsverhältnisse  für  zwei  bestimmte  Gattungen  von  Lichtstrah- 
len berechnen.  Setzt  man  für  die  Kronglaslinse  das  Brechungsver- 
hältniss 

=  1.518700 

und  in  Folge  des  angeführten  Zerstreuungsverhältnisses  für  die  Flint- 
glaslinse dasselbe 

=  1.618000 

so  werden,  wie  aus  einer  Yergleichung  mit  anderen,  aus  demselben 
Münchener  Institut,  in  welchem  dieses  Objectiv  verfertigt  worden 
ist,  hervorgegangenen,  bekannten  Glasarten  sich  zu  erkennen  giebt, 
diese  Brechungsverhältnisse  einem  Punkt  in  dem  hellsten  Theile  der 
rothen  Strahlen  entsprechen.  Für  die  violetten  Lichtstrahlen  wird 
man  hierauf,  in  Folge  der  oben  angegebenen  mittleren  Brechungs- 
verhältnisse 

1.539560 

und  1.660242 
erhalten. 
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70. 

Die  im  Vorhergehenden  verlangten  Data  werden  nun,  zufolge 
des  Art.  2,  und  wenn  man'  die  wUlkuhrliche  Abscisse  q  =  0  setzt, 

p    =  +    838.464  q   am    0 

p    =  —    327.768  q   am    6.0 

p   =  —    334.536  g"  =    6.0 

!>'"=  —  1162.508  <jf'"=  40.0 

und  wenn  man  die  rothen  Strahlen  betrachtet,  für  die  erste  Linse 

iV=  1.518700 

und  für  die  zweite  . 

N'  =  1 .61 8000 

Für  die  violetten  Strahlen  hingegen,  und  für  die  erste  Linse  wird 

N  ss  1.539560 

Tür  die  zweite  hingegen 

N'  «1.660242 

71. 

Untersuchen  wir  zuerst  den  Gang  der  rothen  Lichtstrahlen,  die 
in  der  Nahe  der  Abscissenachse  einfallen;  der  rothen  centralen 
Strahlen,  wie  ich  mich  ausdrucken  werde. 

Durch  die  Ausdrucke  des  Art.  52  ergeben  sich  die  Substituten 
der  Halbmesser  der  brechenden  Oberflachen  und  der  Linsendicke, 
in  Bezug  auf  die  erste  Linse 

l  =  +  1615.896 
(»,=  +  643.470 
d  =  +        3.951 

Hiemil  die  Brennweite 

<p  =  +  461.014 

Die  Hauptpunkte 

e  =  +  2,831 
e,=  +  4.873 

und  die  Brennpunkte 

/  =  —  458.183 
/;  =s  +  465.887 
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welche   letztere   übrigens    hier    nicht    gebraucht   werden.      Für    die 
zweite  Linse  bekommt  man  eben  so 


*     ^^ 

551.030 

/                   _ 

1897.265 

<)'  = 

2.472 

<p  =  — 

778.000 

1 

e   ss  4- 

4.986 

e't  =  + 

6.510 

r-  + 

782.986 

/"    SB    

771.490 

Art.  54  geben  hier 

^/=  •+■ 

0.113 

</>  =  + 

1131.095 

£s 

2.667 

£s 

6.233 

F=  — 

1128.428 

F=  + 

1137.328 

Dieser  Werth  von  Ft  ist  die  Abscissc,  unter  welcher  der  ausfahrende 
Strahl  die  Abscissenachse  schneidet,  also  werden 

£"=  +  1137L328,   if  =  0 

die  Coordinaten  des  Bildes  eines  Gegenstandes,  welcher  in  der  Ab- 
scissenachse in  unendlich  grosser  Entfernung  auf  der  Seite  der 
ersten  Linse  liegt.  Wenn  dieser  Gegenstand  nicht  in  der  Abscissen- 
achse liegt,  sondern  vor  der  ersten  Brechung  die  Gesichtslinie  nach 
demselben  mit  der  Abscissenachse  den  Winkel  «  macht,  so  hat  zwar 
|"  denselben  Werth  wie  oben,  aber  die  Ordinate  wird 

tf  =  —  €  $ 

zufolge  des  Art.  51.  Ist  daher  z.  B.  *=16',  so  wird  der  ent- 
sprechende Werth  der  Ordinate  des  Bildes 

tf  =  —  5L26H 

72. 

Nehmen   wir  jetzt   die   violetten  Strahlen  vor,   so   erhalten   wir 
auf  dieselbe  Weise  wie  vorher,  für  die  erste  Linse 
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für  die  zweite  Linse 


?■  + 

1553.421 

9,—  + 

618.591 

d  = 

3.897 

q>  =  •+• 

443.211 

e  = 

2.792 

i    ' 

4.888 

440.419 

/>  + 

448.099 

i 

515.775 

1775.876 

&  = 

2.409 

9>'  —  — 

728.282 

/ 

5.012 

# 

6.598 

/"*  +  733.294 
/;'=—    721.684 

und  für  beide  Linsen  im  Ganzen 

J=+  0.124 
<J>  =  +  1131.795 
E  =  2.599 

E  =  6.281 

F=r  —1129.196 
F  =s  -|-  1 1 38.076 

also  werden  jetzt  für  Strahlen,   die  parallel  mit  der  Abscissenaclise 
einfallen 

*"==  +  1138*076,   7/'  =  0 

so  wie  für  Strahlen,  die  unter  einem  Winkel  von  1 6'  einfallen,  £"  wie 

vorher,  aber 

tj"  =  —  5L2676 

73. 

Zur  Berechnung  der  Vereinigung« weiten  der  Randstrahlen  brau- 
chen wir  die  Grösse  der  Oeffhung  des  Objectivs,  und  diese  findet 
sieh  in  den  Königsberger  Beobachtungen  =  70  Linien  angegeben, 
folglich  k  =  35Ij0.      Aus  den  im  Art.  70  angegebenen  Werthen  der 
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p  und  q  erhalten  wir  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  24  oder  31  die 
in  jedem  Falle  anzuwendenden  Constanten 

log  A  =  0.39988S»  ,  log  B  =  0.543229 
Iogi4'  =  9.991281  ,  log  ß  ==  8.298297 
log  A"=  9.463047    ,     log  /T=  9.848900 

und  wenden  wir  uns  zuerst  zu  den  mit  der  Abscissenachsc  parallel 

einfallenden  Strahlen,  und  bedienen  uns  des  Verfahrens  des  Art.  31. 

so  erhalten  wir 

«  =  0,   *  =  35.0 

woraus  jedenfalls 

6  =  2°  23'  35'.'70  ,   a  =  +  0.731 

folgen.     Betrachten  wir  zuerst  die  rothen  Strahlen,  so  ergeben  sich 

die    folgenden   Werthe    der   übrigen    zu    berechnenden   Winkel    und 

Linien, 

a    =  0°  49'    3'.'55  0'   «  —  6°    0'  39? 0 

«"  =4  22  31.6  Ö"  =  —  5  53  25.7 

«'"  =  0  26  36.5  0'"  m:  —  1    42  21.7 

«"  =  1°  46' 231' 5 
logJk'"=  1.542915 
a"  =  9.480 

und  die  Gleichung  des  Lichtstrahls  nach  der  letzten  Brechung, 
nemlicl) 

y  =s  f  a  —  X)  tg  «    +  k 

ist  völlig  bekannt.  Nennt  man  wieder  f  die  Abscisse,  unter  wel- 
cher der  jetzt  betrachtete  Strahl  die  Abscissenachse  schneidet,  so 
bekommt  man 

£"ÄH37L049 

Für  die  violetten  Strahlen  folgt  auf  dieselbe  Weise 


$ 

= 

0°  SO' 

20"  4  4 

7/  = 

— 

6° 

0' 

38"2 

u 

=r 

4 

34 

11.0 

0"  = 

— 

5 

53 

24.9 

== 

0 

23 

15.5 

U      = 

0'"  = 
1°  46'  17'.'2 

1 

42 

22.4 

los:  k"r  = 

«7 

1.542965 

nt 

9.480 

und 

hiemit 

1 1 38L293 
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74. 

Die  Betrachtung  der  Lichtstrahlen,  die  zur  Abscissenachse  geneigt 
einfallen,  fuhrt  auf  weit  grössere  Mannigfaltigkeit,  aber  wir  können 
uns  hier  begnügen,  blos  diejenigen  zu  betrachten,  deren  Einfalls- 
winkel entweder  ein  Minimum,  oder  ein  Maximum  ist,  oder  mitten 
zwischen  diese  beiden  Werthe  fällt.  Die  zwei  zuerst  genannten 
Strahlen  können  wieder  durch  das  Verfahren  des  Art.  31  behandelt 
werden,  da  sie  mit  der  Abscissenachse  in  Einer  Ebene  liegen.  Im 
ersten  Falle  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Neigung  des  einfallenden 
Strahls  zu  16'  annehmen, 

a  =  0°  1 6'  0\   k  =  35.0  ,    0  =  2°  23'  35:70 

und  hiemit  für  die  rothen  Strahlen 

d   =  0°  59'  35:4  0'    =  —  6°    0'  32"5 

a"  =  4   39  37.1  ö"  =  —  5   53  19.1 

a    =  0   36  29.7  (T  =  —  1    42  17.1 

«'"=2°2'21'.'7 
logF=  1.542590 
a"  =  9.481 

y  ss  (9.481  —  x)  tga"  +  34.881 1 

Die  Substitution  der  Abscisse  für  die  rothen  Parallelsirahlen,  welche 
eben  gefunden  wurde,  fürx  giebt 

y  =  -,  5L2701 

und  die  Substitution  des  Werthes  der  Ordinate  Air  die  rothen  Central- 
strahien,  welcher  oben  erhalten  wurde,  giebt 

^sH  36L839 

Für  die  violetten  Strahlen  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Art 

«*   sj>    0' 43"7  0'   =  —  6°    0' 31"7 

«"  =  4  50  16.9  (/'  =  —  5  53  18.2 

«'"  =  0   32  53.7  0'"  —  —  1    42  17.9 

u   =  2°  2'  1 5"4 
logft"'=  1.542647 
a"  =  9.481 

y  s=  (9.481  —  *•  tg«"  ■+-  34.8857 
und  anf  dieselbe'  Art  wie  vorher 
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y=-  5L2752 
und  bez.  x  =  1138.019 


75. 

Im  zweiten  Falle,  nemlich  im  Maximum  des  Einfallswinkels  wird 

a  =  0°  1 6'  0",   k  =  —  35.0  ,    9  =  —  2"  23'  35'.'70 

und  hiemit  für  die  rothen  Strahlen 

a    =s  —  0°  38'  31?8  ö'   =  6°    0'  15"9 

«"  =  —  4     7  27.1  ö"  =  5  53  32.5 

«'"  =  —  016  43.6  ft'"  =  1    42  26.4 

a"=  —  1°,  30' 2610 
log&'"=  1.543317« 
«'"  =  9.480 

i/  sb  (9.480  —x)  tga"  —  34.9395 

and  hieraus  eben  so  wie  oben 

y  =  —  5''2708 
und  bez.  x  mm  1137.293 

Für  die  violetten  Strahlen  ergiebt  sich 

«'   ss  —  0°  39'  57"2  0'   ms  6"    0'  4  4"  5 

«"  =  —  4   18     5.6  0"  =  5  53  31.1 

vi"  =  —  0    13  37.6  (("  =  1    42  26.8 

«"  =  —  lü  30'  19'.'ü 


log*'"  =  1.543346» 
«'"  =  9.480 

y  =  (9.480  —  x)  tg«'"  —  34.9418 

und  in  demselben  Sinne  wie  vorher 

y  s  —  5L2755 
und  bez.  x  s  11 38.593 

76. 

Im  dritten  Falle  denken  wir  uns  einen  einfallenden  Lichtstrahl, 
welcher  mit  den  in  den  beiden  vorhergehenden  Füllen  befrachteten 
Lichtstrahlen'  parallel  ist ,  für  welchen  also  a  denselben  Wcrth  hat 
wie  vorher.     Dieser  Lichtstrahl  soll  al>er  den  Rand  des  Objectivs  in 
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einem  der  beiden  Punkte  treffen,  die  90°  von  den  beiden  bisher 
betrachteten  Punkten,  welche  einander  diametral  gegenüber  stehen, 
liegen.  Es  wird  daher  auch  6  denselben  Werth  haben,  wie  vorher,  abec 
es  werden  y  —  ßss  +  90°  und  k  =  35.0  sein,  während  ß  willktihr- 
lich  angenommen  werden  kann.  Da  es  gleichgültig  ist,  welchen 
dieser  beiden  Punkte  wir  annehmen,  so  sollen  jetzt 

a  =  0°  16'  0",   ß  =  0  ,    k  =  35.0  ,   y  =  90° 

sein,  worauf  wie  oben 

d  =  2°  23'  35:'70 
folgt.    Wenden  wir  nun  das  zweite  allgemeine  Verfahren,   oder  mit 
anderen  Worten,  die  im  Art.  24  zusammengestellten  Gleichungen  an, 
so  erhalten  wir,    da    die   Logarithmen    der   Constanten  A,   A',   Ä\ 
fi,  /T,  B'  schon  im  Art.  73  berechnet  worden  sind, 

für  die  rothen  Lichtstrahlen, 
18te  Brechung. 

log  j  ,g*  Ä  °-95fIf  *  *  -  *  24'  »?0  ,   ft  =  1»  35'  7* 
ö|sinz=r  9.997324,  P 

2U  Brechung. 

9  =  0°4'46V2,   r  =  83°  38\44''5  ,   /?— /J  +  r  s=  161°  31' 33'.'1 

tg w  s=  9.52391 5» ,     tg«  =  8.1 64284  ,     tg/  =  9.27501 4n 
cosw'  =  9.97701 7n,   cos«  =  9.999953  ,   cos /  =  9.992427» 

X  =  —  6°  49'  50^9  ,  ^'  =  —  10°  24'  23"3    ,  ß'  =  77°  52'  48?6 


log 


< 


3U  Brechung.* 
q'  =  _  0«  49'  1 8:7 ,  r  ■>  1 69°  1 9'  59?7 ,  ß"—ß'+  r'=  1 77°  59'  1 5"9 
lgw*  =  8.547021  n,     tga"  =  8.886210  ,     tg/.s=  8.543294» 
cosw*  =  9.999730» ,  coso"  =  9,99871 8  ,  cos/  sb  9.999735» 
1"  =  _  10»  17'  10"1 ,   fi"  wm  —  6°  20'  10"0  ,  /?"  s=  86°  3ST  4?8 


log 


4**  Brechung. 

9*  ss  — 4°  23' 51  "3,  r*s=178°0'lT7,  /*""  —  ß'+r**  161°  4'  15?1 

lo  |  tg«f  s  9.535239» ,     tga"  ■>  7.91 6880  ,     tg/  =  9.458839» 
Icoso»"  ■  9.975853» ,  cos«"  —  9.999985  ,  cos/  a  8.982740« 

/."=»  — 2°  9' 20:7  ,   /*"»=  —  3°  29' 21:6,   0"  s=  69°  36'  2"2 

Attaodl.  d.  K.  8.  GeMlIich.  d.  Wincoicb.  XV.  1 1 
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Schlussrechnung. 

H  =  —  0°  29'  32"4  ,   v"  =  90°  2'  32"8  ,   f  =b  81°  27'  55''8 
log  fo  =  9.982741«  ,   sinö"  =  8.473806«,   sin  «'*  =  8.495405 
log  r  =  1 .542922  ,   a  =  9.484 
und  hiemit 

y  =  —    0I,0269  +  (9L484  -  x)  tga"  cos£" 
*  «  +  34.9078  •+■  (9.484  —  *)  tga"  sin/?" 

mit  den  Werthen 

log  tga"  cos/T  =  7.667065 
log  Ig a    sin ß'"  b  8.490781 

Snbslituirt  man   in   die   vorstehenden  Gleichungen  des  ausfahrenden 
Lichtstrahls,  wie  oben,  die  Abscisse 

ar  =  1 4  37L049 

so  ergeben  sie 

y  =  —  5L2524  ,    s  =  ■+■  0L0801 

Für  die  violetten  Lichtstrahlen 
erhält  man 

1*te  Brechung. 
X  und  X  wie  oben  ,   /*  =  1  °  33'  49"9 

2te  Brechung. 

g  und  r  wie  oben  ,  ß'  —  ß  +  r  =  161°  58'  51"3 

to    I  tgw'  =  9.54  2347«,     tga'  =  8.174747,     tg/ =  9.256697 
}cosw'  =  9.978454» ,  cos«  s*  9.999952  ,  cos*'  =  9.993031 

A'  =  —  6»  51'  6''5  ,  fi  s=  —  10°  35'  1"4  ,   0'  =  78°  20'  6^8 

3to  Brechung. 

9*  =  —  0°  50'  35"4 ,  r*  ■>  4  69«  45'  51  "6 ,  /?"—  /?'+  r'  =*  4  78"  5'  53"0 
j      l  Ig©*  =  8.522624 n,     tga*  =  8.903434  ,     lg**  =  8.548809» 
jcos»"  =  9.999759n ,  cos a  «■  9.998642  ,  cos/  =  9.999763» 

A"  sc  —  40°  27'  48 "4  ,   /<"  =  —  6°  46'  47"7  ,   ß"  =  86°  40'  8"2 
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4"  Brechung. 

?'=  _  40  34'  30:2,  r"=  178»  6'  52''8,  f—ß"+  r"=  458°  55'  29?2 

log]  t8w"Ä  9.585891  »,     tga"  =  7.864808 ,     tgjf  =  9.516034» 
|cos©"  =:  9.969931h  ,  coso"  ss  9.999988  ,  cos*"  =  9.977796w 

X"  =r  —  2«  5'  59"8  ,  p  =  —  3°  29'  1  6?1 ,  /T  =  67°  28'  44"6 

Schlussrechnung. 

tf  =  —  0°  26'  30"1 ,  v"  »  90°  2'  28:4 ,  (T  «  81»  27'  25V9 
log  {9  =  9.977797»,  sin«T  =  8.473844»,  sin«"  =  8.494996 
log  T  =  1 .542960  ,        «"  =  9.481 

und  hiemit 

y  =  —    0l0251  +  (9H81  —  a?)  tg«"  cos/J" 
z  =  +  34.9108  -+•  (9.481  —  x)  tga"  sin^" 

mit  den  Werthen  . 

log  tg«"  cos/S"  «=  7.667033 
log  tga"  sin/?"  =  8.490364 

Sabstitairt  man  in    diese  Gleichungen,   wie  oben  für    die   violetten 
Lichtstrahlen 

x  =  1 1 38L293 

so  erhalt  man 

y  =  —  5L2690  ,   z  =  —  0L0021 

Die  Untersuchung  des  Ganges  des  diametral  gegenüber  einfal- 
lenden Lichtstrahls,  oder  desjenigen,  für  welchen  t/;  =  —  90°  wird, 
ist  überflüssig,  da  für  diesen  y  und  z  dieselben  absoluten  Werthe 
bekommen,  und  y  mit  demselben,  %  aber  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  erhalten  werden  müssen. 

77. 

Stellen  wir  die  im  Vorhergehenden  für  dieses  Objectiv  erhal- 
tenen Vereinigungsweiten  zusammen,  so  ergiebt  sich 

für  die  rothen  Lichtstrahlen,     fUr  die  violetten  Lichtstrahlen 

Centralstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallen: 

{"  =  H  37.328,  r/'  =  0  ;     |"  =  1 1 38.076,  tf  =  0 
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Centralstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  einen  Winkel 

von  16'  machen. 
Die  |"  'wie  vorher. 

^  =  ^'5.2644;     tf  =  —  5.2676 

Randstrahlen,  die  mit  der  Abscissenachse  parallel  einfallen: 
|"  =  1  1  37.049,  ff  =  0  ;     $"=11 38.293,  q  =  0 

Randstrahlen,  die  unter  einem  Winkel  von  16'  einfallen 

a)  bei  d$m  kleinsten  Einfallswinkel: 

x  =*  1137.049,  y  =  —  5.2701 ;     a?  =  1138.293,  y  a  —  5.2752 

oder  oder 

s  s  1 1 36.839,  y  =  —  5.2644  ;     x  =  1 1 38.01 9,  y  =  —  5.2676 

b)  bei  dem  grössten  Einfallswinkel : 

x  =  1137.049,  y=  — 5.2708;     s  =  1138.293,  y  =  —  5.2755 

oder  oder 

x  =  1 1 37.293,  y  =  —  5.2644  ;     a  =  1 1 38.593,  y  =  —  5.2676 

c)  bei  einem  mittleren  Einfallswinkel: 

x=  1137.049  x=  1138.293 

y  =  —  5.2524  y  —  —  5.2690 

2  =  +  0.0801  %  =  +  0.0021 

Bessel  hat  seine  in  Seh  um.  Astr.  Nachr.  befindliche  Untersuchung 
dieses  Objectivs  weniger  vollständig  ausgeführt. 

r 

Ich  werde  noch  den  Gang  eines  Lichtstrahls  durch  verschiedene 
andere  Linsensysteme  beispielsweise  untersuchen,  kann  aber  hiebei 
nicht  mit  solcher  Genauigkeit  und  Ausdehnung  verfahren,  wie  im 
vorhergehenden  Beispiel,  da  mir  dazu  die  erforderlichen  Daten  feh- 
len. Namentlich  fehlen  mir  die  \  genauen  Angaben  der  Brechungs- 
verhältnisse  der  Glasarten,  aus  welchen  die  Linsen  bestehen  *  auch 
sehe  ich  mich  genöthigt,.  die  vorkommenden,  zur  Herstellung  des 
Achromatismus  dienenden  Doppellinsen,  die  ich  entweder  nicht  aus 
ihren  Fassungen  herausnehmen  kann,  oder  die  an  einander  gekittet 
sind,  als  einfache  Linsen  zu  betrachten,  und  demgemäss  ihre  Haupt- 
punkte zu  ermitteln»*-  Zur  Abmessung  der  Brennweiten,  Dicken  und, 


.  * 


101 J  Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  etc.  163 

wo  es  nöthig  war,  der  Krümmungen  der  Linsen  habe  ich  mir 
Apparate  anfertigen  lassen,  die  für  meinen  Zweck  hinreichende  Ge~. 
nauigkeit  gewähren. 

Nehmen  wir  zuerst  das  astronomische  Ocular  vor,  in  welchem 
ein    reelles  Bild  vorhanden  ist 

Die  Abmessungen  eines  Oculars  dieser  Gattung,  welches   von* 

_  .  .      <  ,  * 

Fraunhofer  verfertigt  ist ,  und  aus  zwei  einfachen  Linsen  besteht, 
gab  für  die  erste  Linse  die  Brennweite  =37.0,  und  die  Dicke 
ss  3.3;  für  die  zweite  Linse  die  Brennweite  =  11.3,  und  die  Dicke 
=  1.2  Die  Entfernung  der  beiden  inneren  Flächen  dieser  beiden 
Linsen  fand  ich  =25.5.  Die  Einheit  aller  Maasse  ist  hier  wie  im 
Folgenden  das  Millimeter.  Beide  Linsen  sind  plan-convex  und  keh- 
ccu  ihre  ebenen  Oberflächen  dem  Auge  zu. 

Wir  bekommen  zuerst  hieraus 

d  ss    3.3  q  a    0  • 

S  =  25.5  q  =    3.3 

(T=    1.2  q   =28.8 

<f  =  30.0 

c  •  •  *  •  • 

und  nimmt  man  das  Brechungsverhältniss  des  Glases,  aus  welchem 
die  Linsen  bestehen, 

IV«  1.53 
an,  so  ergeben  sich 

q  =  37.0  ,  <>,=«>,  d  =  2.157 ,   tp  s=  37.0 
p'ssH.3,   e/  =  oo,   d'  =  0.784,   9/ =11.3 
so  wie  die  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen 

e   am    0 

1 
4 

«,  -    1**3  ^=27.657    . 

e  =s  28.8 

e/  **  29.21 6 

Betrachten  wir  hierauf  beide  Linsen  als  ein  Ganzes,  so  erhalten  wir 

die  Gesammtbrennweite     <P  =  20.26 

=  49.59 
07 

=  29.33 

33 


die  Hauptpunkte  ....   [E  ~  49-5 

VE,  =  1 4.0 

die  Brennpunkte  .  .  .  .    fr   =»  29.. 

\F  =  34.: 
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Von  den  Hauptpunkten  liegt  also  der  erste  ausserhalb,  und  der 
zweite  innerhalb  des  Linsensystems ,  und  von  den  Brennpunkten  ist 
der  erste  blos  geometrisch,  aber  der  zweite  reel,  und  liegt  4.33 
Millimeter  von  der  zweiten  Oberfläche  der  zweiten  Linse  entfernt. 
Die  Verbindung  dieses  Oculars  mit  dem  oben  untersuchten  Objectiv 
giebt,  wenn  das  Mittel  aus  den  dort  erhaltenen  Brennweiten  der 
rothen  und  der  violetten  Strahlen,  nemlich  1 131L4iö  =  2552mm3 
angewandt  wird,  ein  Fernrohr,  dessen  Vergrösserung 

betragt. 

79. 

Gehen  wir  zum  astronomischen  Ocular,  in  welchem  kein  reelles 
Bild  vorhanden  ist,  dem  R am sden sehen  Ocular,  Über,  als  dessen 
Repräsentanten  ich  zuerst  das  folgende,  von  Fraunhofer  verfertigte 
aufstelle.  Dieses  Ocular  besteht  auch  aus  zwei  einfachen,  plan-convexen 
Linsen,  von  welchen  die  convexen  Oberflächen  einander  zugekehrt  sind. 
Für  die  erste  Linse  fand  ich  die  Brennweite  =  34.0  und  die  Dicke 
=  2.3;  für  die  zweite  die  Brennweite  =  22  2  und  die  Dicke  =  1.6; 
die  Entfernung  der  beiden  inneren  Oberflächen  ergab  sich  s=  131. 
Hier  werden  also 

d  ss    2.3  9=0 

<t  =  13.1  q    ==    2.3 

d*=    1.6  q    =  15.4 

f  am  1 7.0 

und  wenn  wieder  iV=  1.53  gesetzt  wird, 

(}  =  od      ,   Qi  =  34.0  ,   d  s=  1.503  ,    <p  =  34.0 
</  =  22.2  ,   <»/  —  oo     ,  d'  =  1 .046  ,  <('  «  22.2 
e  »    1.503 

e>  =    2f  J**  13.100 

e  =  15.4 

<=  15.954 

Ins  Gesammte  betrachtet  erhalt  man  hieraus 

<1>  =  17.52 
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£=       11.83 

E,  =      .  9.20     . 
F  =  —    5.69 
F  =       26.72 

Hier  liegen  also  beide  Hauptpunkte  im  Inneren  des  Linsensystems, 
und  beide  Brennpunkte  sind  reel.  Der  erste  liegt  5**69  vor  der 
ersten  Oberfläche  der  ersten  Linse,  und  der  zweite  9mm72  hinter  der 
zweiten  Oberfläche  der  zweiten  Linse.  Die  Verbindung  dieses  Ocu- 
lars  mit  dem  obigen  Objectiv  giebt  ein  Fernrohr,  dessen  Vergrös- 
scrung 

»M2.3  =  145.7 

47.5S 

beträgt. 

■ 

80. 

Seit  einer  Reihe  von  Jahren   macht  man  diese  Oculare   achro- 
matisch, und  wendet  zu  dem  Ende  statt  der  einfachen  Linsen  theils 
zwei,  theils  Eine  aus  Flint-  und   Kronglas  bestehende  Doppellinse 
an.    Unter  den   verschiedenen  Ocularen  dieser  Gattungen,   die  vor 
mir  liegen,  und  von  verschiedenen  Optikern  angefertigt  sind,  wähle 
ich  die  folgende  zur  Berechnung  aus.   Diese  besteht  aus  zwei  Doppel- 
linsen,   die  ich  hier  aber  als  einfache  betrachten- muss,  da  ich  sie 
nicht  aus  ihren  Fassungen  heraus  nehmen  lassen  mag. 

Die  erste  Linse  ist  an  ihren  äusseren  Oberflächen  plan-convex, 
and  kehrt  ihre  ebene  Oberfläche  dem  Gegenstande  zu;  ihre  Brenn- 
weite ist  =43.0,  und  ihre  Dicke  =7.8.  Die  zweite  Linse  ist 
convex-concav  mit  positiver  Brennweite,  sie  kehrt  ihre  convexe  Ober- 
fläche dem  Gegenstande  zu,  ihre  Brennweite  ist  a=  40.2,  ihre  Dicke 
=  6.0 ,  und  der  Halbmesser  ihrer  concaven  Oberfläche  =  32.0 
gefunden  worden.  Für  das  Brechungsverhältniss  habe  ich  hier  ein 
Mittel  aus  den  Brechungsverhältnissen  des  Krön-  und  des  Flintglases, 
nemlich  iV=  1.58  angenommen.  Wir  bekommen  hieraus  für  die 
einzelnen  Doppellinsen 

q    -     0 
q    —    7.8 
q"  =  27.0 
q"  =  33.0 
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g  =  oo       ,  </,  =       43.0   ,  d  *  4.937,  <p  =  43.0 
q  =  24.86,  (»,'  ss  —  55.47,  d'  =  3.798,  g>'  =  40.2 

e  =    4.937 


e,  =    7j8 
'       e'  =  24.233 

./=  16.433 

e,'  sa  26.860 

und  für  das  Ocular  im  Ganzen 

0  — 

25.89 

E  = 

1 5.52 

£  = 

16.97 

F=  —  10.37 
Ff  =       42.86 

Die  Hauptpunkte  liegen  also  wieder  im  Inneren  des  Oculars,  beide 
Brennpunkte  sind  reel,  der  erste  liegt  1Ömm37  vor  der  ersten  Ober- 
fläche der  ersten  Doppellinse,  und  der  zweite  9mni86  hinter  der 
zweiten  Oberfläche  der  zweiten  Doppellinse. 

81. 

Es  soll  jetzt  der  Gang  eipes  Lichtstrahls  mittlerer  Brechung  durch 
ein  dialytisches,  Galiläisches  Fernrohr,  ein  sogenanntes  Theaterper- 
spectiv,  betrachtet  werden.  Das  erste  Objectiv  besteht  aus  einer  plan- 
convexen  Linse  aus  Kronglas,  die  ihre  convexe  Oberfläche  dem  Gegen- 
stande zuwendet,  das  zweite  Objectiv  ist  eine  aus  Krön-  und  Flint- 
glas  zusammengesetzte  convex-concave  Doppellinse,  die.  ihre  convexe 
Oberfläche  dem  Gegenstande  zuwendet,  das  Ocular  ist  plan-concav, 
und  wendet  seine  ebene  Oberfläche  dem  Gegenstande  zu. 

Die  Abmessung  der  ersten  Linse  gab  ihre  Brennweite  =  132.4, 
und  ihre  Dicke  =  5.5 ;  das  Brechungsverhältniss  werde  ich  =  1 .53 
setzen.  Die  zweite  Linse,  die  als  eine  einfache  hier  betrachtet  Wer- 
den muss,  da  die  zwei  Linsen,  aus  welchen  sie  besteht,  sich  nicht 
von  einander  trennen  lassen,  hat  eine  negative  Brennweite;  der 
Halbmesser  ihrer  concaven  Oberfläche  ist  =  42.0  gefunden  worden, 
und  in  ihrer  normalen  Stellung  ist  die  Entfernung  ihrer  ersten  Ober- 
fläche von  der  zweiten  der  ersten  Linse  =  42.0,  ihre  Dicke  beträgt 
4.0.  Führt  man  sie  in  ihrem  Rohr  soweit  zurück,  dass  sie  die  erste 
Linse  berührt,  so  ergiebt  sich  die  Gesammtbrennweite  beider  Linsen 
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ss  H5.I.  Diese  Daten  gnilgen,  um  die  Dimensionen  der  zweiten 
Linse  berechnen  zu  können. 

82. 

Der  Apparat,  dessen  ich  mich  zur  Bestimmung  der  Brennweiten 
bedient  habe,  giebt  diese  durch  die  Formel 

_  c-l  iß 

wo  c  die  Entfernung  des  Gegenstandes  von  dem  Bilde,  desselben 
bezeichnet,  und  >  4g>  sein  muss,  X  die  Entfernung  des  zweiten 
Hauptpunkts  der  Linse  vom  ersten  ist,  und  b  die  Verschiebung  der 
Linse  bedeutet,  die  erforderlich  ist,  um  bei  unverändertem  c  in  zwei 
verschiedenen  Lagen  derselben  ein  deutliches  Bild  des  Gegenstandes 
zu  erhalten.  Da,  wenn  wie  ümmer  id  die  Dicke  der  Linse  bedeutet, 
näherungsweise  i 

ist,  so  bekommt  man  hiemit  durch  die  obige  Formel  schon  einen 
sehr  genäherten  Werth  von  qp,  den  man  hierauf  durch  genauere 
Berechnung  der  Hauptpunkte  verbessern,  und  überhaupt  so  genau 
wie  möglich  erhalten  kann.  Man  braucht  hiezu  freilich  die  Kennt- 
niss  des  Einen  Halbmessers   der  Linse,   allein  dieser  braucht   nicht 

mit  sonderlicher  Genauigkeit  bekannt  zu  sein. 

« 

Wenn  VT  .und  IV'  die  Dicke  und  das  Qrechungsverhältniss  einer 
zweiten  Linse  sind,  so  ist  nicht  nur  näherurtgsweise 

sondern  wenn  beide  Linsen  sich  in*  sehr  kleiner  Entfernung  von 
einander  befinden,  so  ist  für  dieselben,  als  Ganzes  betrachtet,  die 
Entfernung  des  zweiten  Hauptpunktes  vom  ersten  näherungsweise 

ä  X  +  X' 

Für  ein  solches  System  von  zwei  Linsen  giebt  daher  die  obige  For- 
mel, wenn  man  X  -f-  X  statt  X  darin  substituirt,  die  Gesammtbrenn- 
weite  auf  die  oben  beschriebene  Art  so  genau  wie  überhaupt  möglich. 

Die  obige  Formel  kann  nicht  auf  Linsen  mit  negativer  Brenn- 
weite, die  keine  reellen  Bilder  geben,  angewandt  werden ;  verbindet 
man  aber   eine  solche  Linse   in   möglichst  kleiner  Entfernung  con- 


168  P.  A.  Hansün,  [106 

ceptrisch  mit  einer  zweiten,  die  eine  wesentlich  kleinere  positive 
Brennweite  hat,  so  kann  man  die  Gesammtbrennweite  dieser  beiden 
Linsen  bestimmen,  und  hieraus,  wenn  die  Dimensionen  der  letzteren 
bekannt  sind,  die  Brennweite  der  ersteren  berechnen.  Zu  diesem 
Zwecke  dienen  die  oben  abgeleiteten  Gleichungen 

v  +  vf  —  •'  +  «, 

r  *  &' ff/ 

e  =  q  •+-     - 


die  nach  der  Elimination  von  e   zuerst 

*  (9  +  9  ~  9  —  ^7  9'  +  e,)  =  w' 
und  hierauf 

geben.  Wenn  statt  des  zweiten  Halbmessers  (/  der  Linse  mit  nega- 
tiver Brennweite  der  erste  q  gegeben  wäre,  so  müsste  man  durch 
die  Gleichung 

9  ""  e'  +  e/-*' 
(/  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  vor  ihrer  Auflösung  eliminiren. 
Besonders  einfach  wird  diese  Elimination,  wenn,  wie  bei  dem  oben 
vorkommenden  Ocular,  die  erste  Oberfläche  eine  Ebene   ist.     Denn 
da  in  diesem  Falle  q>  =  q   wird,  so  ergiebt  sich  sogleich 

83. 

Aus  den  in  dem  vorvor.  Art.   angegebenen  Abmessungen  ergab 
sich  nun  für  die  erste  Linse  ohne  Weiteres 

9=  132.4,   Qt  =  00,   d=  3.595,   g>  «132.4,    iV=1.53 

und  aus  den  Angaben  für  die  erste  und  zweite  Linse,  indem  für 
letztere  das  Brechungsverhältniss  zu  1.57  angenommen  wurde,  er- 
hielt ich 

f=  81.92,  (>,'=  —  73.67,  <T=  2.548,  <p  =  —  1060.0,  #'=1.57 

In  Betreff  der  dritten  Linse,  des  Oculars,  habe  ich  ein  ähnliches 
Verfahren  angewandt.     Ich   befestigte  in  Berührung  mit  der  ebenen 
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Oberfläche  dieser  Linse  eine  zweite  convexe  von  angemessener, 
bekannter  Brennweite,  und  bestimmte,  wie  oben  erklart  wurde,  die 
Gesammtbrennweite  dieser  beiden  Linsen.  Da  nun  die  Dicke  der 
ücularlinse  2.5  beträgt,  und  angenommen  werden  musste,  dass  sie 
aus  Kronglas  besteht,  so  erhielt  ich  für  dieselbe 

p"  =  oo,  (>,"=  —  26.38,   d"  =  1.634,   y"=  —  26.38,   iT=  1.53 

Es  werden  nun  zunächst 

d    =    5.5  q    s      0 

£   =34.5  q    =      5.5 

d"  =    4.0  q    =    40.0 

d'"  =  65.922  q'"=    44.0 

<T  =    2.5  <f  =  109.922 

q¥  =112.422 

von  welchen  d'"  durch  Rechnung  so  bestimmt  wurde,  dass  parallel 
einfallenden  Lichtstrahlen  parallel  ausfahrende  entsprechen. 

Wir  bekommen  nun  zunächst  die  Abscissen  der  Hauptpunkte 
der  einzelnen  Linsen 


e    =      0 
e   =      1.905 

r 

e    =  76.66 
e'  =  76.97 
e"  =  111 .556 
e"=  112.422 


J  =  74.75 


^  =  34.586 


denen  wir  noch 


l  s  134.305 
f"  s  1 37.936 


hinzufügen. 

84. 
Die  Berechnung  der  Vereinigungsweiten  nach  den  Ausdrücken 
des  Art.  65  giebt 

«  =  6  =  132.4 
«'=/?'  =  —  57.650,  «'—  b'=   60.966 

o"  =/?"=  — 26.38 

«'=  —  1060.0,  £'  =  —  1060.0 

«" s  1 094.586,  «;  =  —  25.758,  6=11 34.75,  ßt  —      V49.89 

«"=-26.38  ,  /*  =       132.4 
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woraus  man  mit  Anwendung  der  in  den  Artt.  57  und  66  eingeführ- 
ten Bezeichnungen,  durch  die  Ausdrücke  des  letzteren  Art.  zuerst 

0«»UO.oa 
F,°  =  — 1 49.89  Ft'wm  137.936 

■  £•«■—      9.87  F„'=-  2.084 

0— —  24.945 
F'=  134.31  F'=    86.664 

F'=  109.365  E"=  11 1.609 

erhalt.     Man  sieht  durch  die  Vergleichung  mit  den  Angaben  des  vor. 
Art.,  dass  die  Gleichungen 

f;  =  /;,  r-F; 

die  im  Art.  67  erhallen  wurden,  erfüllt  sind. 

Für   die  Vergrösserung    dieses    Fernrohrs    bekommen   wir   nun 
zufolge  der  Artt.  56  und  57 


1  ämt 


qf'a 


5.308 


cbO 

-■^a  Ö.308 
-  -£-  =  5.308 


*. 


H 


mit  einander  übereinstimmend. 

85. 

Rechnen  wir  die  C  und  ff  Coefficienten   nach   den  Ausdrücken 
der  Artt.  64  und  67,  so  ergeben  sich 

logC  =  7.87811  logC  «9.63891 

log  C"  =  7.85382  log  C"  =  9.27509 

log  ff'  =  0.02959  log  ff  =  1 .87361» 

log  D'=  0.72491  log  ff"  =  2.04835» 

Man  kann  nun  zunächst  den  Ort  des  Auges  und  dessen  Gegenpunkt 
unmittelbar  durch  die  Ausdrücke  (58)  berechnen,  zu  welchem  Zweck 
in  diesem  Beispiel  jf  =  6  =  0  und  q  —  e"  =  0  sind ;  man  findet 

/=    91.363 
/  =  593.29 

Der  Ort  des  Auges  liegt  also  im  Innern  des  Fernrohrs,  und  ist  daher 
nur  geometrisch  vorhanden,   wie  von   den  Galiläi sehen  Fernröhren 
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überhaupt  bekannt  ist.  Der  Gegenpunkt  liegt  zwar  ausserhalb  des 
Fernrohrs,  aber  an  dem  unrichtigen  Ende  desselben ,  und  ist  daher 
auch  nur  geometrisch  vorhanden.  Die  vom  Ocular  ausgehenden, 
nach  dem  Objectiv  sich  bewegenden  Lichtstrahlen  haben  ihren  Ver- 
einigungspunkt nicht  an  der  entgegengesetzten  Seite  des  Objectivs, 
sondern  fahren  divergirend  aus,  so  dass  ihr  Vereinigungspunkt,  wenn 
man  sie  rückwärts  verlängert,  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des 
Oculars  zu  liegen  kommt.  Man  findet  leicht,  dass  dieses  in  jedem 
Ga liläischen  Fernrohr  stattfinden  muss. 

86. 

Zur  Berechnung  der  Ausdrucke  für  die  halben  Oeflhungen  nach 
den  Gleichungen  (59)  bemerke  ich,  dass  in  diesen  e  in  Theilen  des 
Kreishalbmessers  verstanden  werden  muss,  und  daher  immer  eine 
kleine  Zahl  ist.  Da  dadurch  der  Ueberblick  erschwert  wird,  so 
ziehe  ich  vor,  die  Coefficienten  von  e  mit  57,°296  zu  dividiren, 
wodurch  die  Einheit  von  e  Ein  Grad  wird.  Somit  bekam  ich  durch 
Hülfe  der  vorstehenden  numerischen  Werthe 


k  =                       /, 

U  =  —  0.063  e  -I-  0.973  l 

k'  am  —0.665« +  0.712/, 

&""  =  —  0.689  e  +  0.671  l 

r  ■  —  1  .920  «  +  0.200  l , 

U  =  —  1.951  «  +  0.189/ 

Man  kann  bemerken,  dass  k  und  &',  fc"  und  k\  k,y  und  kv  sehr 
wenig  von  einander  verschieden  sind,  welches  immer  der  Fall  sein 
wird,  wenn  die  Linsen  nicht  allzu  dick  sind.  Es  zeigt  sich  ferner, 
dass  die  Werthe  des  Coefficienten  der  Ausdrücke  für  k"  und  k"  we- 
sentlich von  den  Werthen  von  C  und  D1  verschieden  sind,  während 
die  Coefficienten  der  übrigen  k  den  Werthen  der  betreffenden  C  und 
/)  Coefficienten  sehr  nahe  gleich  sind.  Ersteres  rührt  davon  her, 
dass  die  zweite  Linse  eine  Meniske  ist,  deren  Krümmungshalbmesser 
weit  kleiner  als  die  Brennweite  sind. 

87. 

Ich  werde  jetzt  ein  terrestrisches  Handfemrohr  auf  ähnliche 
Weise,  jedoch  etwas  ausführlicher,  untersuchen,  da  das  terrestrische 
Ocular,  so  wie  es  seit  langer  Zeit  eingerichtet  wird,  einige  Merk- 
würdigkeiten darbietet,  die  nicht  allgemein  bekannt  zu  sein  scheinen. 
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Das  achromatische  Objectiv  dieses  Fernrohrs  kann  ich  zwar  wieder 
nicht  in  seine  einzelnen  Linsen  zerlegen,  sondern  muss  es  als  einfache 
Linse  betrachten,   aber  dieser  Umstand  ist  auch  hier  ohne  Belang. 

Beide  Süsseren  Oberflächen  des  Objectivs  sind  convex,  und  die 
zweite  hat  einen  Halbmesser  von  ohngefohr  Einem  Meter.  Ich  kann 
in  der  Bestimmung  dieses  Halbmessers  mehr  gefehlt  haben,  als  in 
den  übrigen  Abmessungen,  aber  auch  dieses  ist  dem  Zwecke,  wel- 
chen ich  hier  verfolge,  nicht  hinderlich.  Die  Dicke  dieses  Objectivs 
fand  ich  =  9.7,  und  dessen  Brennweite  =  540.0;  die  Entfernung  * 
der  zweiten  Oberfläche  desselben  von  der  ersten  Oberfläche  der 
ersten  Ocularlinse  wurde,  nachdem  die  übrigen  Abmessungen  aus- 
geführt worden  waren,  durch  die  Bedingung,  dass  parallelen  ein- 
fallenden Lichtstrahlen  parallele  ausfahrende  entsprechen  müssen, 
==  547.05  gefunden.     Die  Gleichung 

gab  den  ersten  Halbmesser  des  Objectivs.  Die  vier  Ocularlinsen 
sind  alle  plan-convex,  weshalb  durch  die  Messungen  der  Brennweiten 
derselben  die  zweiten  Halbmesser  derselben  unmittelbar  gegeben 
wurden.  Die  so  erhaltenen  Daten  aller  fünf  Linsen  befinden  sich 
in  der  folgenden  Zusammenstellung 

p    =783.5,    q,   =1724.1,    d    =6.139,  q>    =540.0,  N   =1.58 

ti   =  1.830,  (p    =    39.8,   N'  =  1.53 

**  =  1.373,  (f    =    44.8,   N'  =  1.53 

«T  =  2.745,  y   =    49.7,   Nm  =  1.53 

<T  =  1.634,  (p"  =    34.5,   N"  =  1.53 

q    =       0 

q    =       9.7 

q    =  556.75 

q"  =  559.55 

q"  =  603.65 

q    =  605.75 

q"  =  714.75 

q"  =  718.95 

4"  =  771 .25  v 

qlx  =  773.75 


9 

=    oo   , 

f 

9,    Ä 

39.8, 

n 

9 

=    oo    , 

H 

9,   Ä 

44.8, 

tu 

9 

=    49.7, 

9,  = 

oo     , 

9 

=    34.5, 

9.   = 

oo     , 

d    = 

9.7 

d'  = 

547.05 

rf  = 

2.8 

d"  = 

44.1 

d"  = 

2.1 

<r  = 

109.0 

(f  = 

4.2 

<r  = 

52.3 

" 

<r  = 

2.5 
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4  =  553.112 


J' 


45.473 


Die  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen  nebst  den  betreffenden 
Unterschieden  folgen  hieraus 

e  =   1.923 
e    =   5.468 

l 

e    =  558.580 

e't  =  559.550 

e    s  605.023 

e"  =  605.750 

eM  =  71 4.750 

«"«■  716.205 

e"a  771.250 

e"=  772.116 
denen  ich  noch  den  zweiten  Brennpunkt  der  ersten,  und  den  ersten 
Brennpunkt  der  letzten  Linse,  nemlich 

l  =  545.468 
/""  =  736.750 


J"  =  109.000 


^T  =     55.045 


hinzufüge. 


88. 


Die   nach   den    Ausdrucken 
nigongsweitcn  sind  hier 


des   Art.    65    berechneten    Verci- 


a 


n 


a 


Hl 


a  =  t$  = 


'¥ 


o  ss  a  = 


13.112 
65.027 
—  35.028 
34.5 


« 


5.673,  «" 

115.405,  «" 

—  32.195,  a" 


39.8 
-  6.495 
87.240 
16.654 


a 


«• 


64.20  ,  a 
165.010,  a 


#// 


»P 


44.8 
220.055 
28.535 


u 


a   = 


« 


fr 


a 


M 


b  =  540.0 
6'  =  —  19.554 
6"=  144.028 
6™  =  J  20.547 


b" 

b": 

I 

b   i 


59.390,  ß" 
137.740,  ß" 
522.235,  ß' 


49.7 
4  83.21 3 
30.877 
—  15873.7 


a 


u 
5.345.  a 


M 
tll 


Ht 


49.7 
—  6.325 


6' 
b 


M 


0.673,  ß"t 
553.797,  ßm 


44.8 
—  0.685 
21675.0 


b  = 

III 


ff. 

513.312,  ß 


39.8 
—  10386.0 
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woraus  zunächst  die  folgenden  Brennweiten,  Brenn-  und  Hauptpunkte 
folgen, 

0°  =  805.30 

4 

F*   =  1  0387.9  geom.  F»  a=      540.00  geom. 

E\  s  411 93.2  äussern.  E\  —  —  265.30  ausserh. 

<p>  Ä  — 1183.67 

44 

F\  =r  —21673.1  reel         '       F".»    749.778  reel 
F»(  =  —  23456.8  ausserh.        'E\  =  2533.5  ausserh. 

0o  _  _  1046.26 
F\  =  15875.6  geom.  F0"a=  736.752  reel 

E°  =  14829.3  ausserh.  E„"  =  1783.01  ausserh. 

<P'm  =  45.570 
F',  ■■  559.265  geom.  ■  Fui  =  599.255  geom. 

E    =  604.835  innerh.  E*  =  553.685  ausserh. 

U.  4 

0  k  —  34.422 
F  =  527.703  reel  F*  =  803.445  reel 

M  I 

E'  =  493.281   ausserh.  E"  =  83t.867  ausserh. 

999  § 

&'=  —17.806 

iv 

F'  =  545.468  reel  F"  =  788.770  reel 

iv  * 

F  =  527.662  ausserh.  F'"=  806.576  ausserh. 

fr  I 

4> "  =  —  153.557 

IM 

F"  =  421.810  reel  F"  =  936.26  reel 

Hl  41 

E"  =  268.25  ausserh.  F w  «  1 089.84  ausserh. 

&'   =  —26.554 
F'  =  340.00  reel  FT»  800.651   reel 

F/==  513.45  ausserh.  F "  =  827.21   ausserh. 

IV  ii 

oT   =  58.8*3 
F\»  749.778  geom.  F*  »  765.791  geom. 

E '",=  808.59  ausserh.  J5T  =  706.98  ausserh. 

rt'  m 

Vor  Allem  kann  man  bemerken,  dass  die  Gleichungen 

IT'    f         F"    -»—   I?1'  F"'    F"         /'"  =   IT" 

des  Art.  67  auch  hier  erfüllt  sind.     Es  ist  ausserdem  zu  bemerken, 
dass   eine  Anzahl   der  erhaltenen  Gesammtbrenn weiten   negativ   aus- 
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gefallen  sind,  obgleich  das  Fernrohr  aus  lauter  Linsen  von  positiven 
Brennweiten  besteht.  Unter  den  Linsensystemen,  welche  negative 
Brennweiten  besitzen,  haben  die  meisten  zwei  reelle  Brennpunkte, 
nur  Eins  hat  blos  Einen  '  reellen  Brennpunkt.  Die  drei  Systeme, 
welche  positive  Brennweiten  besitzen,  haben  demohngeachtet  keinen 
reellen  Brennpunkt,  sondern  nur  geometrisch  vorhandene.  Alle 
Hauptpunkte,  mit  Ausnahme  eines  Einzigsten  liegen  ausserhalb  des 
betreffenden  Linsensystems.  Betrachtet  man  das  ganze  aus  vier 
Linsen  bestehende  Ocular,  nemlich  das  System,  welchem  &'fV  ange- 
hört, so  sieht  man,  dass  dieses  eine  negative  Brennweite  besitzt, 
aber  demohngeachtet  dessen  beide  Brennpunkte  reel  sind ;  man  kann 
sich  dieses  letzteren  Resultats  an  jedem  terrestrischen  Ocular  leicht 
vergegenwärtigen. 

Die  Vergrösserung  dieses  Fernrohrs  ergiebt  sich  wie  folgt: 

<f>a'aar 

_  *V  =  30.326 

-  £?■  -  30.328 

—  ¥f-  =  30.327 


-  £-  =  30.327 
die  in  bester  Uebereinstimmung  sind. 


89. 
Durch  die  Ausdrücke  der  Artt.  64  u.  67  ergeben  sich 

logC    =7.26761  logC   =  8.38528  n 

—  C  mt  7.09404  —  C  bb  8.9071 3  n 

—  CT  =s  6.74869»  —  C  «  8.2931 1  n 

—  C  s=  6.98036 n  —  C  =  8.51818 

log  ZT  =  1 .11 049  »  log  D'    =  2.74281  » 

_  d"-.  4.08465»  —  ZT  =  1.52296 

—  U'  =  1.18104  —  BT  =  3.13290 

—  V=*  1.48182  —  V"  =  2.71836 

woraus  wir  zunächst  die  Werthe  der  k\  k\  etc.   ermitteln  könnten. 
Da  aber  hier  keine   Menisken  ,  vorhanden   sind ,    so   gnügt  es ,   die 

AUnd.  i.  K.  S.  Gcwllwh.  i.  WUmiwIi.  XV.  4  2 
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l\  T,  etc.  statt  jener  anzusetzen.  Fügt  man  die  Winkel.  /,  t",  etc. 
hinzu,  so  geben  die  Gleichungen  (48) 

e    =  *  +  0.106/,     /'   =  —    9.65 1  —  0-.02*  / 

t"  =  —  12.90  *  ■+•  0,071  /,/'=+  0.58  *  —  0.081  / 
t"  =  -  12.15  *  —  0.032  /,  r  =  +  23.70  t  —  0.020  / 
t"  =  +  15.17*  —  0.055/,  T  =  +  9.13* +  0.033/ 
*'=■+■  30.33  e 

in  welchen  allenthalben  die  Einheit  der  Winkel  t.  t\  t",  etc.  Ein 
Grad  ist. 

90. 

Man  kann  jetzt  den  Ort  des  Auges  und  dessen  Gegenpunkt 
durch  die  Ausdrücke  (58)  berechnen.     Es  findet  sich 

J  =  789.36 
J=—  14352 

Diese  beiden  Punkte  sind  hier  reel,  der  Ort  des  Auges  liegt  15n,m(JI 
hinter  der  zweiten  Oberfluche  der  vierten  Ocularlinsc,  und  der  Ge- 
genpunkt nahe  14j  Meter  vor.  der  Objectivlinsc. 

Das  Bild  des  Objectivs,  welches  im  Orte  des  Auges  eines  Fern- 
rohrs entsteht,  ist  nicht  das  Einzige  dieser  Gattung.  Betrachtet  man 
blos  den  Durchgang  des  Lichtstrahls  durch  das  Objectiv  und  die 
erste  Ocularlinse,  so  muss  schon  ein  Bild  des  Objectivs  entstehen; 
betrachtet  man  das  Objectiv  nebst  den  beiden  ersten  Ocularlinsen, 
so  muss  ein  anderes  Bild  des  Objectivs  entstehen,  u,  s.  w.,  nur.  sind 
diese  Bilder  nicht  immer  reel  vorhanden.  Da  nach  Wegnahme  einer 
oder  mehrerer  Ocularlinsen  parallel  einfallenden  Lichtstrahlen  keine 
parallel  ausfahrenden  entsprechen,  so  kann  man  die  Oerter  dieser 
Bilder  nicht  durch  die  Gleichungen  (58)  berechnen,  sondern  muss 
sich  dazu  der  (51)  oder  der  (53)  oder  der  (54)  bedienen,  die, 
wenn  man  auch  die  Gegenbilder  berechnen  wollte,  in  Bezug  auf  £ 
und  i]  aufgelöst  werden  müssten. 

Im  terrestrischen  Fernrohr  ist  das  durch  das  Objectiv  und  die 
erste  Ocularlinse  bewirkte  Bild  des  eroberen  das  Einzige,  welches 
reel  vorhanden  ist.  Die  Coordinaten  desselben  erhalt  man,  nachdem 
in   den   eben   genannten  Ausdrücken  t  ft  =  2,  £  =  </  und   tj  a   der 
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halben  Oeffnung   des  Öbjectivs    gesetzt    worden    sind.     Es    werden 
folglich,  wenn  man  sich  der  (54)  bedient,  die  am  Einfachsten  sind, 

t«  _  p>         (*°,)g 
"  *°, 

V  =  ^wtV 

wo  für  i]  der  eben  genannte  Werth  zu  setzen  ist. 

In  dem  in  Betrachtung  stehenden  terrestrischen  Fernrohr  betrügt 
die  halbe  Oeffnung  des  Öbjectivs  21mra2,  und  man  bekommt  daher 
für  die  Coordinaten  des  gesuchten  Bildes 

f  =       602.45 
tf  =  —  1 .64 

wo  das  negative  Zeichen  vor  dem  Werthe  von  rf  blos  anzeigt,  dass 
das  Bild  ein  umgekehrtes  ist.  Die  Vergleich ung  des  Werthcs  von 
t  mit  den  im  Art.  87  angegebenen  Werthen  der  verschiedenen  q 
zeigt,  dass  dieses  Bild  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  Ocular- 
linse  liegt,  und  daher  in  der  That  vorhanden  ist.  Die  Entfernung 
desselben  von  der  ersten  Oberflache  der  zweiten  Ocularlinse  beträgt 
1"°20,  und  der  Durchmesser  desselben  3ra,n28.  Dieses  ist  so  zu 
verstehen,  dass  alle  Lichtstrahlen,  die  durch  das  Objectiv  ins  Fern- 
rohr dringen,  mögen  sie  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Gesichts- 
feldes des  Fernrohrs  liegen,  sich  durch  die  Brechungen,  die  sie  durch 
das  Objectiv  und  die  erste  Ocularlinse  erleiden,  so  verengen,  dass 
sie  in  der  Ebene,  welche  der  Abscisse  £"  angehört,  durch  die  Fläche 
eirtes  auf  der  Abscissenachse  concentrisch  stehenden  Kreises  gehen, 
dessen  Durchmesser  nur  3m,n28  beträgt.  Ausserhalb  dieses  Kreises 
befinden  sich  gar  keine  Lichtstrahlen  in  dieser  Ebene,  wenn  nicht 
etwa  welche  durch  Zurückwerfungen  von  der  inneren  Wand  des 
Rohrs  dahin  gelangen  sollten.  Um  die  nachtheilige  Wirkung  solcher 
unregelmässigen  Lichtstrahlen  zu  verhindern,  bringt  man  in  der  ge- 
nannten Ebene  die  bekannte  Blendung  an,  die  mit  einer  kleinen 
Oeffnung  versehen  ist,  deren  Durchmesser  so  eben  für  das  in  Bede 
stehende  Fernrohr  berechnet  wonden  ist.  In  der  Ebene,  welcher 
t  angehört,  ist  überhaupt  der  Durchmesser  des  Strahlenkegels,  wel- 
cher das  Fernrohr  zu  durchlaufen  vermag,  ein  Minimum. 

Man  erkennt  ferner  leicht  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  die 
Oeffnung  dieser  Blendung  durchaus  ohne  Einfluss  auf  die  Grösse  des 

42* 
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Gesichtsfeldes  des  Fernrohrs  ist;  wollte  man  sie  kleiner  machen, 
als  das  nach  den  obigen  Sätzen  berechnete  Maass  derselben ,  so 
würde  das  Gesichtsfeld  dadurch  nicht  im  Mindesten  verkleinert, 
aber  es  würde  die  Helligkeit  am  Rande  des  Gesichtsfeldes  vermindert 
werden. 

Das  eben  berechnete  Bild  ist  das  Einzige  dieser  Galtung,  wel- 
ches im  terrestrischen  Fernrohr  reel  wird.  Berechnet  man  die  Ab- 
scisse  des  durch  das  Objectiv  und  die  zwei  ersten  Ocularlinsen 
verursachten  Bildes,  so  findet  man  diese  f  =  603.01.  Dieses 
liegt  also,  jenem  sehr  nahe,  auch  zwischen  der  ersten  und  zweiten 
Ocularlinse,  und  ist  daher  nur  geometrisch  vorhanden,  da  es,  um 
reel  zu  sein,  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Ocularlinse  liegen 
mttsste.  Die  Berechnung  des  durch  Zuziehung  der  dritten  Ocular- 
linse entstehenden  Bildes  dieser  Gattung  giebt  dessen  Abscisse  £"  = 
805.73.  Dieses  Bild  liegt  nun  zwar  hinter  der  dritten  Ocularlinse, 
aber  ausserhalb  des  Fernrohrs,  und  ist  daher  auch  nicht  im  Fern- 
rohr vorhanden.  Die  Zuziehung  endlich  der  vierten  Ocularlinse 
führt  auf  das  schon  berechnete,  im  Orte  des  Auges  befindliche  Bild 
des  Objectivs. 

91. 

Untersuchen  wir  in  dem  in  Betrachtung  stehenden  Fernrohr  die 
an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  desselben  einfallenden  Lichtstrahlen 
in  Bezug  auf  die  Oeffhungen  der  verschiedenen  Linsen.  Die  vorge- 
nommenen Abmessungen  ergeben 

das  Gesichtsfeld  des  Fernrohrs =  50' 

die  halbe  Oeffnung  des  Objectivs =  %\mm% 

„       „  „       der  ersten  Ocularlinse  =    9.5 

„       „  „         „     zweiten        „         =7.0 

.  „       „  „         „     dritten         „         =  1 0.5 

„       „  „         „     vierten        „  =6.6 

andererseits  erhalten  wir  durch  die  im  Art.  89  gefundenen  nume- 
rischeu Gleichungen  für  dieses  Fernrohr, 
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wenn  «  =  0  und  /  =  21 .2  gesetzt  werden, 
«'  =  +  2°25  r  =  —  0.50 

«'  =  +  1.50  T  =  —1.72 

e*  =  —  0.68  r  =  —  0.42 

«"«-U7  r  =  +0.70 

/  =  o 

wenn  «  =  ^  und  J  =  0  gesetzt  werden 

«'  =  +    o°42  r  =  —  4.02 

«'  =  —    5.38  r  =  +  0.24 

«*  =  —    5.06  r  =  +  9.88 

«"  —  +    6.32  r  =  +  3.80 
«'=+1 2.64 

und  hieraus  durch  Additionen  und  Subtraclionen, 

für  e  =s  A0  und        /  =  21.2 

«'  =  +    2°67  f  =  —    4.52 

«"  =  —    3.88  r  s=  _    1.48 

•"  ==  —    5.74  r  s=  +    9.46 

e"  =  +    5.15  r=+    4.50 
«"=+12.64 

und  für  «  =  W0  und  *  =  —  21.2 
«'  =  —    1»83  f  =  —    3.52 

«"  =  —    6.88  r  =  +    1 .96 

«"=  —    4.38  r  =  +10.30 

«"=  +    7.49  r=  +    3.10 

/  =  +12.64 

e  beiden  letzten  Abtheilungen  beziehen  sich  auf  Lichtstrahlen,  die 
von  Ginem  un(j  demselben  an  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes  liegen- 
(len  I*unkt  des  Gegenstandes  ausgehend,  das  Objectiv  in  zwei,  ein- 
ander diametral  gegenüber  liegenden,  Punkten  des  Randes  desselben 
^^eiclen,  und  daher  die  überhaupt  erforderlichen  Oeffnungen  der 
Ucatariinsen  bestimmen.     Man  sieht  hieraus,  dass  wenigstens 

die  halbe  Oeffnung  der  ersten  Ocularlinse     4.52 

„       „           „  „.  zweiten  „           1.96 

„       „           „  „    dritten  „         10.30 

„       „           „  „    vierten  „           4.50 
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sehr  nahe  betragen  müssen,  um  alle  Lichtsirahlen,  die  ins  Gesichtsfeld 
gelangen  können,  durchzulassen.  Vergleicht  man  diese  Oeffnungs- 
maasse  mit  den  oben  durch  Abmessungen  gefundenen,  so  zeigt  sich, 
dass  die  erste,  zweite  und  vierte  Ocularlinse  dieses  Fernrohrs  mehr 
wie  hinreichend  gross  gemacht  worden  sind,  dass  dahingegen  die 
dritte  nur  die  eben  erforderliche  Oeffhung  erhalten  hat. 

92. 

Im  Vorhergehenden  sind  im  Betreff  des  terrestrischen  Fernrohrs 
alle  behandelten  Lichtstrahlen  als  Centralslrablcn  betrachtet  worden, 
welches  auch  für  die  zu  erlangenden  Resultate  ausreichend  war,  es 
kann  aber  auch  von  Interesse  sein  in  Erfahrung  zu  bringen,  wie 
sich  strenge  genommen  die  durch  ein  terrestrisches  Ocqlar  dieser 
Gattung  gehenden  Lichtstrahlen  zu  einander  verhalten;  es  soll  daher 
jetzt  der  Gang  einiger  derselben  durch  die  strengen  Gleichungen 
des  §  1  untersucht  werden.  Hiebei  sollen  indess,  um  nicht  zu  weit- 
läuftig  zu  werden,  blos  Lichtstrahlen  betrachtet  werden,  die  mit  der 
Abscissenachse  in  Einer  Ebene  liegen,  und  das  achromatische  Ob- 
jeetiv,  welches  aus  den  oben  angegebenen  Gründen  ohnehin  nicht 
weiter  analysirt  werden  kann  ,  als  ein  vollkommenes  betrachtet 
werden. 

Da  das  vollkommene  achromatische  Objectiv  die  Eigenschaft 
besitzen  muss,  dass  alle  durch  dasselbe  durchgehende  Lichtstrahlen 
so  behandelt  werden  können,  als  wären  sie  Centralstrahlen,  so  ist 
die  Gleichung  jedes  aus  solchem  Objectiv  ausfahrenden  Lichtstrahls 
überhaupt 

y  =  (e  —x)b  +1 
oder 

y  =  (e  —  x)t  +  l 

Für  die  Anwendung  des  Verfahrens  des  Art.  31  muss  aber  die 
Gleichung  dieses  Lichtstrahls  auf  die  Form 

y  =  (a  —  x)  a  +  k 

oder,  da  im  gegenwärtigen  Falle  die  erste  Oberfläche  der  ersten 
Ocularlinse  eine  Ebene  ist,  auf  die  Form 
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gebracht  werden.     Da  nun  t  =  «"  ist ,   so  geben   die  vorstehenden 
Gleichungen 

aus  weicher  k"  zu  berechnen  ist. 

Da  ferner  in  dem  zu  berechnenden  terrestrischen  Ocular  meh- 
rere der  brechenden  Oberflächen  Ebenen  sind,  so  kommen  auch  die 
Gleichungen  des  Art.  32  in  Betracht,  und  es  erscheint  aus  diesem 
Grunde  zweckmässig  die  erforderlichen  Gleichungen  für  den  gegen- 
wärtigen speciellen  Fall  aus  den  Artt.  31  und  32  auszuschreiben 
und  zusammen  zu  stellen.  Diese  sind,  wenn  das  Brechungsver- 
hultniss  wie  oben  mit  N  bezeichnet  wird 

sin  a   =  -^  sin  « 

sin  («  —  flT)  —   p,,  _  J,,  sin  a  —  p,„  _  q„,  cos  a 
sin  (ay-  f)  =  ff  sin  <«w  — /T) 
sin  a  =  -  sin  a 

N 


*  («  -tf)  =  rr.__sin(a  _ö-)+l_p   cos«  tga. 


tf-  q'-    •      ► 


sia  («•"  _  flT)  «.  ff  gm  («"  —  «T) 

sin  («"  _  ff")  -£  sin  (aw  —  (f)  +  JT  sin  a" 

sin  («*"  _  ö")  Ä  1  sin  («"  -  ff) 

VW  AT       *  •*" 

sin  a     =  XV  sin  a 
m^a     _0"")  ss  jBf_j-._-?-sln  (a    —fr)  +  p'r,,_^,,,  cos«    tga 


S1D 


J^"-Q 


rrr 


zpwt^t FrTr  sin  a 
sin  (a'*  _  (T)  ='i  sin  (aw -  <T) 
sin  a  =  iV  sin  a 

*«  -  -  (jt-o  *^=r> + r-o  ig« 

w°rauf  dic  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls 

y  —  (g*  —  *)tg«*  +  r 
wird. 


\ 
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93. 

Die  Werthe  der  p  für  das  zu  berechnende  Ocular  findet  man 
aus  den  Angaben  des  Art.  87  wie  folgt,  welchen  ich  die  dort  schon 
befindlichen  Werthe  der  q  beifüge. 


n 

P 

=  oo 

9 

ss  556.75 

P 

=  538.45 

tu 

9 

ss  559.55 

p 

=  oo 

IV 

9 

ss  603.65 

V 

p 

=  582.00 

V 

9 

ss  605.75 

VI 

p 

ss  741.09 

VI 

9 

=  7U.75 

Vit 

p 

SS    OO 

V» 

9 

=  718.95 

VW 

p 

ss  789.53 

<r 

=  771.25 

»X 

p 

SS    OO 

IX 

9 

=  773.75 

Hieraus  folgen  die  zur  Berechnung  des  Weges  des  Lichtstrahls  er- 
forderlichen Constanten  der  Gleichungen  des  vor.  Art. 

I°S  Jfz$r  =  9.9383 
log  yr^r  ss  8.6758  n 
log  J7=y-  =  9.9486 
log -7^  =  0.4386» 

log  -y=T  =  9-9599 
log  £  =  log  -f^f-  =s  9.9549» 

log  er  ss  log  j£^£-  s=  o.78i  o 

log  jfe£,  «=  <M  586 

nVlt  _  -/» 

•og  ,?«..£.»  =  0.0831 » 

log  f^f*  -  0.5866 
log(pw-f)  s=  1.2621 
log  (p^-q")  =  1.1981 
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94. 

Berechnen  wir  zuerst  den  von  der  Grenze  des  Gesichtsfeldes 
auf  das  Objectiv  einfallenden  Randstrahl,  für  welchen  e  =  A°  und 
1=  21.2  sind.     Zufolge  des  Art.  91  entsprechen  diesem  die  Werthe 

e'=  +  2°67,   f=-4.52 

womit  der  Art.  92 

jk'oi  -4.435 

giebt.  Mit  diesen  Werlhen  von  t  =  a  und  k"  geben  die  Gleichun- 
gen und  die  Constanten  der  beiden  vor.  Artt.  mit  Anwendung  des 
mittleren  Brechungsverhältnisses 

iV=1.53 
nach  und  nach 


* 

a     = 

2° 

40.0 

«     ss 

1 

44.6 

er  s=  12° 

20:0 

a     ss 

—  3 

58.4 

V 

a     ss 

—  2 

35.8 

er  ss  3 

11.7 

¥t      ^^ 

—  5 

41.2 

er  s=  21 

38.8 

Vit 

a     ss 

4 

10.8 

vttt 

«      ss 

6 

24.2 

ö""=ii 

28.1 

'Jt 

«     ss 

8 

9.7 

Jt 

a     ss 

12 

32.8 

h  3.328 

Für  den  von  demselben  Punkt  des  Gegenstandes  ausgehenden 
Lichtstrahl,  welcher  das  Objectiv  am  entgegengesetzten  Rande  schnei- 
det, für  welchen  also  «  =  -jV°,  /  = —  21.2  sind,  giebt  die  Rech- 
nung,  mit  Beibehaltung  des  obigen  Brechungs  Verhältnisses ,  die  fol- 
genden Werthe.     Zuerst  werden 

«'  =  —  1083,   /'  =  —  3.52' 

km  es  —  3.578 
»nd  hiemit 


n 

a 

s=_  1»50' 

tit 

a 

ss  —  1    11.9 

Ö"     SS 

9°  37'4 

IV 

a 

ss  —  7      4.0 

V 

a 

ss —  4  36.7 

er  ss 

—  5     9.9 

vt 

a 

ss  —  4   19.1 

<r  ss 

23  35.5 

a 

ss       5   40.8 

4  84 
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yttf 
»X 

a     = 


a 


8   51.8 

8     9-0 

1?   31.8 

tx 


fT  =       6   48.3 


k"  «■  •+■  1 .827 

Dem  von  demselben  Punkt  gutgehenden  Lichtstrahl,  welcher 
die  Mitte  des  Objectivs  trifft,  gehören  t=  fca,  /  s=  0  an,  woraus 
zuerst 

t  =  0*42 ,  /'  =  —  4.D2 
k'  =  -  4.007 


folgen,  ferner 

a"    =       0°25' 

o'"  ob       0  16.3 

8'"     B= 

1  0°  58.'9 

„'"  «  —  5  32.3 

a"    -b  _  3  37.0 

^    s 

—  1      4.8 

a     es  —  4  59.4 

0"   =r 

22  35.6 

a"  ==       4  58.6 

«""==       7  37.6 

0""« 

9     7.5 

a'x  =       8     8.7 

a     s:     12  31.2 


k"  —  +  2.57* 

* 

Zar   leichteren  Uebersicht  sollen   die  Einfalls-   und   Brechungs- 
winkel dieser  Lichtstrahlen  hier  zusammengestellt  werden. 

Einfallswinkel.  Brechungswinkel. 

Erste  Okularlinse. 
Erste  Oberfläche. 


u 


a 


1°50\    +  0°25\    +  2°  40' 


a 


w 


—  1°12',    +0M6',    +1°45' 


Zweite  Oberfläche. 


«"*—   <T=B= 


—  10   49,    —  10   43,    —  10   35 


*V 


a    —  0   = 


—  16   41,    —  16   31,    —  16    18 


Zweite  Ocularlinse. 
Erste  Oberfläche. 


a 


w 


—  7   4,    —5   32,    —   3  58 


—  4  37, 


a  sss 
-  3   37, 


—  2  36 
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a   —  0  = 


+  Oo  33'9    _  2o  35',    _  50  48' 


Zweite  Oberfläche. 

+  0»51\    —30  58',    —  8»  53' 


«"  -  (f*  = 
Yl  55,    —  27   35, 


Drille  Ocularlinse. 
Erste  Obcrfläohe. 

a"  -  ö"  = 
—  27   20 j  —  17   49,-17  37,    —17  28 

Zweite  Oberfläche. 


a 


V* 


+  5  47,    +  4   59,    +  4   11 


a 


Vit* 


6  24 


tut 


IH» 


a     —  9     ss 


+  2  4,    —  1    30,    —5   4 


+  8   52,    +7   38,    -, 

Vierte  Ocularlinse. 
Erste  Oberfläche.  » 

ax  -  r  = 

+  1    21,    —0   59,    —3    18 


Zweite  Oberfläche. 


a 


tx 


+  8  9,    +8  9, 


8   «0 


X 

a  = 


12   32,    +  12  31,    +12   33 


Da  alle  terrestrischen  Oculare  mit  geringen  Veränderungen  die- 
selbe Einrichtung  haben,  so  giebt  die  vorstehende  Zusammenstellung 
zu  erkennen,    dass   in   denselben  grosse   Einfallswinkel,  namcwdücji 
an  der  dritten  Ocularlinse,   vorkommen;   bei  dem   hier  untersuchten 
Ocular    reichen    sie    bis    an   28°,    bei    welchem    Bogen    der    Sinus 
schon  mehr   als  Ein  Grad   kleiner  ist.     Demohngcachtet  bieten   die 
aus  der  letzten   Linse  ausfahrenden   Lichtstrahlen   in   ihrer  Neigung 
zur  Abscissenachse    so    geringe  Verschiedenheit  dar,    dass   sie   für 
parallel  angesehen   werden   dürfen.     Auch   ist    diese  Neigung    sehr 
nahe  dieselbe,  die  djirch  die  Berechnung,  in  welcher  sie  als  Ceotral- 
ätrahien  behandelt  wurden,   gefopden   wurde.     Iip  Art.  91    wujrde 
'*=*«*=  12°  38/4  gefunden,   während  wir  hier  im  Mittel  ß *  «s  12° 
'"•9  erhalten   haben.     Die  frier  erhaltenen  Werthe   für  k'x  weichen 
meßr  von  jenen  ab,  da  sich  hier 


r  = 

1.827 
2.574 
3.328 


Diff. 

0.747 
0.754 
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während  im  Art.  91,  wenn  man  durch  die  Gleichung 

k    =f  +(e    —  q")e 
reducirt 

k"  =  Diff. 

2,74  0.70 

3.44 

4.U  °-70 

erhalten  wurde.  Ihre  Unterschiede  zeigen  aber,  wie  man  sieht,  weit 
grössere  Uebereinstimmung. 

Zum  Zweck  etwaiger  weiteren  Vergleichungen  bemerke  ich,  dass 
für  jede  ganze  und  positive  Zahl  n,  die  Null  eingeschlossen, 

ar    =  € 

a  —    qt*+l  —  qV*   *  g*«  +  i_  qV*   c 

sind,  so  wie  dass 

fc*-:  (pff_gw)sinÖw 

wenn  nicht  etwa  (pw —  qn)  unendlich  gross  ist,  in  welchem  Falle 
man 

bekommt. 

95. 

Untersuchen    wir    auch    den    Gang    von    Lichtstrahlen    anderer 
Brechung  durch  dasselbe  Ocular.    Setzen  wir 

JV=  1.518 

so  wird  dieses  Brechungsverhaltniss  den  rothen  Lichtstrahlen  angehö- 
ren, wenn  das  vorher  angewandte  den  mittleren  angehört.  Sei  zuerst 
wie  oben 

5  =  ^*°,   1  =  21.2 

dann  werden  wieder 

«' =s2°67,   /'=  —  4.52 
W  =  —  4.435 

und  hieraus  folgen  jetzt 
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«"  =       2040' 

a"  wm       4   45.4  ff"  s=42020'4 

a"  =s  —  3  50.6 

a'    =  — 2  31.9  ff    ss    3  25.9 

«"  Ä  _  5  38.5  «T  =  21    1 2.3 

a"  =       3  53.5 


«""  =       5  54.8  ^'"=42  19.6 

=       8     6.4 


'X 

a 


Seien  ferner 


dann  werden 


Seien  auch 


«     =     42  21.6 

k"  =  3.606 

«sb-A*.  /=  — 24.2 

e'  —  —  1083,   r  b=  —  3.52 
fc"  =  —  3.578 

a"   sb  —  4°  50' 

a"  =  —  4   12.5  ff"  =       9«  37.'3 

«"  =  —  6  56.9 

«'    =  — 4  34.3  ff   =  —  4  56.4 

«"  =  —  4  22.9  ff'  =     23  40.0 

</"  =       5  37.2 

a""s=       8  32.9  ff'"  =       7  50.7 

«"  s=       8  48.5 

a*    =     42  40.2 

***  =  2.456 

*'  =  0«42,   r  =  — 4.02 
k"  sb  —  4.007 


dann  erhalten  wir 


a     ss: 


0°25' 

0  46.5  0'"  =     40°59.'2 

a"  sb  —  5  23.9 

«'    =  _  3  33.2  ff   =  —  0  45.6 

a"  sb  —  5     0.2  fl"   =     22  23.4 

«"'  =       4  44.4 
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,/'"  =       7  12.4  r=     10     4.6 

dx  =       8  t1.2 
.«*    =     12  28.9 

*'*  ==  2.879 

Aus  den  eben  erhaltenen  Werthen  von  «*,  nemlicli 

12°  40.'2,    12°  28/9,   12°  21. '6 

erkennt  man,  dass  für  die  rothen  Lichtstrahlen  der  Parallelismus  der 
ausfahrenden  Strahlen  weniger  vollständig  ist,  als  der  der  mittleren, 
und  es  lässt  sich  erwarten,  dass  die  violetten  Lichtstrahlen  ein  ähn- 
liches Verhalten  zeigen  werden.  Besser  stimmen  die  Werthe  des 
Ausfallspunkts  k'\  für  welchen  erhalten  wurde 

2.156      Diff' 
2.879     °'723 
3.606     °'727 

und  die  nahe  0mm3  grösser  sind,  als  die  den  mittleren  Lichtstrahlen 
zukommenden. 

96. 

Das  eben  untersuchte  terrestrische  Ocular  ist  ein  sogenanntes 
pankratisches ;  es  besitzt  nemlicli  die  Einrichtung,  dass  man  durch 
Verschiebung  eines  besonderen  Rohrs  die  Entfernung  zwischen  der 
zweiten  und  dritten  Ocularlinsc  innerhalb  gewisser  Grenzen  verän- 
dern kann,  während  die  Entfernungen  zwischen  der  ersten  und 
zweiten,  so  wie  die  zwischen  der  dritten  und  vierten  Ocularlinsc 
unverändert  bleiben.  Die  im  Vorhergehenden  angeführten  und  an- 
gewandten Dimensionen  beziehen  sich  auf  das  Minimum  der  verän- 
derlichen Entfernung;  betrachten  wir  einen  Augenblick  das  Maximum 
derselben. 

Das  Maximum  der  Verschiebung  beträgt  111  Millimeter,  und  die 
Entfernung  der  zweiten  von  der  dritten  Ocularlinse  wird  um  eben 
so  viel  vergrössert.  Es  wird  daher  bei  Anwendung  der  ganzen 
möglichen  Verschiebung  ef  =  220.0.  Aber  für  das  deutliche  Sehen 
müssen  jetzt  alle  Ocularlinsen  dem  Objectiv  etwas  genähert  wer- 
den, und  zwar,  wie  man  leicht  findet,  um  5.857,  weshalb  jetzt 
tf' =  541.193   wird.      Die  Abscissen  q\  q\  etc.    nebst    den   Haupt- 


m 
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tfi^  den  Bcennpuakten  erleiden  entsprechende  Veränderungen,  jene 
NN^Uen  für  die  einzelnen  Linsen 


9 

4 

i 

9 
9 
1 

i 

9 
9 


u 


ni 


n 


»-/ 


*// 


9  — 


vm 


9  — 


ix 


9  — 


0 

9.7 
550.893 
553.693 
597.793 
599.893 
819.893 
824.093 
876.393 
878.893 


e 
e 


«  = 


i, 

ii  ^^ 

ii  

m  

911  ^^ 

/  """"" 

IV  ^ ^ 

IV  ^^ 


1.923 
5.468 
552.723 
553.693 
599.166 
599.893 
819.893 
821.348 
876.393 
877.259 


J   =547.255 


J' 


45.473 


J"  =  220.0 


Jf" 


55.045 


97. 

Es  sollen  jetzt  nur  die  nun  stattfindende  Vergrößerung  des 
Fernrohrs ,  nebst  dem  Orte  des  Auges  und  dessen  Gegenpunkt  be- 
rechnet werden.  Die  Gesammtbrennweiten  der  beiden  ersten,  so  wie 
der  beiden  letzten  Ocuiarlinsen  sind  selbstverständlich  dieselben  wie 
rorber,  und  die  daeu  gehörigen  Haupt-  und  Brennpunkte  sind  von 
den  vorhergehenden  nur  um  den  Unterschied  der  jetzigen  Werthe  der 
betreuenden  e  verschieden.  Letztere  werden  hier  nicht  alle  gebraucht, 
und  wir  führen  daher  nur  die  betreifenden  Werthe  .nach  dem  Art. 

• 

88,  mit  Berücksichtigung  des  neuen  Werthes  von  e   an.     Diese  sind 

*'    =45.570,    £'«  598.978 


0 


II 

tu 


IV 


58.81 3> 


Zufolge  des  Art.  55  bekommen  wir  nun  schon  die  Gesammt- 
brennweite  des  Objectivs  und  der  beiden  ersten  Ocuiarlinsen  durch 
die  Gleichung 

0°  — Ä 


woraus 


if  +  *'„  -  (Ä'„  -  •,) 


<&>  =  —  3099.2 


folgt.    Die  jetzige ,  oder  die  grösste,  Vergrösserung  des  Fernrohrs 
wijrd  daher 

**>    IV 

wult  verhält  sich  alto  zu  der  im  Vorhergehenden   erhaltenen  klein- 
sten nahe  wie  5:3, 
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Von  den  anderen  Verfahrungsarten  die  Vergrössernng  zu  erhal- 
ten wollen  wir  hier,  der  Kürze  wegen,  absehen. 


98. 

Zur  Berechnung  des  Ortes  des  Auges   und  dessen  Gegenpunkts 
soll  das  Verfahren  des  Art.  59  angewandt  werden.     Dieses  giebt 

a   =       4.923  a    =  —  1.930 

a   =  549.185  «'  =     42.91 

a   =       2.56  a"  =  —  2.71 5 

o"'«  222.715  a'"=     63.99 

o*  sb  —  8.94  a"  =       7.10 

woraus 

J  =  884.36 

t 

folgt.     Dieser  Punkt  ist  also  wieder  reel,  und  liegt  5min47  hinter  der 
letzten  Ocularlinse. 

Für  den  Gegenpunkt  bekommt  man 


y"=           4.634 

c*s=—    4.676 

f  =         56.721 

cw  s«     404 .52 

/  — —  181.52 

c"  ss       35.932 

/  =           9.541 

c'  s=  —  42.549 

y   ss       559.804 

c  ss     45264. 

and  hieraus 

J  SBS    — 

4  5262. 

Der  Gegenpunkt  liegt  also  jetzt  nahe  1 5f  Meter  vor  dem  Objectiv. 

99. 

Seit  der  Erfindung  der  Photographie  haben  die  bis  dahin  ge- 
bräuchlichen dioptrischen  Instrumente  einen  Zuwachs  erhalten.  Zur 
Camera  obscura,  durch  deren  Hülfe  die  Aufnahme  von  irdischen 
Gegenständen  bewirkt  wird,  bedarf  der  Photograph  ein  Objectiv, 
welches  anderen  Forderungen  gnttgen  muss,  als  das  achromatische 
Objectiv  eines  Fernrohrs,  und  da  diese  Forderungen  ausgedehnter  sind, 
so  müssen  die  zur  Photographie  anzuwendenden  Objective  verschie- 
denartig construirt  werden,  je  nachdem  sie  zur  Aufnahme  der  einen 
oder    anderen   Gattung    von  Gegenständen    dienen  sollen.      Im  All- 
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gemeinen  bestehen   die  Objective   der   Camera  obscura   aus   zwei    in 
massiger  Entfernung  von   einander  befindlichen  Linsen,   deren  jede 
eine  aus  Flint-  und  Kronglas  zusammengesetzte  Doppellinse  ist,   und 
mau  findet  auch  sogar  bei  Objectiven,  die,  zu  einem  und  demselben 
Zwecke  dienend,   von  verschiedenen  Optikern  angefertigt  sind,   Ver- 
schiedenheiten  in   der  Einrichtung  derselben.     Ich   habe  eine   ziem- 
liche Anzahl  solcher  Objective  gesehen,   aber  noch   nie  Gelegenheit 
oder  Veranlassung  zur  näheren  Untersuchung  derselben  gehabt. 

Eine    andere  Gattung    von    dioptrischen    Instrumenten    hat    die 
Astrophotographie  hervorgerufen,  nemlich  besonders  zu  diesem  Zwecke 
construirte   Oculare.     Um    einen    cöles tischen   Gegenstand    photogra- 
phisch abzubilden,   bedarf  es  vor  Allem  eines  Objectivs   von  grosser 
Brennweite,   welches  wie   bei  einem  Fernrohr  an   dem   einen  Ende 
eines  Rohrs  von  angemessener  Länge  anzubringen  ist,  und  entweder 
ganz  oder  nahe  ebenso  construirt  werden  kann  wie  das  eines  Fern- 
rohrs; besondere  Constructionen  des  Objectivs,  wenn  sie  in  der  Thal 
mehr  leisten  als  das  eines  Fernrohrs,   sollen  durch  das  Vorstehende 
nicht  ausgeschlossen  werden.     Das  Bild  des  Gegenstandes,   welches 
in  dem   zweiten   Brennpunkt    des  Objectivs   entsteht,   könnte  schon 
zur  photographischen  Aufnahme   benutzt  werden,    wenn  man   nicht 
grösserer  bedürfte,   oder  solche  wenigstens  wünschte.     Auch  ist  die 
Anwendung  des  Focalbildes  jedenfalls  unbrauchbar,   wenn   man   auf 
der  Photographie  Messungen  vornehmen  will,    bei  welchen  man  von 
festen,   nicht  zum  Bilde  gehörigen,   graden  Linien   ausgehen   muss. 
Auswiesen  Gründen   sieht   man   sich  veranlasst,   in   dem  Instrument 
ein  zweites  Bild  herzustellen,  welches  eine  angemessene  Vergrösserung 
des  Focalbildes  gewährt,  und  dieses  kann  nur  dadurch  bewirkt  wer- 
den, dass   man   hinter  dem  Brennpunkt   des  Objectivs    ein  auf  an- 
gemessene Weise  construirtes  O'ular  anbringt,  durch  welches  dieses 
zweite  Bild  erzeugt  wird.    Zugleich  wird  man  dadurch  in  den  Stand 
gesetzt,   sich  die  eben  erwähnten  Linien   auf  dem  photographischen 
Bilde  zu  verschaffen,  die  zu  Ausgangspunkten  für  die  anzustellenden 
Messungen    dienen    sollen,    und    die    am   Einfachsten   dadurch   her- 
gestellt werden,  dass  man  in  der  Ebene  des  Focalbildes  Spinnefäden 
einzieht. 

Bei  der  Berechnung  dieser  Instrumente  müssen  strenge  genom- 
men die  chemischen  Strahlen  statt  der  optischen  in  Betracht  gezogen 
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werden,  jedoch  scheinen  die  Brechungen  dieser  von  denen  jener  nur 
sehr  wenig  verschieden  zu  sein. 

Die  Vornahme  von  Messungen  auf  einem  solchen  photographi- 
schen Bilde  setzt  voraus,  dass  Bild  und  Gegenstand  einander  in  allen 
ihren  Theilen  proportional  seien,  aber  man  wird  wohl  kein  Ocular 
construiren  können,  welches  dieser  Bedingung  in  gewünschter  Strenge 
GnUge  leistet,  wenn  gleich  dieses  von  dem  hier  anzuwendenden  Ob- 
jectiv,  oder  vielmehr  dessen  Focalbilde,  vorausgesetzt  werden  kann. 
Ich  habe  aber  vor  einiger  Zeit  ein  Verfahren  entwickelt,  durch  wel- 
ches man  solchen  Mangel  an  Proportionalität,  nach  vorangegangenen, 
darauf  hingerichteten  Versuchen,  vermittelst  einer  einfachen  Rech- 
nung berücksichtigen,  und  völlig  unschädlich  machen  kann.  Ich  werde 
dieses  Verfahren  in  einem  besonderen  Aufsatze  veröffentlichen. 

Es  darf  wohl  als  selbstverständlich  betrachtet  werden,  dass 
man  zur  Erlangung  von  genauen  Resultaten  der  vorzunehmenden 
Abmessungen  sich  keiner  Copien  des  photographischen  Bildes,  son- 
dern nur  des  ursprünglich  auf  der  Glasplatte  erhaltenen  negativen 
Bildes  bedienen  darf.  Aber  auch  selbst  in  diesem  Falle  findet  bei 
dem  gewöhnlichen  Verfahren  ein  Umstand  statt,  von  welchem  eine 
nachtheilige  Wirkung  nicht  in  den  Bereich  der  Unmöglichkeit  gestellt 
werden  kann,  der  Umstand  nemlich,  dass  die  vorbereitete  Glasplatte, 
während  die  Belegung  derselben  noch  feucht  ist,  der  Einwirkung 
des  Lichts  ausgesetzt  wird.  Es  können  hiedurch  nach  der  Aufnahme 
sehr  wohl  Verschiebungen  einzelner  Theile  des  Bildes,  oder  wenig- 
stens Undeutlichkeiten  in  den  Umrissen  der  einzelnen  Theile  dessel- 
ben hervorgebracht  werden.  Undeutliche  Darstellungen  von  an  sich 
scharf  begrenzten  Linien,  die  sich  auf  einigen  mir  vorgelegten  photo- 
graphischen Bildern  befanden,  meine  ich  diesem  Umstände  zuschrei- 
ben zu  müssen,  obgleich  man  andererseits  geneigt  war,  ihre  Ursache 
in  einer  Unvollkommenheit  des  angewandten  Instruments  zu  suchen. 

Die  Anwendung  der  sogenannten  Trockenbilder  lässt  hoffen, 
von  diesem  Uebelstande  befreit  zu  bleiben,  da  hiebei  nur  bei  der 
Hervorrufung  des  Bildes  Feuchtigkeit  in  Anwendung  kommt,  und  die 
Glasplatte  hiebei  in  horizontaler  Lage  erhalten  werden  kann;  mehr 
aber  darf  man  erwarten,  durch  die  Anwendung  der  Daguerrotypie 
statt  der  Photographie  reine  und  scharfe,  unveränderte  Bilder  zu 
erhalten,  da  hiebei  gar  keine  Feuchtigkeiten  während  der  Aufnahme 
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tt&A  der  Hervorrufung  der  Bilder  mitwirken.     Es  möchte  daher  sich 
sehr  empfehlen,  Versuche  dieser  Art  anzustellen. 

100. 
Von  solchen  photographischen  Ocularen    ist  mir  JEins  näher  be- 
kannt, und  zwar  dasjenige,  welches  der  Astronomischen  Gesellschaft 
gehört.     Dieses  Ocular  habe  ich,   soweit  die  Umstände  es  zuliessen, 
untersucht,  und  werde  die  Ergebnisse  derselben  hier  anführen. 

Das  genannte  Ocular  besteht  aus  zwei  Doppellinsen  (wahr- 
scheinlich aus  einer  Flint-  und  einer  Kronglaslinse) ,  die  in  einem 
und  demselben  Rohr  so  angebracht  sind,  dass  ihre  Entfernung  un- 
veränderlich ist.  Dieses  Rohr  ist  von  einem  zweiten  umgeben,  worin 
eine  Blendung  sich  befindet,  und  wird  mit  dem  einen  Ende  an  das 
Rohr  des  Objectivs  angeschraubt,  wogegen  am  anderen  Ende  die 
zur  Aufnahme  der  vorbereiteten  Glasplatte  dienende  Camera  obscura 
angeschraubt  wird.  Die  Linsen  lassen  sich  zwar  aus  ihren  Fassungen 
heraus  nehmen,  aber  sie  sind  an  einander  gekittet,  weshalb  ich  ihre 
inneren  Halbmesser  nicht  habe  untersuchen  können,  und  jede  der- 
selben in  den  folgenden  Untersuchungen  als  eine  einfache  Linse  be- 
trachten muss. 

Die  äusseren  Halbmesser  sind  je  zwei  einander  so  nahe  gleich, 
dass  meine  Apparate  gar  keinen  Unterschied  angegeben  haben,  es 
ist  aber  die  erste  Linse  Ein  Millimeter  dicker  als  die  zweite.  Ob 
die  inneren  Halbmesser  der  einen  Linse  denen  der  anderen  auch 
gleich  sind,  kann  ich  aus  der  angeführten  Ursache  nicht  bestimmen, 
jedoch  habe  ich  Grund  anzunehmen,  dass  sie  verschieden  seien. 

Den  einer  grösst  möglichen  Sehne  angehörigen  Pfeil  des  ersten 
Halbmessers  der  ersten,  und  des  zweiten  Halbmessers  der  zweiten 
Linse  fand  ich  im  Mittel  aus  mehreren  Versuchen  =  2min039 ,  und 
den  derselben  Sehne  angehörigen  Pfeil  der  beiden  anderen  Halb- 
messer =  2mm542.  Die  Brennweite  der  ersten  Linse  ergab  sich 
=  88.98  und  ihre  Dicke  =  16.2,  die  Brennweite  der  zweiten  Linse 
=  89.12  und  ihre  Dicke  =  15.2;  die  Entfernung  der  einander  zu- 
gekehrten Oberflachen  der  beiden  Linsen  s  35.6. 

Nimmt  map  den  Satz  zu  Hülfe,  dass  bei  kleinen  Krümmungen 
die  Pfeile,  die  auf  derselben  Sehne  stehen,  sich  sehr  nahe  umgekehrt 

43* 
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zu  einander  verhalten,  wie  die  Halbmesser  der  Kreise,  denen  sie 
angehören,  so  kommt  man  auf  die  folgenden  Gleichungen.  Wenn  q 
den  Pfeil  bezeichnet/ welcher  zum  Halbmesser  r,  oder  dessen  Sub- 
stitut p,  und  q   den  Pfeil,  welcher  zu  r   oder  p/  gehört,  so  werden 


9 


^=f-f 


Hieniil  erhielt  ich  die  folgenden  Daten 

V  =  194.2  ,   <?;  =  155.8  ,   d'  =  10.23  ,    ip  =  88.98 
e"  =  156.2,   ?;  =  194.7,   (f=    9.68,    y=  89.12 

die  nebst  dem  Brechungsverhältniss  IV  =  1.57  den  folgenden  Unter- 
suchungen zu  Grunde  gelegt  worden  sind. 

Ich  habe  hier  bei  den  Bezeichnungen  der  Grössen,  die  der 
ersten  Linse  angehören,  Einen  Strich  angewandt,  weil  weiter  unten 
dieses  Ocular  mit  einem  Objectiv  in  Verbindung  gebracht  werden  soll. 

101. 

Aus  den  Angaben  des  vor.  Art.  erhalt  man 

d'  =  1 6.2  q"  =    0 

(f  =  35.6  q"  =  1 6.2 

<r  =  15.2  g*  s  51.8 

q    =  67.0 

und  hieinil  die  Hauptpunkte  der  einzelnen  Linsen 

e    =    5.844 

«    -  ".oh     ^  =  44.720    . 
e"  =  56.232 

«"  =  61.476 
Durch  die  Gleichungen  des  Art.  68  u.  f.  ergeben  sich 


ft"  =  89. 1 2 
b'  =  —  44.40  ,   ß'  =  29.62 


«'  =  88.98 
a"  —  —  44.26  ,   «"  =  29.57 

0=  59.46 
F'  =  —  23.78  F"  =  91.05 

ii  ' 

Die   Hauptpunkte   werden   nicht  gebraucht.      Man   kann  jetzt  durch 
die  Anwendung  der  Gleichungen  (54)  die  Abscisse  des  Gegenstandes 
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£  —  g",  so  wie  die  des  Bildes  |" —  q  berechnen,  die  irgend  einer 
im  Voraus  bestimmten  Vergrösserung  des  Focalbildes  durch  dieses 
Ocular  entspricht.  Unter  Annahme  mehrerer  verschiedener  Vergrös- 
serungen  habe  ich  die  folgenden  Werthe  dieser  Abscissen  erhalten. 
Für 

2  mal  ige  Vergrösserung   —  53.52 

3  —  —  —  43.61 
l  —               —  —  38.66 

5  —  —  —  35.68 

6  —  —  —  33.70 

Id  wie  fern  das  in  Rede  stehende  Ocular  durch  seine  Construction 
befähigt  ist,  bei  diesen  Vergrösserungen  deutliche  und  scharfe  Bilder 
zu  geben,  kann  ich  freilich  hier  nicht  theoretisch  untersuchen,  da 
die  innere  Construction  der  beiden  Linsen  •  mir  nicht  zugänglich  ist, 
aber  durch  Versuche  habe  ich  in  Erfahrung  gebracht,  dass  dasselbe 
bei  einer  fünfmaligen  Vergrösserung  sehr  scharf  begrenzte  Bilder 
giebt. 

102. 

Das  Objectiv  des  heliophotographischen  Instruments,  von  wel- 
chem das  hier  betrachtete  Ocular  ein  Theil  ist,  hat  ohngefähr  acht 
Fuss  Brennweite,  weiter  ist  mir  aber  von  demselben  nicht  viel  mehr 
bekannt.  Da  das  oben  analysirte  Königsberger  Objectiv  auch  ohn- 
gefähr acht  Fuss  Brennweite  besitzt,  so  will  ich  dieses  mit  dem 
Ocular  in  Verbindung  bringen,  und  die  Oeffnungen  u.  s.  w.  der  Lin- 
sen bestimmen,  die  für  den  Durchgang  des  Sonnenbildes  durch  das- 
selbe erforderlich  sind. 

Betrachten  wir  dieses  Objectiv  als  die  erste  Linse  des  Instru- 
ments, nehmen  wir  die  erforderlichen  Data  aus  dem  Art.  71,  und 
verwandeln  sie  in  Millimeter,  so  ergeben  sich 

y=  2551.56 
e  =  6.02 
e,=  14.06 
l  s  2565.62 
d=      22.56 
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von  welchen  aber  e,  e;,  /';  voraussetzen,  dass  der  Anfangspunkt  der 
Abscissen  in  dein  Durchschnittspunkt  der  ersten  Oberfläche  des  Ob- 
jectivs  mit  der  Abscissenachse  liege.  Ich  werde  nun  zuerst  die 
Rechnungen  in  der  Annahme,  dass  das  Ocular  das  Focalbild  des 
Objectivs 

3mal 

vergrössern  soll,  durchführen.  Die  Entfernung  der  letzten  Oberfläche 
des  Objectivs  von  der  ersten  der  ersten  Ocularlinse  ist  nun  augen- 
scheinlich gleich  der  Entfernung  des  Brennpunkts  ft  von  der  erst 
genannten  Oberfläche,  oder  ft  —  (i,  vergrössert  um  den  Abstand  des 
Gegenstandes  von  der  letzt  genannten  Oberfläche  bei  einer  drei- 
maligen Vergrösserung ,  also 

d'  =  2565.62  —  22.56  +  43.61 
=  2586.67 

Mit  Beibehaltung  des  Anfangspunkts  der  Abscissen  im  Punkt  q\ 
werden  also 

q  =  —  2609.23 
q  =  —  2586.67 
q=Q 
etc. 

es  bleiben  nemlich  die  übrigen  q  so  wie  sie  oben  waren.  Es  wer- 
den ausserdem 


e  =  —  2603.21 
e  =  —2595.17 
e  =  -I-        5.84 
etc. 


7=2601.01 


Rechnen  wir  nun  die  Vereinigungsweiten,  so  bekommen  wir 

ß"  =  89.12 
b'  =  —  44.40  ,  ff  se  .  29.62 
b  =  2571.39,   ß  =       330600. 

ß't  =  88.98 
b,  =  2512.03  ,   ßt  —  —  162200. 

von  welchen  die,  welche  sich   blos  auf  die  Ocularlinsen  beziehen, 
dieselben  sind  "wie  oben.     Ferner  werden 


a    = 

2551.56 

d   = 

49.45  , 

t 

—  111.33 

a    = 

156.05, 

tt 

a    = 

207.75 

i 
a    = 

88.98 

at  = 

—  44.26 , 

it 
u    = 

29.57 
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0°  =  5744. 
F,°  =  159597.  F'0  =  —  99.82 

0°  =  —  7648. 

F°  =  —  333203.  F">  =  269.23 

"  • 

*'   =  59.46 
F    =  —  23.78  F'  =  91.05 

wovon  die  letzten  wieder  dieselben  sind  wie  oben.     Hiemit  werden 

logC  =  8.3513 

—  C"  =  7.9989       log  D'  =  1 .4507  n 

—  C'"=  7.8745  n      —  I)n  =  1.3688« 

log  C  =  8.2874»  log  />  =  1.6571  » 

—  Cw  =  8.4340»  —  ZT=  1.3688» 

also  durch  die  Gleichungen  (48) 

«'  =  c  +  0.0225/,     f  =  —  45.40*  —  0.0194  / 

«"  =  —  28.23«  +  0.0100/,     f  =  —  23.38«  —  0.0272/ 
«"=  —  43.24«  —  0.0075/,. 

m  welchen    wie    früher    die    Einheil    der   Winkel    «,  «',  etc.    Ein 
Grad   ist. 

103. 
Die   halbe   Oeflnung   des   benutzten  Objectivs   betrögt   79  Milli- 
meter.     Nehmen    wir    nun    den    Sonnenhalbmesser  =  16'  =  ■-    an, 

un(*     denken   uns  den   Sonnenmittelpunkt    in    der  Verlängerung    der 
Al)scissenachse,  so  erhalten  wir  für 

*  as  —  und  /  =  0 

15 


6 

= 

+ 

0°27 

/' 

= 



12.11 

tt 
6 

= 



7.53 

r 

= 



6.23 

6 

= 

"■• 

1 1 .53 

«  =  0 

und 

/  = 

79 

= 

+ 

1.78 

/' 

t 



1.53 

» 

+ 

0.79 

/" 

= 



2.15 

— 

_ 

0.59 

und  hieraus  folgt  für 
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*  =  ^  und  /  =  79 

45 


/ 

in 

6 


i 
6 

6 

w 

t 


2"  03 

/' 

=  — 

13.64 

G.74 

/' 

=  — 

8.38 

12.12 

• 

4 

15 

und 

/  =  • 

-  79 

1*51 

/' 

=  — 

10.58 

8.32 

• 

r 

=  — 

4.08 

10.94 

Die  grösste  Ocffnung,  die  erforderlich  ist,  um  alle  vom  concen- 
trischen  Sonnenbilde  auf  das  Objecliv  fallende  Lichtstrahlen  durch- 
zulassen/, beträgt  also  für  die  erste  Ocularlinse  sehr  nahe  27.3,  und 
für  die  zweite  16.8  Millimeter.  Jede  dieser  Linsen  hat  eine  Oeff- 
nung  von  ohngeföhr  40  Millimeter,  und  ist  also  weit  mehr  als  hin- 
reichend gross.  Wenn  man  sich  das  Sonnenbild  in  excentrischcr 
Lage  zum  Instrument  denkt,  so  muss  *  angemessen  vergrössert  wer- 
den, und  die  Folge  davon  ist,  da'ss  etwas  grössere  Oeffnungen  der 
Ocularlinsen  in  Anspruch  genommen  werden.  Es  kann  sich  jeder 
leicht  diese  Oeffnungen  für  verschiedene  Annahmen  über  die  Lage 
des  Sonnenbildes  aus  den  numerischen  Gleichungen  des  vor.  Art. 
berechnen.  Es  ist  aber  aus  anderen  Gründen  von  entschiedenem 
Vortheil,  bei  den  photographischen  Aufnahmen  der  Sonne  diese  mög- 
lichst concenlrisch  im  Instrumente  zu  erhalten,  wozu  Hülfsmiltel 
vorhanden  sind. 

104. 

Es  ist  von  Interesse  die  Einfalls-  und  Brechungswinkel  wenig- 
stens annähernd  kennen  zu  lernen,  die  in  diesem  Ocular  vorkommen. 

Es  dienen  dazu  die  folgenden  Gleichungen, 

sin  0    =  -t, -„  a    =  6 

P   -  Q 

sinö^  =  p,n_q„,  a    =  e 

etc.  etc. 

in  welchen  hier  statt  der  Sinusse  die  Bögen  gesetzt  werden  dürfen. 
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k" 
k'" 


=  t  +{e  — 


r 
i 

r 
r 


« 


h  (<?  • 

h(e  ■ 
etc. 


q  )e 

V  \       Vi 

9  J« 


und  vermöge  der  zweiten  Fundamentalgleichung  des  Art.  36, 


et 


a 


III 


Hl 


k"  -  k 


9'"-  9" 

k"  -  V 


q-  -q"=\  6.2 
q'  _  q1'  =  1 5.2 


etc. 
Es  bekommen  hierauf,  die  Einfallswinkel  die  Ausdrucke 

a  —  0  ,   a   —  6r,a   —  Ö,  etc. 

und  die  Brechungswinkel  die  Ausdrücke 

«  —  0  i   a   —  ff  ,   a  —  0  ,  etc. 

Für  das  in  Rede  stehende  Ocular  sind 
log  (p*  —q)  =  2.0441 
_  (p'"  — </")  =  1.9484n 
_  (p"_  f)  —  1.9496 
_  (pv—qv)  =  2.0452n 

hiemit,  und  mit  den  übrigen  oben  gegebenen  Daten,  findet  sich  für 

6  =  i  und  /  =  79 

0"  =  —  6°95,  fc"  s=  -  13,431 ,  «"=:-».  2°05 
tT -=  ■+■  8.47 ,  T  =  —  1 3.1 28 ,  « "  -  —  1 .08 
0"  =  —  5.70,  fc"=  —  8.864,  «'"=  —  6.74 
0*  =  +  3.75,  k'  =  —    7.221 ,  «  —  —    6.19 

«":=  —12.12 

und  es  werden  also  für  die 


Einfallswinkel 


I  1.  Oberfl.  ß"-ö"=  -l-900 

t.  Linse  |  2        ^  w„,  _  &l,  _  _  9  6 

(1.       „  </-<r=.-1.0 

2-  Linse  {  2.       „  «1  -  «T  «  _  9.9 


Brechungswinkel 
«"_ö"==+  5°9 

«" '—  <f=  —  1 5.2 
„'-e"^-   0.5 

a"—  &*=  — 15.9 


Man  sieht  hieraus,  dass  für  den  äussersten  Lichtstrahl  die  grössten 
Brechungen  in   beiden  Ocularlinsen  einander    nahe  gleich  sind,   so 
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wie    dass    die   Brechung   durch    die    erste   Oberfläche    der    zweiten 
Ocularlinse  sehr  klein  ist. 


105. 

Es  ist  in  diesem  Ocular  noch  ein  merkwürdiger  Punkt  zu  be- 
trachten, nemlich  das  Bild  des  Objectivs ,  welches  nach  dem  Durch- 
gange der  Lichtstrahlen  durch  alle  drei  Linsen  entsteht,  hinter  der 
letzten  Linse  liegt,  und  folglich  reel  wird.  Es  ist  dfescs  Bild  dem 
im  Orte  des  Auges  bei  Fernröhren  liegenden  Bilde  analog. 

Man  findet  die  Coordinaten  desselben  durch  die  Gleichungen 
(54),  nachdem  darin  q,  F°,  F"0,  *°  bez.  statt  £,  F,  F,  0  sub- 
stituirt,  und  statt  17  die  halbe  Oefftmng  des  Objectivs  gesetzt  worden 
sind.     Die  Rechnung  giebt 

f—q¥  =  +25.28 
q'"=  -     1.83 

Dieses  Bild  liegt  also  nahe  25  Millimeter  hinter  der  letzten  Ocular- 
linse, und  hat  einen  Durchmesser  von  3.7  Millimeter.  Am  Orte  die- 
ses Bildes  ist  der  Durchmesser  des  Strahlenkegels,  welcher  über- 
haupt ,  und  ohne  Rücksicht  auf  das  Gesichtsfeld ,  das  Instrument 
durchlaufen  kann,  ein  Minimum,  und  alle  Lichtstrahlen,  die  die  pho- 
tographische Platte  treffen  können,  müssen  durch  diesen  kleinen 
Kreis  gehen.  Der  Ort  desselben  eignet  sich  daher  vorzüglich  zur 
Anbringung  einer  Blendung,  deren  Oeffnung  den  Durchmesser  dieses 
Kreises  zu  erhalten  hat. 


106. 

Um  den  Weg  der  Lichtstrahlen  durch  dieses  Instrument  auch 
kennen  zu  lernen,  wenn  das  Ocular  auf  eine  andere  Vergrösserung 
eingestellt  worden  ist,  soll  die  Berechnung  auch  für  eine 

ömalige  Vergrösserung 

desselben  Oculars  kurz  durchgeführt  werden. 

Es  wird  zuerst  zufolge  des  Vorhergehenden 

d'  =  2565.62  —  22.56  -h  35.68 

=  2578.74 
also 
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9  = 

—  2601.30 

—  2578.74 

0 

etc. 

e   = 

—  2595.28 

e,  = 

—  2587.24 

/  ^^ 

5.84 

J  =  2593.08 


etc. 


und  die  Vereinigungsweiten,   die  von  den  vorhergehenden  verschie- 
den werden,  sind 
«'  =    41.52,     «  =  —    77.84 


«"=122.56,     «'«       326.8 


6  =  2563.46,     ß  =       549600. 


woraus 


6  =  2504. 10,     ßt  =  —  1 34620. 

0»  =  4784. 
F«=  132025.  F'„=  -  66.33 

0»  =  —  1 2753. 
F°=-  552195.  F*0=     388.3 

logC  =  8.3513 

—  C"  =  8.0783  log  ß"  =  1.4493» 

_  C'=  7.6525«  -  V  =  1.6345« 


folg. 


log  6"=  8.2114» 
_  C"'=  8.4086» 
Also 


logö'=  1.6557» 
_-  #"  =  1.3674« 


4» 


«/ 


28.14« 
43.40* 


und   fi|r 


«     ä   -|- 

//      


0.0225/,     /'=  —  45.26«  — 

0.0120/,     /"=  —  23.30«  — 

0.0045/ 

« =  ±  und  /  =  79 

2005  /'  =  —  43.36 

6.56  r  =  —     8.24 

1 1 .85 

=  i  und  /  =  -  79 


0.0163/ 
0.0256  / 


ni 


45 

—  1°51 

—  8.45 

—  11.14 


/'  = 


—  10.78 

—  4.18 
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ferner  für  t  =s  ^  und  /  =  79 

6*   =  —  6°81  ,  k"  =  —  13.151 ,     « "  =  -|-    2°05 

e'"  =  -§-  8.29,  F=  —  12.838, 

0'y  =  —  5.62,  T=  —    8.734, 

0'    =  +  3.67,  U  =  —    7.106, 


«  =  —  1.11 

«"'  =  —  6.56 

«'   as   —  6.14 

«"'  =  —  11.85 


und  es  werden  also  jetzt  für  die 

Einfallswinkel 
Oberfl.  a"  —  0"  =  ■+•  8°9 
2.  Oberfl.  a"—  0"'=  —  9.4 
Oberfl.  a"  —  ö"-i  —  0.9 
Oberfl.  «   —  Ö"  =  —  9.8 


1 


.  Linse  { 

l  2. 

;.  Linse  I1- 
l  2. 


a 


a 


VI 


Brechungswinkel 

—  ö"  =  -+-    5°7 

—  ö'"=  —  44.9 
«"  -  ö"  =  -  0.5 
«"-  (f  =  -  15.5 


Die  Coordinaten  des  Bildes  des  Objectivs  werden 

r  -  ?"  =  -*-  25.4 
1/"=-    1.83 

Vergleicht  man  diese  Zahlenwerthe  mit  denen,  die  im  vor.  Art.  für 
eine  dreimalige  Vergrösserung  dieses  Oculars  gefunden  wurden,  so 
geben  sich  nur  kleine  Unterschiede  zu  erkennen,  und  man  kann 
daraus  schliessen,  dass  ein  solches  Ocular,  wenn  es  für  eine  be- 
stimmte Vergrösserung  zweckmässig  construirt  wird,  sich  auch  mit 
Erfolg  auf  Vergrösserungen  anwenden  lässt,  die  eine  Einheit  und 
mehr  grösser  oder  kleiner  sind. 

Ich  komme  auf  die  oben  erwähnte,  in  diesem  Ocular  in  der 
Gegend,  in  welcher  das  reelle  Bild  des  Objectivs  liegt,  befindliche 
Blendung  zurück,  deren  Oeffnung  einen  Durchmesser  von  ohngefehr 
9  Millimeter  besitzt.  Ich  habe  vor  der  Zurückgabe  desselben  ver- 
gessen die  Entfernung  dieser  Blendung  von  der  letzten  Ocularlinse 
zu  messen,  und  kann  daher  nicht  angeben,  ob  sie  sich  im  Orte 
dieses  Bildes  befindet.  Sollte  dieses  der  Fall  sein,  so  ist  ihre  Oeff- 
nung jedenfalls  viel  zu  gross,  das  Ocular  muss  durch  Einziehung 
einer  richtig  berechneten  Blendung  auf  jeden  Fall  an  Güte  ge- 
winnen. 
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I.  Einleitung. 

* 

öchon  auf  der  allgemeinen  Conferenz  der  Mitteleuropäischen 
Gradmessung  im  Jahre  1864  in  Berlin  wurde  zwischen  dem  Direc- 
tor  der  Wiener  Sternwarte  Herrn  von  Littrow  und  mir  die  Ver- 
einbarung getroffen,  im  Jahre  1 865  eine  Längenbestimmung  zwischen 
Wien  und  Leipzig  auszuführen. 

Wegen  der  grossen  Entfernung,   auf  welcher  nach   den  Erfah- 
rungen früherer  Jahre    öfter    telegraphische  Störungen    bei    solchen 
Arbeiten  zu  vermuthen  waren,   kamen  wir  tiberein,  die  Zeitbestim- 
mungen in  Wien  und  Leipzig  nach  der  Auge-  und  Ohrmethode  anzu- 
stellen und  zwischen   den   beiden  an  jedem  Abende   stattfindenden 
Zeitbestimmungen  auf  telegraphischem  Wege  durch  Coincidenzen  die 
Lhren   mit  einander   zu  vergleichen.     Die  Beobachter  sollten  nicht 
wechseln,  aber  vor  und   nach  den   telegraphischen  Längenbestim- 
Jöungen  mit  den  eigenen  Instrumenten   den  Betrag  der  persönlichen 
Gleichung  ermitteln.    Die  Beobachtungen  wurden  ausgeführt  auf  dem 
^aer   Berge  bei  Wien   von  Herrn  Dr.  Weiss,    in  Leipzig  auf  der 
Sternwarte  von  mir  selbst.    Die  Instrumente  waren  beide  vollständig 
gleich  :  es  waren  Passagen-Instrumente  mit  gebrochenem  Fernrohr  von 
0  Par.  Linien  Objectivöffnung  und  30  Zoll  Brennweite,    (die  ange- 
Wandte  Vergrösserung  90fach,)     aus  der  Werkstatt   von   Pistor  & 
Ma*tins  in  Berlin. 

Die  Beobachtungen  zur  eigentlichen  Längenbestimmung  wurden 
aas8eftihrt  1865  vom  29.  Juni  bis  zum  19.  Juli.  Zur  Ermittelung 
er  persönlichen  Gleichung  kam  Herr  Dr.  Weiss  im  Mai  nach  Leip- 
z,8>  ich  selbst  begab  mich  im  August  nach  Wien  und  dem  Laaer 
öerge  und  die  persönliche  Gleichung  ist  ermittelt  vom  20—29.  Mai 
Uücl  vom  7—11.  August. 

Zur  eigentlichen  Längenbestimmung  wurde  nach'  dem  folgenden 

r°gramm  beobachtet. 

44* 
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B  e  ob  ach  tun  g8- Programm. 

Sterne  zur  ersten  Zeitbestimmung. 


Nr. 


Namen 


Grösse 


AR  4865.0 


Decl.  4865.0 


1 

2 
3 


5 


6 
7 
8 
9 
10 


ß.  A.  C.  5181 

a  Serpentis 

B.  A.  C.  5214 
5245 
5271 

Carrington  580 


11 


11 


Carrington  580 

dOphiuchi 

Radcliffe  3525 

B.  A.  C.  5463 
5490 
5523 


n 


ii 


6 
2.3 
4.5 

3 

6 
5.6 

• 

5.6 

3 
6.7 

4 

5 
«* 
o 


Nivelliren. 

15*     34m 
37 
39 
44 
47 


3 


57 


Umlegen. 
3h     57m 


16 


7 
42 
15 
19 
24 


389 
86 
54 
5 
59 
14 

14s 
15 
7 
44 
10 
12 


Nivelliren. 


50° 

6 

7 

4 
42 
83 

83» 
3 

40 
46 
14 
42 


51/9 
51.1 
46.8 
53.2 
49.7 
28.0 

28/0 
20.6 
22.0 
37.8 
20.8 
10.9 


Sterne  zur  zweiten  Zeitbestimmung. 


Nr. 

Namen 

Grösse 

AR  4865.0 

Decl. 

4  865.0 

Nive 

lliren. 

11 

C  Herculis 

3 

16h 

36m 

118 

+31° 

50.'8 

12 

B.  A.  C.    5621 

5 

39 

22 

8 

50.0 

13 

„       5644 

5 

% 

43 

4 

42 

28.9 

14 

„       5692 

4 

47 

37 

10 

23.4 

15 

xOphiuchi 

4 

51 

17 

9 

35.4 

eUrsae  minoris 

4.o 

59 

55 

+82 

45.3 

Uml 

egen. 

ellrsae  minoris 

4.5 

16 

59 

55 

+82 

15.3 

16 

a  Herculis 

3.4 

17 

8 

29 

14 

32.8 

17 

B.  A.  C.    5841 

6 

42 

46 

44 

0.8 

18 

„       5871 

6 

16 

32 

46 

22.5 

49 

„        5894 

6.5 

19 

48 

7 

43.0 

20 

,,       5911 

5.6 

23 

40 

48 

22.5 

21 

ß  Draconis 

2.3 

27 

20 

+52 

24.1 

Telegraphisohe  Arbeiten. 

—  An  dem  einen  Abende  beginnt  Wien ,  an  dem  andern  Leipzig 
und  so  abwechselnd.  —  Zuerst  erfolgt  Verständigung  und  Mittheilung 
über  die  beobachteten  Sterne. 

1.  Wien  (Leipzig)    lUsst   10  Minuten   seine  Coincidenzuhr   gehen. 
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Coincidenzen  werden  an  beiden  Stationen  beobachtet  zwischen 
den  Schlägen  der  Relais  und  der  Normaluhren. 
Ä.  Leipzig  (Wien)   lässt  10  Minuten  seine  Coincidenzuhr  gehen. 

3.  Wien   (Leipzig)    giebt  20    Signale   in   Intervallen    von   9  — 11 
Secunden. 

4.  Leipzig    (Wien)    giebt  20    Signale    in   Intervallen   von   9 — 11 
Secunden. 

ö.  Leipzig  (Wien)  lässt  10  Minuten  seine  Coincidenzuhr  gehen. 
6.  Wien  (Leipzig)  lässt  10  Minuten  seine  Coincidenzuhr  gehen. 

Sterne  zur  letzten  Zeitbestimmung. 


Nr. 

Namen 

Grösse 

AR  4865.0 

Decl.  1 

865.0 

22 

d  Aquilae 

3.4 

1 9h      1 8m 

41* 

-f-    go 

40.'8 

Nivelliren. 

23 

B.  A.  C.  6697 

4 

19      26 

17 

4-51« 

26/6 

24 

„        6717 

6 

29 

57 

48 

58.1 

25 

„        6729 

5 

32 

32 

5 

5.9 

26 

„        6745 

5.6 

35 

3 

42 

30.5 

1127  Carrington 

5.6 

7      44 

13 

+84 

26.2 

Umlegen. 

1127  Carrington 

5.6 

7      44 

13 

+84 

26.2 

27 

B.  A.  C.  6928 

5.6 

20        2 

39 

52 

45.8 

28 

„        6952 

5 

7 

56 

14 

17.3 

29 

a2  Capricorni 

3.4 

10 

33 

-12 

58.7 

30 

B.  A.  C.  6996 

5.6 

13 

18 

+  40 

18.7 

31 

„        7014 

6 

16 

30 

+  4 

54.7 

32 

„        7046 

6 

21 
ivelliren. 

19 

—  3 

48.1 

Es  wurden  vor  den  telegraphischen  Arbeiten  zwei  Zeitbestim- 
mungen gewählt,  falls  durch  Ungunst  des  Wetters  oder  durch  tele- 
£raphische  Störungen  eine  der  Zeitbestimmungen  ausfallen  sollte. 


£t.  Ermittelung  der  Instrumental-Correctionen. 

Die  Zenithdistanzen  der  sudlichen  Sterne  (Zeitsterne)  sind  so 
°evvUhlt,  dass  die  Hälfte  derselben  in  jeder  Zeitbestimmung  zwischen 
^3»  und  14°,  die  andere  Hälfte  zwischen  40°  und  52°  Declination 
^'   und  die  erstem  Declinationen  entsprechen   im  Mittel   sehr  nahe 
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denselben  Zenithdistanzen  nach  Süden,  als  die  Polsterne  sie  nach 
Norden  haben,  während  die  nördlichem  Sterne  in  der  Nähe  des 
Zeniths  gewählt  sind,  um  die  Azimuthaifehler  der  Instrumente  un- 
schädlicher zu  machen.  In  denselben  Zenithdistanzen  mit  den  Zeit- 
sternen wurden  auch  die  Sterne  zur  Ermittelung  der  persönlichen 
Gleichung  gewählt,  so  dass  dadurch  die  von  der  Zenithdistanz  ab- 
hängige Variabilität  der  persönlichen  Gleichung  sich  bestimmen  und 
an  die  Beobachtungen  anbringen  lässt. 

1.  Das  Instrument  in  Leipzig. 

a.  Die  Neigung. 

Die  Neigung  wurde  durch  die  sehr  guten  Niveaus  an  jedem 
Instrumente  nach  dem  Programm  jeden  Abend  mehrmals  (bis  zu  sieben 
Mal)  bestimmt.  Die  Blase  wurde,  da  die  Libelle  ein  Reservoir  hat, 
ziemlich  immer  auf  dieselbe  Länge  zwischen  16p  und  20p  gehalten 
und  für  diese  Länge  der  Blase 

1*  =  0!120 
0.116 
0.118 
also  im  Mittel 

1*  =  0:118  +  0:001 

ermittelt  und  angenommen. 

Die  Correction  für  Ungleichheit  der  Zapfen  war  früher  durch 
Beobachtungen  zu 

0^0486  +  0Ü00333 

gefunden,  während  sie  aus  den  unten  stehenden  Nivellirungen  sich  zu 

0?056,  Gewicht  =  51.9, 

also  genügend  übereinstimmend,  ergibt.     Angenommen  wurde 

011050 

und  zur  Reduction  des  Niveau  Ost -Ende  auf  West -Ende  die  Cor- 
rection 

—  0P20 

angebracht.  Die  angestellten  Nivellirungen  sind  in  folgender  Tabelle 
z  usammengcs  teil  t. 


7]       Bestimmung  der  Längenöifferenz  zwischen  Leipzig  und  Wien.     209 


4865. 

Zeit 

Kreis 

Erhebung 

des 
Westendes 

Heduction 

auf 

West 

Angenommen 

o— w 

Ge- 
wicht 

Juni  29. 

43*0 

W 

+3*00 

+3P00) 

15.4 

W 

+3.46 

+3.16V 

44*8 

+3*14 

+0P380 

9  7 

46.4 

0 

+3.46 

+3.26) 

Juli  4. 

45.5 

0 

-0.04 

-0.24) 

46.5 

w 

+0.30 

+0.30V 

17.3 

0.04 

-0.495 

2.7 

i 

20.0 

0 

+0.25 

+0.05] 

■ 

»    5. 

43.0 

0 

+0.26 

+0.061 

■ 

46.0 

w 

+0.40 

+0.40^ 

45.6 

+0.09 

+0.180 

2.7 

47.7 

0 

+0.30 

+  0.40J 

»    6. 

45.5 
46.5 

0 

w 

0.00 
-0.20 

—0.20) 
-0.20 

47.5 

w 

+0.02 

+0.02} 

47.7 

-0.16 

+0.475 

4.8 

49.2 

0 

+0.05 

-0.45 

49.9 

w 

-0.27 

-0.27J 

»    7. 

43.8 

w 

-0.65 

—0.65) 

4  5.4 

w 

-0.55 

-0.551 

45.2 

-0.67 

-0.020 

2.7 

46.5 

0 

#-0.62 

-0.82J 

• 

»    9. 

45.5 

w 

-0.36 

—0.36} 

45.5 

-0.36 

»    42. 

45.8 

w 

+0.57 

+0.57] 

46.5 

0 

+  1.40 

+0.90V 

46.4 

+0.66 

+0.565 

2.7 

47.0 

w 

+  0.50 

+0.50) 

»    43. 

45.0 

w 

+0.87 

+0.87\ 

■ 

45.5 
4  6.5 

w 

0 

+0.25 
+  4.40 

+0.25I 
+0.90 1 

16.1 

+0.84 

+0.323 

3.0 

47.5 

w 

+4.24 

+4.24J 

»    4  4. 

43.3 

w 

+0.34 

+0.34\ 

45.5 
46.5 

w 

0 

+0.34 
+0.34 

+0.34  1 
+0.44  f 

16.1 

+0.40 

0 

—0.490 

3.0 

49.2 

w 

+0.82 

+0.82J 

»    45. 

43.2 
45.5 
46.5 

0 
0 

w 

+0.25 
+0.62 
+0.77 

+0.05 
+0.42 
+0.77 

• 

48.0 

0 

+0.77 

+0.57 

► 

47.6 

-»-0.42 

+0.038 

6.9 

49.3 

0 

+0.66 

+0.46 

20.3 

w 

+0.20 

+0.20 

20.4 

w 

+0.49 

+0.49, 

»    46. 

45.5 
45.9 
46.8 

w 

0 
0 

+0.56 
+0.79 
+0.40 

+0.56 
+  0.59 
+0.20 

* 

17.6 

w 

+0.45 

+0.45 

> 

47.9 

+0.54 

+0.249 

6.9 

49.3 

w 

+0.44 

+0.44 

49.7 

0 

+4.00 

+0.80 

20.4 

0 

+0.74 

+0.54. 

• 
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4865. 

Zeit 

Kreis 

* 

Erhebung 

des 
Westendes 

Reduction 

auf 

West 

Angenommen 

0  — W 

Ge- 
wicht 

Juli  17. 

13*3 
15.6 

W 
0 

+0?09 
+1.04 

+  0P09 
+  0.84 

16.5 
17.6 

w 

0 

+  0.51 
+  1.10 

+0.51 
+0.90 

► 

17P0 

+  0P5Ü 

+0P797 

6.0 

19.0 

0 

•   +1.30 

+  1.10 

20.0 

w 

+0.45 

+0.45J 

i 

»  18. 

15.5 
16.5 

w 

0 

+0.22 
+0.57 

+0.22 
+0.ä7 

18.0 

w 

+0.49 

+0.49 

► 

17.7 

+0.50 

+0.265 

4.8 

19.0 

w 

+0.70 

+0.70 

19.7 

0 

+0.90 

+0.70J 

»     19. 

15.5 

0 

+0.55 

+0.35) 

16.5 
18.0 

w 

0 

+0.50 
+0.59 

+0.50  l 
+0.39 1 

17.6 

+0.41 

+0.080 

3.0 

20.5 

0 

+0.60 

+0.40' 

Man  erkennt  hier  deutlich  eine  der  Zeit  .proportionale  Aende- 
rung  der  Neigung  und  aus  den  zu  Anfang  und  Ende  angestellten 
Nivellirungen  an  jedem  Tage  ist  die  stündliche  Variation  der  Nei- 
gung abgeleitet.     Es  ergibt  sich: 

r 

Aenderung  der  Neigung. 


4865. 

Zeit 

Aenderung 

Juni  29. 

in 

3*1 

+0!26 

Juli     4. 

» 

4.5 

+0.19 

»       5. 

» 

4.7 

+0.04 

9         6. 

» 

4.4 

-0.07 

»       7. 

» 

2.7 

-0.17 

i>     12. 

» 

1.2 

-0.07 

»     13. 

» 

2.5 

+0.34 

»     14. 

» 

5.9 

+0.48 

»     15. 

» 

7.2 

+0.44 

»      16. 

» 

4.9 

-0.02 

D      17. 

» 

6.7 

+0.36 

»      18. 

» 

4.2 

+0.48 

»      19. 

» 

5.0 

+0.05 

in  57  Stunden  s£  +  2!31 

daher  stündliche  Aenderung «+  0*.04 

Mit  dieser  stündlichen  Aenderung  sind  für  die  Zeiten  der 
beobachteten  Polsterne  an  jedem  Abend  aus  den  obigen  Neigungen 
die  folgenden  Werthe  abgeleitet: 
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Neigung  für  die  ^olsterne. 


4865. 


«  Ursae  minoris 
43** 


Kr.  West 


Kr.  Ost 


Polstern  I. 
16*0 


Kr.  West 


Kr.  Ost 


Juni  99. 
Juli    l. 

•     5. 
»     6. 

•  7. 
»     9. 

•  12. 
■  13. 
»    U. 

n      15. 

•  16. 

*  n. 

i    19. 


0!369 

+0*361 

+0!379 

0.009 

+0.003 

+0.001 

0.008 

+0.020 

+0.018 

0.029 

—0.017 

—0.019 

0.081 

—  0.069 

—0.071 

0.045 

-0.033 

—0.035 

0.073 

+0.085 

+0.083 

0.091 

+0.103 

+0.101 

0.044 

+0.056 

+0.054 

0.040 

+0.052 

+0.050 

0.049 

+  0.061 

+0.059 

0.059 

+0.071 

+0.069 

0.049 

+0.061 

+0.059 

0.038 

+0.050 

+0.048 

+0«391 
+0.013 
+0.030 
-0.007 
—0.059 
—0.023 
+0.095 
+  0.113 
+  0.066 
+0.062 
+0.07I 
+  0.081 
+0.071 
+0.060 


Polstern  II. 
«7*0 


Kr.  West 


+0-383 
+0.005 
+0.022 
-0.015 
-0.067 
—0.031 
+0.087 
+0.105 
+0.058 
+0.054 
+0.063 
+0.073 
+0.063 
+0.052 


Kr.  Ost 


Polstern  III. 


+0!395 
+  0.017 
+0.034 

—  0.003 

—  0.055 
—0.019 
+  0.099 
+0.117 
+0.070 
+0.066 
+0.075 
+0.085 
+0.075 
+0.064 


Kr.  West 

Kr.  Ost 

+0?392 

+0?404 

+  0.014 

+0.026 

+0.031 

+0.043 

-0.006 

+0.006 

-0.058 

—  0.046 

-0.022 

-0.0I0 

+0.096 

+0.108 

+0.114 

+0.126 

+0.067 

+0.079 

+0.063 

+0.075 

+0.072 

+0.084 

+0.082 

+0.094 

+0.072 

+0.084 

+0.061 

+0.073 

b.   Der  Collimationsfehler. 

Um  die  Collimationsfehler  zu  bestimmen,  wurden  an  die  Pol- 
sterne die  Correctionen  für  die  Neigung  angebracht,  die  so  für  Kreis 
Ost  und  Kreis  West  corrigirten  Beobachtungszeiten  von  einander  abge- 
zogen und  durch  die  Coefficienten  der  Collimationsfehler  (2  sec  d) 
dividirt.  Zur  Berechnung  der  Collimationsfehler  haben  sich  aus  den 
Beobachtungen   folgende  Werthe  ergeben. 


Kreis  West 

Kreis  Ost 

Durchgangs- 

West 

Colli- 

Polsterne 

4865 

Durchgangs- 

Correct. 

Durch- 

Correct. 

zeit 

minus 

mations- 

===—: 

zeit 

für  i 

gangszeit 

für  e 

West  I    Ost 

Ost 

fehler 

SO  Carringt. 

Juni  29. 

15h56m59?92 

-2!35 

57m    5!20 

— 2*42 

57*57 

62!78 

5*21 

+0*297 

- 

Juli 

4. 

57    21.95 

-0.01 

28.31 

-0.08 

21.94 

28.23 

6.29 

+0.358 

» 

6. 

22.45 

+  0.12 

30.47 

+0.04 

22.57 

30.51 

7.95 

+0.453 

» 

7. 

23.52 

+0.4V 

31.74 

+0.36 

23.96 

32.10 

8.15 

+0.464 

» 

13. 

29.86 

—  0.62 

36.18 

—0.69 

29.24 

35.49 

6.25 

+0.356 

» 

IL 

30.22 

—0.33 

36.4  4 

-0.41 

29.89 

36.03 

6.15 

+0.350 

» 

15. 

29.92 

-0.31 

37.06 

-0.38 

29.61 

36.68 

7.07 

+0.403 

» 

16. 

29.82 

—0.36 

38.72 

-0.43 

29.46 

38.29 

8.83 

+0.503 

» 

17. 

30.  i3 

-0.42 

39.90 

-0.49 

30.01 

39.41 

9.40 

+0.535 

» 

18. 

31.37 

-0.315 

40.96 

—0.43 

31.01 

40.53 

9.52 

+0.542 

0 

19. 

32.03 

—0.29 

42.04 

-0.37 

31.74 

41.67 

9.94 

+0.566 

-sae  min 

Juli 

4. 

17     0      6.62 

+0.03 

0      1.74 

+0.11 

6.65 

1.85 

4.80 

+0.325 

» 

5. 

7.62 

+0.14 

0.62 

+0.2? 

7.76 

0.84 

6.92 

+0.466 

» 

6. 

8.14 

-0.10 

2.21 

—0.02 

8.04 

2.19 

5. 85 

+0.394 

» 

7. 

10.40 

-0.43 

3.10 

—0.35 

9.97 

2.75 

7.22 

+  0.486 
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Kreis  West 

Kreis  Ost 

Durchgangs- 

West 

Colli- 

Polstern 

486S 

Durchgangs- 

Correct. 

Durch- 

Correct. 

zeit 

minus 

mations- 

zeit 

für» 

gangszeit 

für  i 

Westl    Ost 

Ost 

fehler 

€  Ursae  min. 

Juli 

42. 

47h   0m10!65 

+0!55 

0m    3!84 

+  0!63 

4  4*20 

4H7 

6!73 

+0H54 

» 

43. 

44.06 

+0.67 

2.90 

+0.75 

14.73 

3.65 

8.08 

+0.5U 

J> 

4  5. 

4  4.54 

+0.34 

4.38 

+0.42 

44.88 

4.80 

7.08 

+0.477 

» 

46. 

44.04 

+0.40 

5.46 

+0.48 

44.44 

5.64 

8.77 

+0.590 

» 

47. 

44.00 

+0.47 

4.20 

+0.54 

14.47 

4.74 

9.72 

+0.655 

» 

48. 

4  6.05 

+0.40 

5.37 

+0.48 

16.45 

5.85 

10.60 

+0.712 

9 

49. 

6.32 

+0.44 

45.99 

+0.33 

6.73 

46.32 

9.59 

+0.646 

a  Ursae  min. 

Juli 

5. 

43   40    44.04 

-0.25 

40    33.04 

-0.62 

13.79 

32.42 

18.63 

+0.230 

») 

4  4. 

22.84 

—  4.37 

51.00 

-4.74 

24.47 

49.26 

27.79 

+0.343 

» 

4  5. 

23.80 

—4.24 

53.42 

-1.64 

22.56 

51.84 

29.25 

+0.361 

» 

47. 

22.05 

-4.83 

62.85 

—2.20 

20.22 

60.65 

40.43 

+0.498 

1 1 27  Carringt. 

Juli 

6. 

49  44      9.60 

+0.05 

44    18.59 

-0.05 

9.65 

18.54 

8.89 

+0.432 

» 

45. 

43.78-0.47 

27.06 

-0.57 

13.31 

26.49 

43.48 

+0.639 

» 

46. 

44.92 

-0.53 

27.91 

-0.63 

14.39 

27.28 

42.89 

+0.625 

» 

«7. 

45.92 

—0.61 

28.50 

-0.74 

15.31 

27.79 

42.48 

+0.605 

• 

» 

4  8. 

45.74 

-0.53 

29.84 

• 

-0.63 

45.21 

29.48 

13.97 

+0.677 

Auch  in  diesen  Werthen  ist  eine  der  Zeit  proportionale  Aende- 
rung  wahrzunehmen,  und  um  die  stündliche  Aenderung  der  Colli- 
mation  zu  berechnen,  ist  zuerst  ohne  Rücksicht  auf  die  Gewichte 
für  jeden  Tag  das  Mittel  aus  den  einzelnen  Gollimationsfehlern  abge- 
leitet.    Es  hat  sich  ergeben 

Juli     4.  4  6*48 

»      5.  45.08 

6.  47.57 

7.  4  6.48 
43.  46.48 
4  4.  4  4.56 

45.  46.46 

46.  47.57 

47.  46.46 

48.  47.57 

49.  46.48 


» 


D 


)) 


» 


» 


+0!344 
+0.349 
+0.426 
+0.475 
+0.450 
+0.347 
+0.470 
+0.573 
+0.573 
+0.643 
+0.606 


und  damit  ergibt  sich  als  Aenderung  der  Collimation: 


Juli  4.  in  0*52  —  0?016 

»     4.  »  0.52  —0.047 

5.  »  4.92  +0.448 

5.  »  4.92  +0.448 

6.  d  4.61  -0.027 
6.  »  0.57  +0.032 
6.  »  2.47  +0.006 


» 
» 

» 


Juli  7.  in  0h52 
0.52 
0.52 
0.52 
4.40 
4.40 


r0?0ll 
-0.044 
-0.094 
-0.094 
hO.003 
h0.004 

»  45.    »   3.30  +0.409 


»  7. 
»  43. 
»  43. 
»  4  4. 
»  44. 


» 
» 
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Juli  45.  in  0*50  +0Ü067  Juli  17.  in  0*54  +0Ü082 

»  15.  »  0.54  -HO. 007  »    17.    »   3.28  +0.032 

»  *5.  n  3.28  -hO.169  »    18.    »    1.61    +0.091 

»  16.  »  1.61  —0.070  »    18.    »    0.57  -0.069 

»  16.  »  0.57  +0.017  »   18.    »   2.17  +0.034 

»  16.  *>  2.17  +0.052  »    19.    »    0.52  +0.040 

»  17.  »  3.50  +0.075  »    19.    »   0.52  +0.040 

»  17.  »  0.50  +0.038  Summe  Tn     39*09  +1?251 

also  stündliche  Aenderung      +-0!032. 

Aus  frühem  Resultaten  war  -t-0!034  gefunden  und  dieser  Werth 
ist  bei  den  Rechnungen  angewandt  worden. 

Der  Collimationsfehler  ist  vom  4.  bis  19.  Juli  ziemlich  regel- 
mässig grösser  geworden,  weil  die  Temperatur  in  dieser  Zeit  zunahm. 
Um  nun  zu  untersuchen/  ob  bei  den  Umlegungen  des  Instruments 
von  Kreis  Ost  nach  Kreis  West  und  umgekehrt  dieselben  Collimations- 
fehler herauskommen  (was  zugleich  eine  Prüfung  für  die  Richtigkeit 
der  Fädenintervalle  ist)  habe  ich  für  die  verschiedenen  Polsterne  für 
Kreis  Ost  und  Kreis  West  beginnend,  die  Mittel  gebildet.  Zieht  man 
Juli  4  und  6  als  gültig  für  Juli  5  zusammen,  so  hat  man  (Alles  re- 
ducirt  auf  17h  Sternzeit)  im  Mittel  aus 


Carr.  580     Kr.  O  c  =  -+08.514 


» 


W  +0.500 

«Ursae  min.  »    W  +0.510 

»    O  +0.537 

Carr.  1127    »    O  +0.566 

W  +0.590 


)) 


aus  Juli  4,  6,  1£,  4  7,  19) 

»       »    7,  13,  16,  18) 
»       »    4,  6,  15,  17,  19) 
»       »    7,  13,  16,  18) 
»       »    15,  17) 
»    16). 


llü  Mittel  bei  Kreis  Ost  beginnend  ist  c  =  +0?539,  bei  Kreis  West 
^  •+*0"533,  also  bei  den  wenigen  Beobachtungen  genügend  über- 
stimmend. 

c.   Das  Azimuth. 

Zur  Bestimmung  des  Azimuths  wurden  die  scheinbaren  Positionen 
VOa    cc  Ursae  minoris  aus  dem  Berliner  Jahrbuche  entnommen  und  die 

0rreetion  von  +0g.60  angebracht,  welche  sich  aus  vielen  Beobach- 

un8^n  als  die  wahrscheinlichste  ergeben  hat;  s  Ursae  wurde  erst 
aus    dem  Nautical  Almanac  mit  der  Correction  von   — 0*  38  in  AR 

nlt*Onimen,  doch  zeigte  sich,  wenn  man  das  Azimuth  aus  den  bei- 
ufc^  nachfolgenden  Carringtonsternen  allein  mit  der  daraus  folgenden 

^T  Zeit  proportionalen  Aenderung  annahm 
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[(2 


0?089+0?022 


für  die  Leipziger  Beobachtungen  eine  Correction 

des  Azimuthes  aus  €  Ursae  min.  von  

für  die  Wiener  Beobachtungen   eine  Correction 

des  Azimuthes  aus  a  Ursae  min.   von  +0.155  +  0.021 

Im  Mittel  wurde  daher  als  Correction  des  ursprünglichen  Azi- 
muthes aus  «Urs.  min.  +0-127 

angenommen,   welches  einer  Correction  der  Rectascension  für  *  Urs. 
min.  von  noch  nahe  — 0*57 

also  im  Ganzen  von  — 0*95     entspricht. 

Die  Sterne  580  und  1127  Carrington  sind  von  Hrn.  Romberg 
am  Berliner  Meridiankreis  bestimmt  und  die  mittlem  Oerter  für 
1865.0  angenommen: 

580  Carr.  AR.  =  3h  57m  14?  45,    d  =  83ü  28'  51' 0 
1127  Carr.  AR.  =  7    44    10.15,    c)  =  84   2611.2 

Für  die  bei  Ableitung  der  Azimuthe  benutzten  Zeitsterne  sind 
angewandt  als  Correctionen,  inclusive  der  täglichen  Aberration 


für  a  Serpen tis  aus  dem  Berliner  Jahrbuch  1865 


)> 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


)> 


dOphiuchi 
f  Herculis 
x  Opniuchi 
a  Herculis 
ß  Draconis 
d  Aquilae 
«i  Capricorni 
a2  Capricorni 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


» 


Nautical  Almanac  1865 


w 


)> 


» 


»  »  » 

Berliner  Jahrbuch  1865 
Nautical  Almanac   1865 


)> 


)> 


» 


Berliner  Jahrbuch   1865 


» 


» 


» 


— O'.OI 
—0.01 
+0.18 
+0.02 
—0.01 
+0.06 
+0.05 
—0.01 
—0.01 


und  damit  die  scheinbaren  Oerter  der  Sterne  wie  folgt  gefunden: 
Carrington  580.  Carrington  1127.       e  Ursae  minoris 


Juni  30.  AR  =  3h  57 

Juli      5.  57 

10.  57 

15.  57 

20.  57 


m 


16!46   AR=7b44m4!31 


17.28 
18.17 
19.10 
20.08 


44 
44 
44 

44 


4.31 
4.41 
4.60 
4.87 


AR=16h59m58*.23 

59    57.77 

,59    57.26 

59    56.69 

59    56.07 


tj  Ursae  majori«.  «  Serpentis.                  rVOphiuchi. 

Juni  30.  AR  =  13h42ml4!67  AR=  15h37m40M2  AR=  16h7,n  19!48 

Juli  10.                         14.43  37    40.05                   7    19.44 

20.                         14.17  37   39.95                   7    19.36 
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S  Herculis.  x  Ophiuchi.  a  Herculis. 

Jum30.AR  =  16h36mU,.8O  AR=  16h51m  19'.88  AR=  4  7"  8"  32*. 69 

Juli  10.  36    14.73  51    19.86  8   32.68 

20.  36    14.62  51    19.80  8   32.62 

ß  Draconis.  Ö  Aquilae.  at  Capricorni. 

Juni30.AR=17"27m258.93  AR  =  19h  I8m44*.79  AR  =  20h  1 0m  1 3'.22 

Juli  U).  27  25.84  18  44.90  10  13.38 

20.  27  25.69  18  44.97  10  13.51 

<*2  Capricorni. 
Juni  30.  AR  =  20h  10"  37".  16 
Juli  10.  10    37.32 

20.  10    37.45 

An  die  Polsterne  wurden   ausser  der  täglichen  Aberration  noch 
die  von  2  C  abhängigen  Glieder  angebracht. 

Mit  diesen  Sternpositionen   wurde  für  jeden  Tag  aus  den  Pol- 
sternen   und    aus  den   zunächst   liegenden   Fundamentalsternen    das 
Aziirmih  berechnet,  und  die   folgende  Tafel  enthält  die  Gleichungen 
Zür  Ableitung  des  Azimuthes  und   die  Werthe   der  gefundenen  Cor- 
recfionen  für  dasselbe. 


4865 


Jim»  ^g^ 


Juli  k 


Juli  5. 


o  Ursae  min.  U. 
tj  Ursae  maj. 
a  Serpentis 
Carr.  580  ü. 
ä  Ophiuchi 
£  Herculis 

a  Serpentis 
Carr.  580  ü. 
3  Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
€  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 


Gleichung  zur  Bestimmung 
der  Azimuthe 


a  Ursae  min, 
rj  Ursae  maj. 
t  Herculis 
x  Ophiuchi 
e  Ursae  min. 
ß  Draconis 


U. 


8*75 
48.40 
18.40 
45.93 
17.79 
19.37 

7.77 

8.14 

7.94 

7.47 

7.56 

6.25 

7.78 

7.45 


A/ 
A* 
A/ 
A< 

Af 

A/ 


86.14  k 
0.04  k 
0.72* 
6.23  k 
0.84  k 
0.42  * 

0.72  * 


=  Am 

=  A*  +  6.23  k 

=  Af  +  0.81  k 

=  A/+  0.42  k 

=  At  +  0.69  k 

=  Af  —  3.82  k 

=  A/+  0.63  k 

=  Af  —  0.03* 


13.66  =  A/ +26.14  k 
.  7.94  =  A*  +  0.04* 
7.73  =«  A*  +  0.42  k 
7.95  =  A*+  0.69* 
6.44  =  Af  —  3.82  4 
7.80  ss  A/  —  0.03* 


Sternzeit 
derBeob. 


43*2 


46.0 


46.0 


47.0 


43.2 


47.0 


Azimuth 


-0?370 


—0.368 


-0.076 


—0.308 


—0.249 


—0.342 
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Juli   6. 


Gleichung  zur  Bestimmung 
der  Azimutbe 


Juli  7. 


Juli  12. 


Juli  13. 


Juli  14 


Juli  15. 


a  Ursae  min.  U. 
7]  Ursae  maj. 
a  Serpeniis 
Carr.  580  U. 
d  Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
e  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 
(JAquilae 
Carr.  1127  U. 
at  Capricorni 

«2 


» 


a  Ursae  min.  U. 
1^  Ursae  maj. 
a  Serpentis 
Carr.  580  U. 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
£  Ursae  min. 

a  Ursae  min.  U. 

!  Ursae  maj. 
Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
6  Ursae  min. 

öl  Serpeniis 
580  Carr.  U. 
d  Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
e  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 

a  Ursae  min.  U. 
r\  Ursae  maj. 
a  Serpentis 
580  Carr.  U. 
d  Ophiuchi 
£  Herculis 
d  Aquilae 

a  Ursae  min.  U. 
tj  Ursae  maj. 
a  Serpentis 
580  Carr.  U. 
6  Ophiuchi 


—14.58  =  A 

—  8.02  =  A 

—  8.52  =  A 

—  9.24  m  A 

—  8.60  =  A 

—  8.19  =  A 

—  8.38  =  A 

—  7.34  =  A 

—  8.50  s  A 

—  8.11  =  A 

—  8.82  =  A 

—  9.93  =  A 

—  8.36  «  A 

—  8.62  =  A 

-U.47  =  A 

—  8.91  =  A 

—  8.97  =  A 
-10.58  =  A 

—  8.85  =  A 

—  8.99  =  A 

—  8.65  =  A 

—  16.45  =  A 

-11.06  =  A 

—  11.87  =  A 
-11.47  =  A 

-11.78  =  A 
-10.70  =  A 

—12.03  =  A 
—13.77  =  A 
-12.31  =  A 
-11.74  =  A 

—  11.97  =  A 
—10.67  =  A 
—11.22  =  A 
-11.01  =  A 

-18.27  =  A 
—12.61  =  A 
—12.83  =»  A 
-14.19  =  A 
—12.82  =  A 
-12.26  =  A 
—11.68  =  A 

—49.18  =  A 
-43/31  =  A 
-43.39  =  A 
—14.18  =  A 
-13.38  =  A 


Slernzeit 
der  Beob. 


Azimuth 


-1-26.11  fc 

+  0.04  fc 

+  0.72  fc 

+  6.23  fc 

+  0.81  fc 

-t-  0.42  fc 

+  0.69  fc 

—  3.82  fc 
+  0.63  fc 

—  0.03  fc 
+  0.77  fc 
+  7.19fc 
+  0.92  fc 
+  0.92  fc 

-1-26.11  fc 

-4-  0.04  fc 

+  0.72  fc 

+  6.23  fc 

+  0.42  fc 

+  0.69  fc 

-  3.82  fc 

+26.11  fc 

-h  0.04  fc 

+  0.81  fc 

-H  0.42  fc 

+  0.69  fc 

-  3.82  fc 

+  0.72  fc 

-»-  6.23  fc 

+  0.81  fc 

+  0.42  fc 

+  0.69  fc 

-  3.82  fc 
-fr-  0.63  fc 

—  0.03  fc 

+26.1  Ofc 

+  0.04  fc 

+  0.72  fc 

+  6.23  fc 

+  0.81  fc 

+  0.42  fc 

-4-  0.77  fc 

+26.40  fc   / 

+  0.04  fc 

+  0.72  fc 

+  6.23  fc 

+  0.81  fc 


13*2 


16.0 


17.0 


19.7 


13.2 
16.0 

17.0 

13.2 
17.0 


16.0 


17.0 


13.2 


16.0 


43.2 


46.0 


— 0!250 


-0.424 


—0.234 


-0.240 


—0.243 
-0.285 

—0.056 

-0.206 
—0.225 


—0.292 


—0.34  5 


-0.247 


—0.250 


-0.224 


-0.446 
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ISS5 

Sterne 

Gleichung  znr  Bestimmung 
der  Azimuthe 

Sternzeit 
der  Beob. 

Azimuth 

JoB  f  5. 

£  Herculis 
x  Ophiuchi 

-43!20  t=  Ar  +  0.42  *  l 
—43.04  ei  Ar  +  0.69  * 

1  „ 

e  Ursae  min. 

—4  4.55  =  Ar  —  3.82* 

47^0 

—0*404 

a  Herculis 

—43.33  st  Ar  +  0.63  * 

ß  Draconis 

—43.37  »  Ar  —  0.03*  j 

1 

d  Aquilae 

—43.22  =  Ar-h  0.77*  i 

>    49.7 

4  4  27  Carr.  U. 

-45.54  «  Ar  +  7.49* 

at  Capricorni 

—43.60  bs  Ar-H  0.92* 

—0.333 

a2          » 

—  43.37  b  Ar-f-  0.92* 

Juli  46. 

a  Serpentis 

—  43.84  =  Ar  +  0.72* 

580  Carr.  ü. 

—4  4.72  Bt  Ar  +  6.23* 

•    46.0 

—0.457 

d  Ophiuchi 

—43.88  bb  Ar-h  0.84  * 

£  Herculis 

—43.44  as  A/-f.  0.42* 

« 

x  Ophiuchi 

—  13.77  as  Ar-h  0.69* 

e  Ursae  min. 

—43.36  bs  Ar—  3.82* 

>    47.0 

-0.402 

a  Herculis  * 

—43.95  b.  Ar-h  0.63* 

ß  Draconis 

—43.89  s  Ar—  0.03*  , 

1 

• 

d  Aquilae 

— 44.1 8  =  Ar  +  0.77*  i 

1 

4  427  Carr.  ü. 

—46.40  b  Af-t-  7.49* 

L           m  *±     mt 

• 

a.  Capricorni 

—  43.90  =  Ar  +  0.92* 

)    49.7 

—0.377 

ct2          » 

—43.87  bA<+  0.92*  . 

1 

Juli  17. 

a  Ursae  min.  U. 

—20.54  «  A/ +26.40* 

f    43.2 

rj  Ursae  maj. 
a  Serpeniis 

—  44.33  bA/+  0.04* 

—0.237 

-4  4.54  =s  Arn-  0.72*  1 

1 

580  Carr.  U. 

—  45.37  =  Ar-h  6.23* 

46.0 

-0.430 

<J  Ophiuchi 

—4  4.82  =  Ar-h  0.84  *  J 

1 

C  Herculis 

—4  4.27  =  Ar  +  0.42* 

1 

x  Ophiuchi 

—44.37  =  Ar  +  0.69* 

a  Ursae  min. 

—  43.06  ■  A/—  3.82* 

'    47.0 

-0.289 

a  Herculis 

—  4  4.23  =  Ar  +  0.63* 

ß  Draconis 

—  14.48  b  Ar—  0.03*  - 

d  Aquilae 

—44.82  Bt  Ar+  0.77*  i 

•    49.7 

4  4  27  Carr.  U. 

-47.07  b  Ar-f-  7.49* 

crt  Capricorni 
a2          » 

—4  4.64  =:  Ar  4-  0.92* 

—0,366 

-44.69  =  Ar+  0.92*  . 

Juli  48. 

a  Serpentis 

-45.40  =  Ar-h  0.72* 

• 

580  Carr. 

—4  6.23  =  A/-H  6.23* 

■    46.0 

—0.442 

d  Ophiuchi 

—  45.50  bs  Ar+  0.81  * 

C  Herculis 

—  45.44  =  Ar+  0.42*  ; 

x  Ophiuchi 

—45.20  bs  Ar-H  0.69* 

«  Ursae  min. 

-4  4.73  =  Ar—  3.82* 

'    47.0 

-0.444 

a  Herculis 

—  45.53  =  Ar+  0.63* 

ß  Draconis 

—45.33  b  Ar—  0.03*  - 

4  427  Carr.  U. 

—47.67  bs  Ar-h  7.19* 

er,  Capricorni 

—45.57  =  Ar+  0.92* 

49.7 

-0.345 

02              » 

-^45.46  »  Ar+  0.92* 
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Gleichung  zur  Bestimmung 
der  Azimuthe 


Sternzeit 
der  Beob. 


Azimuth 


Juli  49. 


a  Serpenüs 
580  Carr.  ü. 
d  Ophiuchi 
t  Herculis 
x  Ophiuchi 
€  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 


—  45.96  =  Af  +  0.74  k 

—  46.99  =  A/  +  6.23A    ► 

—  46.47  =  Af  +  0.84  k  J 

—  45.89  =  A*  +  0.42  k 

—  46.04  =  A*  +  0.69  * 

—  45.24  =-■  Af  —  3.84  k 

—  45.88  =  A/  +  0.63& 

—  45.86  ss  Af  —  0.03  A 


47*0 


-0M70 


>    49. 


—0.466 


I 


In  diesen  Azimuth werthen  ist,  wenn  auch  nicht  so  klar,  doch 
eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  ausgedrückt.  Bildet  man,  das 
Azimuth  von  a  Ursae  minoris  wegen  zu  weiter  Entfernung  von  den 
Zeitsternen  ausschliessend,  aus  den  übrigen  Azimuthen  die  Mittel,  so 
hat  man 


4865 

Sternzeit 

Azimuth 

4865 

Sternzeit 

Azimulh 

Juli    4. 

46*48 

—0*492 

Juli  4  5. 

4  7*57 

— 0»294 

»     4  6. 

4  7.57 

-0.242 

»       6. 

47.57 

—0.488 

»     47. 

47.57 

—0.262 

»       7. 

46.48 

-0.470 

»     48. 

4  7.57 

—0.209 

»     43. 

46.48 

-0.303 

»     49. 

46.48 

—0.468 

und  damit  die  Aenderung  des  Azimuths: 


4865 

in 

Aenderung 

4865 

in 

Aenderung 

Juli    4. 

0*52 

-0H  4  6 

Juli  46. 

4*61 

1    —0*055 

0.52 

-0.446 

0.57 
2.47 

—0.440 
-0.465 

»      6. 

4.61 

-0.064 

0.57 

-1-0.043 

»     47. 

4.64 

-0.432 

2.47 

—0.022 

0.57 
2.47 

+0.027 
—0.404 

»      7. 

0.52 

+0.445 

0.52 

-0.444 

»     48. 

4.64 
0.57 

-0.067 
—0.068 

»    43. 

0.52 
0.52 

-0.044 
-0.042 

2.47 

-0.436 

o     49. 

0.52 

—0.002 

»    45. 

4.64 
0.57 

—0.4  48 
+0.440 

0.52 

-0.002 

2.17 

—0.039 
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Das  Resultat  gibt  als  Aenderung 

in  25*91  =  —  0!952 


also 


in     1h       =  —  0.8037. 


Diese    stündliche   Aenderung    wurde    bei    den  Reductionen    berück- 
sichtigt. 

Die  zur  Reduction  der  Beobachtungen  angewandten  Werthe  der 
Instrumentalcorrectionen  sind  daher  die  folgenden: 


1865 

Stern- 

• 

c«, 

c« 

k 

Zeit 

•0 

o 

IC 

o 

Juni  29. 

43h 

+  0!369 

+0!384 

— 0!497 

+0H97 

— 0!259 

44 

+0.372 

+0.384 

—  0.234 

+0.234 

-0.296 

45 

-4-0.375 

+0.387 

—0.265 

+0.265 

—0.333 

16 

+0.379 

+0.394 

—0.299 

+0.299 

-0.370 

47 

+0.382 

+0.394 

-0.233 

+0.233 

-0.407 

Jufi     4. 

15 

—0.002 

+0.040 

—0.290 

+0.290 

—0.437 

46 

+0.004 

+  0.043 

—0.324 

+0.324 

-0.474 

47 

+0.004 

+0.046 

—0.358 

+0.358 

-0.211 

48 

+0.007 

+0.049 

—0.392 

+0.392 

—0.248 

20 

+0.045 

+0.027 

—0.460 

+0.460 

—0.322 

24 

+0.018 

+0.030 

-0.494 

+0.494 

-0.359 

Juli     G . 

43 

—0.029 

—0.047 

-0.274 

+0.274 

-0.019 

44 

—  0.026 

-0.014 

-0.305 

+0.305' 

—0.056 

45 

-0.023 

—0.014 

—0.339 

+0.339 

—0.093 

46 

—0.049 

—0.007 

—0.373 

+  0.373 

—0.430 

47 

—0.045 

-0.003 

—0.407 

+0.407 

-0.167 

48 

—0.012 

0.000 

-0.444 

+0.444 

—0.204 

49 

—0.049 

+0.003 

-0.475 

+0.475 

-0.241 

20 

—0.005 

+0.007 

-0.509 

+0.509 

—0.278 

24 

—0.002 

+0.010 

-^0.543 

+0.543 

—0.315 

Juli  13^ 

43 

+0.091 

+0.103 

—0.332 

+0.332 

-0.211 

45 

+0.098 

+0.440 

—0.400 

+0.400 

—0.248 

46 

+0.104 

+0.443 

—0.434 

+0.434 

—0.285 

47 

+  0.405 

+0.447 

-0.468 

+0.468 

—0.322 

48 

+0.408 

+0.420 

-0.502 

+0.502 

—0.359 

Juli  i± 

43 

+0.044 

+0.056 

-0.294 

+0.294 

—0.141 

44 

+0.047 

+0.059 

—0.328 

+0.328 

—0.178 

45 

+0.050 

+0.062 

-0.362 

+  0.362 

-0.245 

46 

+0.054 

+0.066 

—  0.396 

+0.396 

—0.252 

47 

+0.058 

+0.070 

—0.430 

+0.430 

—  0.289 

48 

+  0.062 

+0.074 

—  0.464 

+0.464 

-0.326 

49 

+0.067 

+  0.079 

-0.498 

+0.498 

-0.363 

a*Uim1|.  d.  K#  8.  GeMlItch.  d.  WitMOtth.  XV. 
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Stern- 
Zeit 

«IC 

«o 

cw 

c„ 

k 

Juli  15. 

4  3h 

+0!040 

+0?052 

— 0!352 

+0!352 

-0H25 

4  4 

-4-0.043 

+0.056 

—0.386 

+0.386 

—0.162 

15 

4-0.046 

+0.059 

-0.420 

+0.420 

—0.199 

l<) 

+  0.050 

+0.062 

—0:454 

+0.454 

—0.236 

17 

+0.054 

+0.066 

—  0.488 

+0.488 

-0.273 

18 

-1-0.057 

+0.069 

—0.522 

+0.522 

—0.310 

19 

-1-0.061 

+0.073 

—0.556 

+0.556 

—0.347 

20 

+0.064 

+0.076 

-0.590 

+0.590 

—0.384 

Juli  4  6. 

45 

4-0.056 

+0.0(58 

—0.486 

+0.486 

—0.147 

16 

+0.059 

+0.071 

—0.520 

+0.520 

—0.454 

47 

+0.063 

+0.075 

-0.554 

+0.554 

—0.494, 

48 

+0.066 

+0.078 

—0.588 

+0.588 

-0.228 

49 

+0.070 

+0.082 

-0.622 

+0.622 

—0.265 

20 

+0.073 

+0.085 

—0.656 

+0.656 

—0. 302 

21 

+0.076 

+0.088 

—0.690 

+0.690 

—0.339 

Juli  17, 

43 

+0.059 

+0.071 

—0.456 

+0.456 

—0.093 

44 

+0.062 

+0.074 

—0.490 

+0.490 

—0.430 

45 

+0.066 

+0.078 

—0.524 

+0.524 

-0.467 

46 

+0.06^ 

+0.084 

—0.558 

+0.558 

—0.204 

47 

+0.073 

+0.085 

-0.592 

+0.592 

-0.244 

48 

+0.076 

+0.088 

-0.626 

+0.626 

—0.278 

■ 

49 

+0.079 

+0.094 

—0.660 

+0.660 

—0.34  5 

20 

+0.083 

+0.095 

—0.694 

+0.694 

—0.352 

24 

+0.087 

+0.099. 

—0.728 

+0.728 

—0.389 

Juli  48> 

45 

+0.056 

+0.068 

—  0.556 

+0.556 

—0.4  44 

46 

+0.059 

+0.071 

—0.590 

+  0.590 

—0.454 

47 

+0.063 

+0.075 

—0.624 

+0.624 

—0.488 

48 

+0.066 

+0.078 

—0.658 

+0.658 

—0.225 

49 

+0.069 

+0.084 

—0.692 

+0.692 

—0.262 

20 

+0.073 

+0.085 

—0.726 

+0.726 

—0.299 

24 

+0.076 

+0.088 

-0.760 

+0.760 

—0.336 

Juli  49. 

45 

+0.045 

,+0.057 

—0.556 

+0.556 

—0.443 

46 

+0.048 

+0.060 

—0.590 

+0.590 

-0.450 

17 

+0.052 

+0.064 

—0.624 

+0.62i 

—0.487 

48 

+0.055 

+0.067 

—0.658 

+0.658 

-0.224 

49 

+0.058 

+0.070 

—0.692 

+0.692 

—0.264 

20 

+0.062 

+0.074 

-0.726 

+0.726 

—0.298 

21 

+0.065* 

+0.077 

-0.760 

+0.760 

-0.335 

2.   Das  Instrument  in  Wien. 

a.   Die  Neigung. 

An  dem  Wiener  Instrumente  sprengte  der  Aether  durch  die 
sehr  grosse  Hitze,  welche  Juli  5  und  6  herrschte,  »den  verkitteten 
Deckel    von   i\ov  Libelle   los,    sodass   eine    schnelle  Verdunstung   des 
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Aethers  eintrat   und  Juli  7  eine  neue  Libelle  in   die  Fassung  gelegt 
werden  musste. 

Ein  Niveautheil  der  ersten  Libelle  war  =  0M005 

der  zweiten  =  0.0907 

Die  Ungleichheit  der  Zapfen  folgt  aus  allen  Nivellirungen  sowohl 
mit  der  neuen  als  mit  der  alten  Libelle  fast  vollständig  identisch. 
Es  war 

Ungenbestimmung  Leipzig-Wien  Kr.  0— W  =  —  0?21,  Gewicht  82.7 
»  Berlin-Wien  »         =  —  0.20,         »       69.8 

Sämmtliche  Nivellirungen,  die  weiter  unten  zusammengestellt 
sind,  worden  zunächst  nach  der  Zeitfolge  geordnet,  und  obwohl 
niemals  die  Sternzeit  im  Beobachtungsjournal  hinzugefügt  ist,  so  lässt 
sich,  da  die  Nivellirungen  nach  den  Culminationen  der  einzelnen 
Sterne  angestellt  sind,  die  Zeit  doch  sofort  ermitteln  und  ist  selbige 
in  der  Tabelle  angegeben.  Alle  Nivellirungen  sind  auf  Kreis  West 
reducirt  und  zwar  wenn  Kreis  Ost  nivellirt  war,  mit  den  Werthen 
+0?20  bei  der  alten,  +0?21   bei  der  neuen  Libelle. 

Für  unsere  Zwecke  genügt   es,   nur  die  Nivellirungen  während 

der  Längenbestimmung  Leipzig -Wien  anzugeben  und   in  der  folgen- 

"eö  Tabelle  erkennt  man  sofort,  «dass  (mit  Ausnahme  von  Juli  14  I, 

wi  47  ii   un(j  juii  jg  i^    keine  bemerkenswerthe  Veränderung   der 

^eigut*g  angedeutet  ist  und  eine  der  Zeit  proportionale  Veränderung 

mit  Entschiedenheit  nicht  angenommen  werden  kann.     Es  ist  daher 

lodern  Abend  für  jede  Zeitbestimmung  ein  Generalmittel  genommen 

OUd  dasselbe  zur  Reduction  angewandt. 

Auch  ist  zu  bemerken,  dass  die  von  Mai  22 — 27  angestellten 
Nivellirungen  keinq  der  Zeit  proportionale  Variation  der  Neigung  ge- 
zeigt haben,  und  wenn  in  den  Nivellirungen  von  September  12  bis 
October  2  während  der  Längenbestimmung  Berlin -Wien  eine  ziem- 
lich deutliche  Variation  der  Neigung  ausgesprochen  zu  sein  scheint,,  so 
ist  dies  doch  wieder  nur  an  einzelnen  Abenden  der  Fall.  September 
12,  13,  22  und  October  2  zeigt  zwar  eine  Abnahme ,  September  1 6 
dagegen  eine  Zunahme,  Septbr.  21,  23  und  26  scheint  aus  den  Nivel- 
lirungen während  der  ersten  Zeitbestimmung  ein  Gang  hervorzugehen, 
der  durch  die  Nivellirungen  während  der  zweiten  Zeitbestimmung 
nicht  bestätigt  wird;  endlich  ist  September  18,  19,  20  und  24 
überhaupt  kein  Gang  in  der  Neigung  zu  erkennen  und  in  der  schon 
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publicirten  Längenbestimmung  Berlin -Wien  ist  daher  auch  für  jede 
Zeitbestimmung  einfach  das  Mittel  aus  den  verschiedenen  Nivellirungen 
genommen. 

Wenn  man  noch  die  Nivellirungen  bei  der  ersten  und  zweiten 
Sterngruppe  mit  einander  vergleicht,  so  ist  die  Differenz  zwischen 
denselben  bald  positiv,  bald  negativ  und  trägt  daher  ganz  den  Charakter 
von  Beobachtungsfehlern.  Es  findet  sich-  als  Differenz  der  Neigungen 
zwischen  der  ersten  und  letzten  Sterngruppe  im  Mittel  bei  der  Längen- 
bestimmung Leipzig-Wien  I  —  II  =  +  0M2  Gewicht  34.3 

Berlin- Wien    I— II  =  —  0.02         »        54.6 
also  im  Mittel  +-  0.03         »        88.9 

eine  Grösse,  welche  zu  vernachlässigen  ist.  Die  Nivellirungen  in  Wien 
ergeben : 
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Zeit 

Kreis- 
lage 

Erhebung 

des 
Westendes 

Reduction 

auf 

West 

Angenommen 

0— W 

Ge- 
wicht 

Juni  29. 

1  5H 

W 

+  1?70 

+  1P70 

►+1?62 

! 

1 

16.4 
46.6 

O 
0 

+  1.35 
-1-1.43 

+  1.55 
+  1.63 

16*5 

— 0?260 

• 

4.0 

17.5 

w 

4-1.60 

+  1.60 

Juli    4. 

16.4 
16.6 
47.5 

w 
w 

0 

-1.20 
-0.78 
-2.43 

-1.20 
-0.78 

—2.23 

• 

.-1.40 

» 
16.8 

—1.440 

2.7 

Juli    6. 

16.0 

0 

—  1.90 

-1.70    ' 

16.4 
16.6 

w 
w 

-1.63 
—  1.73 

—  1.63 
-1.73 

| 
-1.68 

I 

16.5 

—0.210 

4.0 

17.1 

0 

-1.88 

-1.68    J 

19.0 

0 

-1.95 

—  1.75    i 

19.2 
20.0 

0 

w 

-2.80 
-2.48 

-2.60 
-2.48    | 

—2.28 

19.6 

• 

+0.015 

4.0 

20.4 

w 

-2.30 

—2.30 

Juli     8. 

15.8 
15.9 

w 

0 

+0.65 
-0.43 

+0.65 
—0.22 

16.5 
16.9 

0 
0 

+1.65 
+  1.68 

+1.86 
+1.89 

+1.23 

16.6 

—0.316 

6.0 

17.0 

w 

+  4.30 

+1.30 

17.5 

w 

+  1.90 

+1.90    ( 

Juli  1  1 . 

16.9 
17.2 

w 

0 

+3.50 
+3.08 

+3.50 
+3.29 

!  +3.40 

17.0 

-0.420 

2.0 

Juli  1  3. 

15.8 

0 

+  1.23 

+  1.44 

| 

15.9 
16.5 

w 
w 

+  1.78 
+  1.98 

+  1.78 
+  1.98 

+  1.73 

1 

16.3 

—0.515 

4.0 

16.9 

0 

+  1.50 

+  1.71    J 
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Zeit 

Kreis- 
lage 

Erhebung 

des 
Westendes 

Reduction 

auf 

West 

Angenommen 

0  — w 

Ge- 
wicht 

Juli  4  3. 

49*4 

1 
0 

+2F53 

+2F74     1 

1 
i 

19.7 

w 

+  2.40 

+2.4Ö 

-  +2F51 

19*8 

+0?I40 

2.7 

20.4 

w 

.+2.38 

+2.38     | 

1         ■      • 

• 

Juli  14. 

15.7 
45.8 
46.0 

w 
w 

0 

+  4.00   • 

+3.95 

+3.63 

+  4.00 
+3.95 
+3.84 

46.5 

0 

+2.95 

+3.16 

►  +3.25 

16.5 

—0.480 

6.9 

16.8 

0 

+2.60 

+2.81 

• 

46.9 

w 

+2.43 

+2.43 

47.5 

w 

+2.58 

+  2.58 

% 

49.2 

w 

+3.05 

+3.05    \ 

49.6 
49.8 

w 

0 

+3.23 
+2.43 

+3.23    | 
+2.64    | 

+2.82 

19.7 

—0.850 

4.0 

20.4 

0 

+2.15 

+2.36     , 

1 

Juli  15 

45.7 
16.0 

0 

w 

+3.45 
+3.20 

+3.66 
+3.20 

16.5 
16.8 

w 
w 

+2.70 
+3.03 

+2.70 
+3.03 

>  +3.29 

16.6 

+0.404 

6.0 

17.0 

0 

+3.13 

+3.34 

17.5 

0 

+  3.60 

+3.81 

19.8 

0 

+3.20 

+3.41     \ 

19.6 
19.6 

0 

w 

+3.03 
+3.20 

+3.24    | 
+3.20    | 

+3.11 

19.7 

+0.215 

4.0 

19.8 

w 

+2.60 

+2.60    ; 

l 

Juli  16. 

45.7 
4  6.0 

w 

0 

+0.55 
-0.65 

+0.55 
—0.44 

,» 

16.4 
16.8 

0 
0 

-0.58 
—0.50 

-0.37 
—0.29 

>  —0.22 

16.6 

-0.494 

6.0 

47.0 

w 

—0.60 

—0.60 

47.5 

w 

-0,20 

-0.20 

49.2 

w 

-0.48 

—0.48    \ 

■ 

49.6 
49.8 

w 

0 

-0.40 
-0.20 

—0.40     j 
+0.01     | 

—0.38 

19.7 

—0.100 

4.0 

20.4 

0 

—0.88 

-0.67    ; 

1 

Juli  17 

45.7 
46.0 

0 

w 

—0.33 
+0.03 

-0.12    ' 
+0.03 

46.5 
46.8 

w 
w 

+0.23 
—0.20 

+0.23 
—0.20 

•  +0.08 

46.6 

—0.090 

6.0 

47.0 

0 

-0.23 

-0.02 

17.5 

0 

+0.35 

+0.56 

19.2 

0 

+0.03 

+0.24     \ 

19.6 
19.8 

0 

w 

—  0.70 
-0.88 

-0.49     | 
—0.88     - 

>  -0.50 

49.7 

+0.545 

4.0 

20.4 

1 

w 

-0.88 

-0.88 

I 
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Zeit 

Kreis- 
lage 

Erhebung 

des 
Westendes 

Reduction 

auf 

West 

Angenommen 

O-W 

Ge- 
wicht 

Juli  1  8. 

15*7 
16.0 
16.4 

W 

0 

0 

-0?15 
+0.13 
+0.03 

— 0?15 
+0.34 
+0.24 

16.7 

0 

+0.10 

+0.31 

— 0P02 

16*6 

+0?465 

6.9 

16.9 

0 

-1-0.03 

+0.24 

• 

17.0 

w 

0.00 

0.00 

17.5 

w 

—  1.03 

-1.03 

19.2 
19.8 

w 

0 

+0.23 
+0.30 

+0.23    1 
+0.51 

.  +0.54 

19.6 

+0.210 

2.7 

« 

20.4 

0 

+0.58 

+0.79    J 

1 

Juli  19. 

15.5 
15.8 

0 
0 

—0.45 
-1.08 

-0.24    ) 
.    -0.87 

16.0 

w 

—0.98 

—0.98    1 

>  -0.77 

16.2 

+0.200 

6.0 

16.4 

w 

—0.93 

—0.93 

► 

16.7 

w 

-1.00 

—1.00 

# 

17.0 

0 

-0.78 

-0.57    J 

In  der  folgenden  Tabelle  sind  mit  Rücksicht  auf  die  Gewichte 
aus  der  vorigen  Generalmittel  genommen  und  in  Bezug  auf  Kreis  Ost 
und  Kreis  West,  welche  um  die  halbe  Grösse  Kreis  O  —  W  von  ein- 
ander verschieden  sind,  zusammengestellt. 
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Kreis  Ost 

Kreis  West 

Juni  29. 

+0-148 

+0?158 

Juli     4. 

-0.156 

-0.146 

n         6. 

-0.215 

-0.205 

»        8. 

+0.097 

+  0.106 

»    11. 

+0.294 

+0.303 

•     1 3. 

+0.172 

+0.481 

»     14. 

+0.266 

+0.275 

»     15. 

+0.277 

+0.286 

»     16. 

-0.040 

-0.031 

»     17. 

—0.028 

-0.019 

»     18. 

-0.002 

+0.007 

»     19. 

—0.084 

-0.075 

b.   Der  Collimations fehler. 

Zur  Ableitung  des  Collimationsfehlers  sind  die  Beobachtungen  der 
Polsterne  auf  den  Mittelfaden  reducirt  und  die  Correctionen  für  Neigung 
aus  der  letzten  Tabelle  angebracht ,  die  so  corrigirten  Beobachtungs- 
zeiten von  einander  abgezogen  und  durch  2  sec  d  dividirt,  wodurch 
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der  Coltimaiionsfehler  sich  findet.    Die  angewandten  Coefficienten  für 

die  Neigung  sind: 

für  i 
bei  Carrington  580   U.  C.     —  5.836 

»    t  Ursae  minoris  0.  C.     +6.147 

»    Carrington  1127  U.  C.     —  6.977. 


0 
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Kreis  West 


Durchgangs- 
zeit 


Correct. 
füri 


Kreis  Ost 

Durchgangs- 
zeit 


Correct. 
fürt 


Durchgangs- 
zeit 

West  I    Ost 


West 

min. 

Ost 


Colli- 

raations- 

fehier 


c 

o 


c 

QC 


«UiJi  6. 

»  8. 

»  13. 

»  1J. 

»  15. 

»  16. 

»  !7. 

»  18. 

»  19. 


Juni29. 
Juli     4. 


1 5h  57m  fr3!79 
55,41 
56  36.87 
40.81 
42.66 
42.67 
42.26 
42.31 
42.24 
'42,05 

16  60  14.84 
30.04 
34.00 
59  13.05 
12.51 
16.00 
47.01 
16.71 
17*4 
4  6. 32 
16.33 
16.51 

49  44  41.93 
•43  :27j52 
39*00 
29.04 
Ä8i»96 
27.48 
f27.90 


-^0«92 
-hl. 20 
—0.62 

—  1.06 
-1.60 

—  1.67 
4-0.19 
4-0.11 
—0.04 
4-0.44 

4-0.97 
—0.90 
—4.26 
4-0.65 
4-4.86 
4-4.44 
+4. «9 
4-1.76 
~0.19 
— 0.42 
4-0.04 
—>0.46 

4-1:43 

-4.26 
-4.92 
-2.00 
H-0.22 
4-0.43 
—0.05 


4Sh57m34!50—  0!86 
54.344h4.25 
56  33.90—0.57 
38.15—1.00 
41.14-1.55 
40.63—1.62 
39.80  4-0.24 
40.03  4-0.16 
39.66  4-0.01 
39.53  4-0.49 


16   60    17.54 

32.02 

37.00 

59    14.75 

14.69 

47.60 

48.26 

48.49 

'  4*9126 

.48.38 

47.57 

4  6'.  66 

49  44  38M6 
25.50 
27.25 
"26.74 
125.35 
25.04 
25.83 


0.94 
0.96 
4.32 
0.60 
1.84 
•1.06 
-4.64 
■4.70 
0.25 
0.47 
0.04 
■0.52 

■4.50 
-4.20 
-4.86 
4.93 
•0.29 
■0.20 
•0.01 


32f87 
56.34 
36.25 
39.75 
44.06 
44.00 
42.45 
42.42 
42.47 
42.49 

45.84 
29.4  4 
32.74 
43.70 
4  4.37 
47.44 
48.70 
48.47 
47.G5 
46.20 
46.37 
4  6.05 

43.36 
26.26 
27.0? 
27.04 
29if8 
27.64 
27.85 


30*64 


2!23 


52.593.72 


33.33 
37.15 
39.59 
39.01 
40.04 
40.19 
39.67 
40.02 

18.45 
31.06 
35.68 
15.35 
16.50 
18.66 
19.90 
19.89 
19.04 
48.24 
47.56 
46.44 

39.66 
!24i30 
25.39 
24.78 
25.64 
25.24 
25.84 


2.92 

te.eo 

4.47 
4.99 
2.44 
2.23 
2.50 
2.47 

2.64 
4.92 
2.94 
4.65 
2.43 
4.55 

4.20 
4.42 
4.36 
2.04 
4.49 
0.-99 

3.70 
4.96 
4.69 
2.26 
3.54 
2.37 
2.04 


4-0H26 
4-0.24  0 
4-0.465 
4*01*47 
4-0.083 
4-0.442 
4-0.436 
4-0.426 
4-0.441 
4-0.140 

4-0.478 
4-0.429 
4-0.498 
4-0.444 
4-0.143 
4-0.104 
4-0.081 
4-0.096 
4-^0.092 
4r0.4»35 
4-0.080 
4-0.»G06 

4-0.179 
4-0.095 
4-0.082 
4-0.140 
*-0;472 
r-0.445 
H0.099 


Die    Unterschiede    der    Colli niationsfehler    sind   mit   Ausnahme 
^XÄ^er  Tage  so  gering,    dass  sie  wohl  schwerlich  als  reell  ange- 
lten werden  können.     Wean  man,   um  von  zufälligen  Fehlern  un- 
abhängiger zu  sein,  an  den  Tagen,  wo  alle  drei  Polsterne  beobachtet 
sind  (Juli  6,  13,  U,  15,  16,  17,  18),   die  Mittel  der  Collimations- 
fehler  für  jeden  einzelnen  Stern  nimmt,  so  muss,  wenn  jeden  Abend 
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» 


eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  vorhanden  ist,  diese  im  Mittel 
sich  zeigen.     Es  ist  jedoch: 

für  580  Carr.    um  1 5h  57m      c  =  +0?  1 38 
«Urs.  min.     »    17     0  +0.H3 

1127  Carr.     »    19  44  +0.422 

also"  so  nahe  gleich ,  dass  man  wohl  annehmen  kann ,  eine  regel- 
mässige Aenderung  des  Collimationsfehlers  im  Laufe  eines  Abends 
habe  nicht  stattgefunden.  Es  ist  deshalb  bei  Ausführung  der  Re- 
ductionen  an  jedem  Tage  das  Mittel  genommen,  mit  Ausnahme  von 
Juli  19,  wo  wegen  der  constatirten  Aenderung  des  Collimations- 
fehlers zwei  Mittel  gebildet  sind.  Es  ist  demnach  angenommen  ,  für 
Kreis  West: 


4865 

c 

4  865 

c 

4865 

c 

Juni  29. 
Juli     4. 

»       6. 

»       8. 

»     14. 

+0?152 
4-0.129 
+  0.196 
+  0.138 
+0.143 

Juli  13. 

»       44. 

»     4  5. 
»     4  6. 
»     47. 

i 

+0?415 
+0.082 
+0.406 
+0.4  33 
+0.425 

■ 

Juli  48. 
d     49.1 
»          II 

+0?407 
+0.140 
+0.006 

c.    Das  Azimuth. 

Das  Azimuth  wurde,  um  es  möglichst  genau  zu  erhalten,  aus 
dem  Polsterne  und  allen  beobachteten  Fundamentalsternen  abgeleitet. 
Den  Fundamentalsternen  ist  zusammen  immer  dasselbe  Gewicht  ge- 
geben als  dem  Polstern,  indem  aus  den  Gleichungen  für  die  Funda- 
mentalsterne  einfach  das  Mittel  genommen  wurde.  Die  strenge 
Auflösung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  würde  im  All- 
gemeinen dieselben  Werthe  ergeben  haben.  Die  folgende  Tabelle 
enthält  die  Gleichungen  zur  Ableitung  der  Azimuthai  werthe. 
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Sterne 


Gleichungen  zur  Bestimmung 
des  Azimuths 


Juni  29. 


580  Carr.  U. 
6  Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
£  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 


15.65 
18.00 
17.65 
17.80 
l'8.71 
17.49 
17.87 


A; 
At 

At 
At 
At 
At 
At 


6.57  fr 
0.78  fr 
0.33  fr 
0.63  fr 
4.16fr 
0.57  fr 
0.12  fr 


Sternzeit 
der  Beob. 


Azimuth 


16?0 


+0*406 


47.0 
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ms 


Juli    4. 


Juli     6. 


:  tt  * 


Juli  8. 


Juli  4L 


Juli  13. 


Juli  U. 


Sterne 


£  Herculis 
x  Ophiuchi 
e  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 

a  Serpentis 
580  Carr.  ü. 
d  Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
e  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 
d  Aquilae 
4  4  27  Carr.  ü. 
a2  Capricorni 

a  Serpentis 
580  Carr. 
x  Ophiuchi 
€  Ursae  min. 
a  Herculis 
ß  Draconis 

£  Herculis 
x  Ophiuchi 
£  Ursae  min. 
ß  Draconis 

580  Carr.  U. 
d  Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
e  Ursae  min. 
er  Herculis 
ß  Draconis 
1 4 27  Carr.  U. 
a2  Capricorni 

a  Serpentis 
580  Carr.  U. 
d  Ophiuchi 
£  Herculis 
x  Ophiuchi 
£  Ursae  min. 
er  Herculis 
ß  Draconis 


Gleichungen  zur  Bestimmung 
des  Azimutbs 


-32!54  =  A 
-32.57  ■>  A 

—  32.24  =  A 

—  32.63  =  A 
-32.70  —  A 

—  37.05  =  A 
-37.15  =  A 

—  37.13  =  A 

—  36.82  =  A 

—  37.21  =  A 

—  36.44  =  A 
-37.24  =  A 

—  37.14  =  A 

—  37.51  =  A 

—  37.34  =  A 
-37.58  =  A 

-1-42.72  =  A 

-•-42.88  =  A 

+  42.64  =  A 

+  43.03  =  A 

-1-42.86  =  A 

+  42.73  =  A 

+  42.03  =  A 
+  41.88  =  A 
+  41.81  =  A 
+  42.50  =  A 

+  40.14  =  A 
+  39.08  =  A 
+  39.28  =  A 
+  39.27  =*  A 
+  39.13  =  A 
+  39.09  =  A 
+  39.22  =  A 
+  39.07  =  A 
+  39.01  =  A 

+  38.45  =  A 
+  38.44  =  A 
+  38.07  =  A 
+  38.24  =  A 
+  38.22  =  A 
+  37.57  =  A 
+  38.44  ==  A 
+  38.23  =  A 


I 


+  0*33  * 
+  0.63* 

-  4.16  * 
+  0.57* 

-  0.42*J 

+  0.66  AI 
+  6.57* 
+  0.78* 
+  0.33  k\ 
+  0.63  * 

—  4.16* 
+  0.57* 

—  0.12  *J 
+  0.71  * 
+  7.59  * 
+  0.90* 

+  0.66*, 
+  6.57  *l 
+  0.63*1 

—  4.16*1 
+  0.57  *| 

-  0.12  *J 

+  0.33*1 
+  0.63  *l 

—  4.16*1 

-  0.12* 


6.57* 
0.78* 
0.33* 
0.63  * 
4.46* 
0.57* 
0.12* 
7.59  *| 
0.90*1 


1 
i 


0.66* 
6.57* 
0.78* 
0.33  * 
0.63* 
4.16* 
0.57* 
0.12  *J 


Sternzeit 
der  Beob. 


17*0 


16.0 


17.0 


19.7 


16.0 


47.0 


Azimuth 


17.0 


16.0 

i 

47.0 


19.7 


16.0 


47.0 


— 0!080 


—0.040 


—0.4  46 


0.034 


0.027 


—0.060 


0.092 


0.483 


0.020 


0.009 


0.034 


0.436 


*  An  den  beiden  Tagen  Juli  8  und  41  wurden,  um  vom  Collimationsfehler  und  einer 
etwaigen  Aenderung  der  persönlichen  Gleichung  zwischen  Kr.  0.  und  Kr.  W.  möglichst 
toi  zu  sein,  zuerst  das  Mittel  der  zwei  in  der  einen  Kreislage  beobachteten  Zeitsterne  ge- 
nommen und  dieser  Werth  mit  dem  in  der  andern  Kreislage  beobachteten  Sterne  zu  einem 
Kittel  verbunden. 
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i 
i 

'               Sterne 

Gleichungen  zur 

Bestimmung 

Stern  zeit 

Azimuth 

i 
i 

des  Azimuths 

der  Beob. 

Juli  14. 

ö  Aquilae 

+  38*22  =  Al 

1  +  0!71  k] 

11 27  Carr.  ü. 

+  3S.15  =  Al 

!  + 7.59*1 

49*7 

—  0?009 

c*2  Capricorni 

+  &8.17  =  Al 

!  +  0.90ftJ 

Juli  1 5. 

580  Carr.  U. 

+  38.96  =  Ai 

'+6.57ÄJ 

d  Ophiuchi 

+  37.88  =  Al 

5  +  0.78  itf 

46.0 

+0.487 

£  Herculis 

+  38.31  =  Ai 

!  +  0.33  k\ 

• 

x  Ophiuchi 

+  37.93  =  Al 

t+0.63* 

e  Ursae  min. 

+  37.61  =  Ai 

t—  4.16* 

► 

17.0 

+  0.109 

et  Herculis 

+  38.17  =  Ai 

!+0.57* 

ß  Draconis 

+  37.98  =  Al 

[-0.12AJ 

M27  Carr.  ü. 

+  38.48  =  Ai 

!  +  7.59fci 

02  Capricorni 

+  38.20  =  Ai 

l  +  0.90  k\ 

19.7 

+0.045 

Juli  46. 

580  Carr.  ü. 

+  37.90  s=  Al 

f  +  6.57*( 

• 
• 

d  Ophiuchi 

+  38.04  =  Ai 

5  +  0.78  k\ 

46.0 

-0.024 

£  Herculis 

+38.44  =  Ai 

!+0.33Jh 

x  Ophiuchi 

+•38.31  =  Al 

t  +  0.63* 

€  Ursae  min. 

+  38.34  =  Al 

t- 4.16*1 

47;0 

—0.006 

a  Herculis 

+38.23  =  Al 

I  +  0.57A 

ß  Draconis 

+  38.26  =  Al 

f-0.12*J 

d  Aquilae 

+  38.22  =  Al 

t+0.71  *| 

1427  Carr.  U. 

+>37.03  =  Ai 

t+ 7.59*1 

.49.7 

-0.473 

cr2  Capricorni 

+  38.17  =  Al 

l  +  0.90  k\ 

Juli  17. 

a  Serpentis 

+38.60  *=  Al 

1+0.66*] 
t  +  6.57  k\ 

580  Carr.  U. 

+38.04  =  Ai 

46.0 

—0.091 

d  Ophiuchi 

+38.53  =  Al 

f  +  0.78* 

f  Herculis 

+  38.68  =  Al 

5  +  0.33* 

x  Ophiuchi 

+  38.58  «  Ai 

5  +  0.63* 

«Ursae  min. 

+  39.34  =  Al 

t-  4.46  *> 

17.0 

-0.148 

a  Herculis 

+  38.67  =  Al 

1  +  0.57* 

ß  Draconis 

+  38.74  ss  Ai 

5-0.42*J 

d  Aquilae' 

+  38.66  *=  Al 

t  +  0.74  *) 

1 1 27  Carr.  Ü. 

+  38.05  =  Al 

5+7.59B 

49.7 

—0.086 

a2  Capricorni 

+  38.61  =  Al 

!  +  0.90*J 

- 

Juli  18.* 

580  Carr.  U. 

+  38.62  =  Al 

5+6.57*j 

d  Ophiuchi 

+38.71  es  Al 

1  +  0.78*« 

46  .0 

—0.046 

x  Ophiuchi 

+38.79  es  Ai 

t  +  0.63  * 

e  Ursae  min. 

+  39.45  =»  Ai 

\  —  4.16  A- 

L 

m   MB        ^v 

a  Herculis 

+38.97  =  Ai 

t  +  0.57* 

» 

47.0 

—0.430 

ß  Draconis 

+38.84  bs  Al 

t-0.42*J 

t 

1 1 27  Carr.  U. 

+37.69  =s  Al 

>+7.59*(: 

M    *%.        t^ 

cr2  Capricorni 

+38.97  =  Al 

\  +  0.90  k\ 

49.7 

—0.494 

Juli  19. 

er  Serpentis 

+  39.43  =  Ai 

t  +  0.66*) 

580  Carr.  U. 

+  38.43  =  Al 

5+6.57*V 

J6.0 

-0.4  47 

d  Ophiuchi 

+  39.45  bs  Ai 

' +  0.7&*J 

Hier  wurde  dasselbe  Verfahren  angewendet,  wie  Juli  8  und  41. 
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Gleichungen  zur  Bestimmung 
des  Azimuths 


Sternzeit 
der  Beob. 


Azimuth 


Juli  49. 


£  Herculis 
x  Opbiuchi 
e  Ursae  min. 
a  Herculis 
/?Draconis 


39-61 
39.40 
40.22 
39.44 
39.48 


A; 
A* 
A* 
Ar 
A/ 


0!33  A: 
0.63  ft 
4.46  Ä: 

0.57  k 
0.12  ki 


1 


47*0 


—07463 


Die  abgeleiteten  Azimuthe  sind  als  gültig  angenommen  für  die 
Zeiten  der  Culmination  der  Polsterne.  Selbige  ist  für  580  Car- 
rington  15*96,  für  *  Urs.  min.  17*0,  fllr  1127  Carrington  19*74; 
daher  sind  die  Mittel  aus  den  beiden  ersten  Zeiten  16*48,  aus  allen 
drei  Zeiten  1 7*57. 

Um  eine  der  Zeit  proportionale  Aenderung  im  Azirputh  zu  fin- 
den, wurde  in  gleicher  Weise  wie  bei  dem  Leipziger  Instrument 
aus  den  Azirauthen  tlas  Mittel  genommen  und  es  findet  sich: 


4865 

Sternzeit 

Azimuth 

1865 

Sternzeit 

Azimuth 

Juni  29. 

46*48 

+0!346 

Juli  1 5. 

17.57 

+0.113 

Juli;     6. 

1 7.57 

-0.042 

»     16. 

47*57 

— 0!068 

»       8. 

16.48 

—0.016 

»     17. 

17.57 

-0.408 

»     43. 

17.57 

+0.071 

»     18. 

17.57 

-0.112 

»     14. 

17.57 

4-0.053 

»     19. 

16.48 

-0.155 

und  damit  die  Aenderung  des  Azimuths 


4865 

in 

Aenderung 

1865 

in 

"  Aenderung 

Juni  29. 

0*52 

—  0!090 

Juli  4  6. 

4*64 

-0!044 

0.52 

-0.094 

0.57 

—0.062 

Juli     6. 

1.61 

—0.032 

2.47 

-0.405 

0.57 
2.17 

-1-0.404 
+0.073. 

»     47. 

4.64' 
0.57 

-0.047 
+0.040 

»       8. 

0.52 

—0.043 

2.47 

+0.022 

»     13. 

0.52 

4.64 
0:57 
2.47 

-0.044 

—0.442 
+0.054 
—0.062 

»    48. 

4.64 
0.57 
2.47 

-0.096 
+0.048 
-0.079 

•     14. 

4.64 
0:57 
2.47 

+0.022 
— 0:Ü&3 
—0.062 

»     49. 

0.52 
I    0;52 

—0.008 
-0-.Ö08 

»     15. 

4.64 
0.57 
2,47 

-0.074 
+0.004 
-0.074 

\ 

• 
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Das  Endresultat  ergibt  als  Aenderung 

in  33,l6  =  —  0^849 
also  in     1b     =  —0.025 

welcher  Werth  mit  dem  für  das  Leipziger  Instrument  gefundenen 
nahe  identisch  ist.  Die  gefundenen  Mittel werthe  für  das  Azimuth 
sind  mit  der  erhaltenen  Variation  auf  die  Sternzeit  18h  reducirt 
und  zu  den  Keductionen  auf  den  Meridian  sind  daher  bei  den 
Wiener  Beobachtungen  an  den  einzelnen  Tagen  die  folgenden  Werthe 
der  Neigung,  der  Collimation  und  des  Azimuths  angewandt: 


4  865 

•w 

'• 

cw 

Co 

Ac0  für  i*h 

Juni  29. 

. __ 

+0M58 

+0!148 

+0H52 

—  0!152 

+0?278 

Juli     4. 

—0.146 

— Ö.156 

+0.129 

-0.129 

—0.105 

»       6. 

—0.205 

-0.215 

+0.196 

-0.196 

—0.053 

>»       8. 

+0.106 

+0.097 

+0.138 

-0.138 

—0.054 

»     11. 

+0.303 

+0.294 

+0.143 

—0.143 

+0.067 

n      13. 

+0.181 

+0.172 

+0.115 

-0.115 

+0.060 

»     14. 

+0.275 

+0.266 

+0.082 

—  0.082 

+0.042 

»     15. 

+0.286 

+0.277 

+0.106 

—0.106 

+0.102 

»     16. 

-0.031 

-0.040 

+0.133 

—0.133 

—0.089 

»     17. 

—0.019 

—0.028 

+0.125 

—0.125 

—0.119 

»     18. 

+0.007 

-0.002 

+  0.107 

-0.107 

-0.123 

».     19. 

-0.075 

—0.084 

+0.140 
+0.006 

-0.140 
—0.006 

-0.193 

k  =  k0  —  0*025  (t  —  18h),  l  in  Stunden  Sternzeit  ausgedrückt. 


III.  Ermittelung  der  Uhrdiflferenzen. 

a.    Die  Signale. 

Um  die  Differenz  der  Leipziger  mit  der  Wiener  Uhr  zu  finden, 
wurden  zwei  Methoden  angewandt,  die  der  Signale  und  die  der 
Coincidenzen.  Die  Signale  wurden  in  nahe  regelmässigen  Intervallen 
von  10  zu  10  Secunden  gegeben  und  es  hat  sich  bei  denselben 
eine  beträchtliche  persönliche  Gleichung  herausgestellt. 

In  den  folgenden  Tabellen  sind  die  in  Leipzig  und  Wien  beob- 
achteten Signale  zusammengestellt,  daraus  die  Mittel  genommen  und 
damit  die  Uhrdifferenzen  ermittelt. 
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Gehörte  Signale. 


Gegeben  1 

in  Leipzig 

5- 

Gegeben  in  Wien. 

4865 

Beobachtet 

Differenz 

Beobachtet 

Differenz 

in  Leipzig 

in  Wien 

in  Leipzig 

in  Wien 

Juli    4. 

19h40m13!4 

19h56m44!3 

16m27!9 

19*35m5l!7 

19h52m20!1 

16m28»4 

23.8 

51.4 

27.6 

36    10.9 

39.6 

28.7 

34.5 

57 

2.0 

27.5 

22.3 

50.4 

28.1 

44.0 

11.6 

27.6 

31.8 

53      0.4 

28.6 

53.9 

21.4 

27.5 

41.6 

10.0 

28.4 

44 

3.8 

31.0 

27.2 

51.3 

19.3 

28.0 

i 

14.3 

41.7 

27.4 

37      2.7 

30.2 

27.5 

35.0 

58 

2.4 

27.4 

22.9 

50.3 

27.4 

44.4 

12.0 

27.6 

31.3 

59.2 

27.9 

54.9 

22.1 

27.2 

42.0 

54    10.3 

28.3 

42 

4.8 

32. 

27.7 

52.3 

20.2 

27.9 

14.7 

. 

42.5 

27.8 

38      2.4 

29.7 

27.3 

24.0 

51.7 

27.7 

12.2 

39.6 

27.4 

34.9 

59 

3.0 

28.1 

22.7 

50.2 

27.5 

45.8 

13.4 

27.6 

31.7 

58.8 

27.1 

54.9 

22.6 

27.7 

43 

45.8 

43.0 

27.2 

Fuli   6. 

18h12»45!5 

18h29ra16!2 

1 6m  30ü7 

1 8M  6m  58!8 

1 8b  33m  29!7 

1 6m  30!9 

55.7 

26.5 

30.8 

17      8.9 

40.0 

31.1 

13 

16.2 

47.1 

30.9 

18.6 

49.5 

30.9 

i 

26.0 

56.8 

30.8 

29.9 

34      0.9 

31.0 

i 

i 

35.9 

30 

7.0 

31.1 

39.0 

10.1 

31.1 

46.2 

16.8 

30.6 

48.9 

19.8 

30.9 

i 

55.2 

26.3 

31.1 

58.0 

29.2 

31.2 

14 

6.1 

37.2 

31.1 

18      8.6 

39.6 

31.0 

15.4 

36.4 

31.0 

18.7 

49.5 

30.8 

25.7 

56.6 

30.9 

28.8 

35      0.2 

31.4 

35.4 

31 

6.4 

31.0 

39.0 

10.3 

31.3 

45.3 

16.5 

31.2 

48.3 

19.4 

31.1 

56.3 

26.5 

30.2 

58.5 

29.3 

30.8 

15 

5.8 

36.4 

30.6 

19      8.9 

40.1 

34.2 

26.2 

56.6 

30.4 

19.1 

50.2 

34.4 

i 

35.9 

32 

6.4 

30.5 

28.6 

59.6 

34.0 

46.0 

16.7 

30.7 

39.0 

36    10.1 

34.4 

- 

56.3 

26.7 

30.4 

48.6 
58.3 
20      9.0 
19.1 
29.0 

19.8 
29.6 
39.9 
50.2 
60.3 

34.2 
34.3 
30.9 
34.4 
34.3 

QU  14. 

19M7n 

1    0!6 

1 9h  32* 

'11!7 

15^14H 

1 9*1 2m  1 8!3 

1 9h  27m  30!0 

45m41?7 

10.3 

21.3 

44.0 

28.5 

40.3 

11.8 

20.5 

31.6 

44.4 

38.4 

49.7 

11.3 

30.6 

42.0 

44.4 

48.6 

28      0.3 

11.7 

40.7 

51.8 

41.4 

57.9 

9.6 

11.7 

49.8 

33 

0.7 

40.9 

13      8.5 

20.0 

11.5 

48 

0.0 

44.0 

44.0 

28.9 

40.4 

44.5 

10.6 

21.5 

40.9 

38.0 

49.3 

44.3 

/QÖ/U 
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Gehörte  Sig 

;nale. 

Gegeben  in  Leipzig 

• 

Gegeben 

in  Wien. 

* 

4Ä66> 

Beobachtet 

Differenz 

Beobachtet 

Differenz 

in  Leipzig 

in  Wien 

in  Leipzig 

in  Wien 

Juli  14. 

i9M8m20»5 

*■-     -  ■     — 
19*33m31!8 

45m44!3 

4  9*  43*  48!0 

19h28*59!2 

4omH*2 

29.9 

44.8 

11.1 

58.5 

29 

40.4 

14.9 

40.0 

51.2 

11.2 

4  4      8.2 

49.6 

14.4 

50.3 

34 

4.4 

40.8 

47.9 

29.2 

44.3 

49      0.6 

44.7 

14.4 

28.6 

40.5 

44.9 

10.4 

24.9 

44.5 

38.4 

49.0 

44.9 

49.7 

34.0 

44.3 

48.0 

59.3 

44.3 

30.4 

44.7 

44.3 

58.7 

30 

9.6 

40.9 

40.3 

54.8 

44.5 

45      8.2 

49.9 

44.7 

50.« 

35 

4.4 

44.2 

48.6 

30.0 

44.4 

20      6.0 

44.2 

44.2 

28.3 

40.8 

4  2.5 

10.6 

24.7 

44.4 

37.9 
48.0 

34 

50.0 
07 

12.4 
44.7 

Juli  4 5. 

48*    7m19!6 

18h22m30!3 

4  5m  4  0!7 

48h4  4m4  4!0 

4  8h  26m  24!8 

4  5»  4  0!8 

30.4 

44.2 

40.8 

22.9 

34.0 

11.1 

40.2 

54.4 

44.2 

48      4.0 

27 

44.9 

10.9 

50.3 

23 

4.4 

44.4 

43.3 

24.0 

10.7 

8      0.2 

40.7 

40.5 

24.0 

352 

44.2 

40.6 

24.3 

40.7 

33.9 

45.0 

11.1 

20.5 

34.2 

40.7 

43.2 

54.6 

11.4 

30.3 

44.4 

44.4 

53.9 

28 

4.9 

11.0 

40.4 

51.5 

44.4 

43      3.0 

44.2 

44.2 

50.3 

24 

1.3 

44.0 

44.0 

24.8 

40.8 

9      0.8 

11.5 

40.7 

23.9 

35.4 

44.2 

40.5 

21.4 

40.9 

34.0 

45.2 

41.2 

21.0 

31.8 

40.8 

44.0 

55.3 

44.3 

30.6 

41.7 

44.4 

53.9 

29 

5.0 

41.4 

% 

40.4 

51.3 

40.9 

4  4      3.3 

4  4.9 

44.6 

50.6 

25 

1.6 

44.0 

43.4 

25.0 

44.9 

40      0.4 

11.4 

44.0 

23.5 

34.5 

44.0 

40.8 

21.5 

40.7 

33.7 

44.3 

40.6 

20.0 

31.3 

44.3 

30.3 

, 

41.5 

44.2 

• 

Juli  1 6. 

18h31m30H 

48h46»40!8 

4  5m40H 

48b23m20'0 

48h38m30!1 

lö^lOM 

50.0 

47 

0.0 

40.0 

30.2 

40.4 

40.2 

32    40.0 

2.0.3 

10.3 

39.4 

49.6 

40.2 

20.4 

30.5 

40.4 

49.7 

59.4 

9.7 

35    30.4 

50 

40.3 

9.9 

59.4 

39 

9.5 

40.4 

40.6 

50.0 

9.4 

24    40.0 

20.3 

40.3 

49.8 

59.8 

40.0 

49.6 

29.2 

9.6 

36      0.4 

51 

10.3 

9.9 

30.0 

40.4 

40.4 

20.2 

30.4 

40.2 

39.3 

49.2 

9.9 

30.3 

39.8 

9.5 

49.0 

58.9 

9.9 

40.0 

49.4 

9.4 

59.8 

40 

40.0 

40.2 

50.0 

59.2 

9.2 

25      9.7 

49.9 

40.2 

37      0.5 

58 

10.4 

9.9 

20.0 

29.8 

9.8 

9.9 

19.9 

40.0 

39.6 

49.4 

9.8 
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Gehörte  Signale. 


4865 


Gegeben  in  Leipzig. 
Beobachtet 


in  Leipzig 


in  Wien 


Differenz 


Gegeben  in  Wien. 
Beobachtet 


in  Leipzig 


in  Wien 


Differenz 


Juli  16. 


Juli  47. 


48*37 


m 


38 


20!0 
30.8 
40.4 
50.3 
0.4 
9.9 


Juli  1 8. 


4  8h  52»  29!7 
40.6 
50.0 
53  0.4 
40.0 
49.6 


Juli  49. 


48*54m50U 

55  0.3 
40.0 
20.5 
30.2 
39.9 
50.4 

56  0.0 
40.0 
20.6 
30.7 
40.8 
50.0 

57  0.0 
9.9 

49.8 
30.4 
40.6 
50.6 

49*48™  4 0!4 
20.3 
30.2 
40.4 
49.8 


4  5m  9»7 
9.8 
9.6 
9.8 
9.9 
9.7 


49b    9m58!2 


40 


44 


42 


49h33] 


8.4 
48.3 
28.4 
37.9 
48.0 
57.8 

8.0 
48.2 
28.6 
38.3 
48.4 
57.9 

7.8 
48.0 
27.6 
38.2 
48.5 
57.9 

'4  6!5 
26.6 

36.7 
46.5 
56.2 


45m7?8 
8.4 
8.3 
7.9 
7.7 
8.4 
7.7 
8.0 
8.2 
8.0 
7.6 
7.6 
7.9 
7.8 
8.4 
7.8 
7.8 
7.9 
7.3 

6!  4 
6.3 
6.5 
6.4 
6.4 


45 


m 


4  8b  25m  49?7 
59.6 
26  9.5 
49.3 
29.9 
40.0 
49.6 

18h39m  0!9 
44.0 
20.8 
34.0 
40.4 
50.3 
40  4.2 
40.9 
24.2 
31.2 
40.5 
50.6 
44  30.8 
40.7 
54.0 

18*58*  54 !9 
59  4.3 
44.9 
24.2 
34.7 
42.0 
54.3 

49  0  2.0 
44.2 
24.4 
34.4 
44.6 
54.0 
4  4.9 
44.8 
22.0 
32.0 
44.2 
44.7 

49h22m33!0 

42.8 

52.0 

23      3.4 

43.8 


4  8*  40m  59!8 

44  9.6 
49.8 
29.2 
39.5 
49.9 
59.9 

48h54,n4  0?0 
49.9 
30.3 
39.8 
49.5 
59.2 

55  40.0 
20.2 
30.0 
39.8 
49.5 
59.5 

56  40.0 
49.8 

57  0.3 

49M4m  0!3 
9.4 
20.4 
29.3 
40.2 
50.0 
59.5 

45  40.0 
49.7 
29.4 
39.3 
49.5 
59.6 

46  9.7 
20.2 

30.0 
39.9 
49.3 
59.5 

49k37M39!3 

49.4 

59.2 

38    40.4 

20.6 


4  5m40?4 

40.0 

40.3 

9.9 

9.6 

9.9 

40.3 

4  5m  9!4 
8.9 
9.5 
8.8 
9.4 
8.9 
8.8 
9.3 
8.8 
8.6. 
9.0 
8.9 
9.2 
9.4 
9.3 

45™  8H 
8.4 
8.2 
8.4 
8.5 
8.0 
8.2 
8.0 
8.5 
8.0 
7.9 
7.9 
8.6 
7.8 
8.4 
8.0 
7.9 
8.4 
7.8 

45m    6!3 
6.3 

7.2 
6.7 
6.8 
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C.  Brlhns, 


[32 


Gehörte  Signa  le. 


Gegeben  in  Leipzig. 

i 

Gegeben 

in  Wien. 

4865 

Beobachtet 

Differenz 

Beobachtet 

Differenz 

in  Leipzig 

in  Wien 

in  Leipzig     1       in  Wien 

Juli  19. 

I9h  18m59!6 

19b34TO    6ü0 

15»6!4 

19*23m23?2 

19*38m30?0 

15m6!8 

19    10.0 

16.3 

6.3 

33.4 

40.2 

6.8 

20.5 

26.7 

6.2 

42.2 

48.9 

6.7 

39.2 

45.9 

6.7 

52.0 

58.9 

6.9 

50.1 

56.5 

6.4 

24      3.0 

39      9.3 

6.3 

20      0.2 

35      6.4 

6.2 

12.9 

19.8 

6.9 

9.9 

16.3 

6.4 

23.2 

29.7 

6.5 

19.8 

26.3 

6.5 

33.0 

39.5 

6.5 

30.3 

36.4 

6.1 

42.2 

49.3 

7.1 

40.0 

46.4 

6.4 

52.0 

58.1 

6.1 

50.3 

56.2 

5.9 

25      2.7 

40      8.5 

5.8 

21      0.5 

36      6.5 

6.0 

12.9 

19.7 

6.8 

10.7 

16.8 

6.1 

22.4 

28.8 

6.4 

20.8 

27.1 

6.3 

32.7 

39.2 

6.5 

30.6 

36.9 

6.3 

43.0 
51.9 

50.0 
58.8 

7.0 
6.9 

Resultate  aus  den  Signalen. 


4865 

Signale 
von 

• 
Leipziger  Zeit 

Wiener  Zeit 

Uhrdifferenz 

Anzahl 

der 
Beobacbt. 

Juli    4. 

L 
W 

19* 
19 

41?8 
37.4 

19*  58?3 
19     53.9 

16m 

27!571 
27.900 

17 
15 

»      5. 

L 
W 

18 
18 

13.3 
35.3 

18     29.8 
18     51.8 

16 

30.778 
31.077 

18 
22 

)>    14. 

L 
W 

19 
19 

18.6 
14.2 

19     33.8 
19     29.4 

15 

11.155 
11.605 

20 
21 

»    15. 

L 
W 

18 
18 

8.9 
13.0 

18     24.1 
18     28.2 

15 

10.925 
11.117 

20 
18 

»     16. 

L 
W 

18 
18 

35.0 
25.0 

18     50.2 
18     40.2 

15 

9.835 
10.024 

20 
21 

»    17. 

W 

18 

40.2 

18     55.2 

15 

9.020 

15 

»    18. 

L 
W 

18 
19 

56.3 
0.3 

19     11.4 
19     15.4 

15 

7.874 
8.126 

19 
19 

»    19. 

L 

19 
19 

20.0 
24.2 

19     35.1 
19     39.5 

15 

6.280 
6.633 

20 
21 
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b.    Die  Coincidenzen. 


Bei  Anwendung  dieser  Methode  wurden  durch  Einschaltung  von 
Hilfsuhnen  Sccundenschläge  nach  beiden  Stationen  gegeben  und  die 
Coincidenzen  dieser  Schläge  mit  den  astronomischen  Pendeluhren 
beobachtet.  Aus  der  Gesammtheit  der  während  der  Längen bestim- 
mung  beobachteten  Coincidenzen  hat  sich  ergeben,  dass 

128  Secunden  der  Wiener  Hilfsuhr  =127  Sternzeit-Secunden, 
also 

1  »  »  »  =  0.99219         » 

und 

109.5       »  »     Leipziger  Hilfsuhr  =  108.5  Sternzeit-Secunden, 

also 

1  »  »  »  »       =       0.99087 


» 


Das  Verzeichniss  der  beobachteten  Coincidenzen  ist  folgendes: 

Gehörte  Coincidenzen. 


4865 

i 

Leipziger  Uhr 

Wiener  Uhr 

in  Leipzig 

in  Wien 

in  Leipzig 

in  Wien 

Juni  29. 

18h  51m  51* 

I9h  11m279 

1 7*  52ra  50s 

18h  10m     7* 

53     50 

13    35 

54     46 

12    12 

55     45 

15    41 

59     52 

14    17 

57     40 

17     48 

18      1     48 

16    25 

0      0(?)           19    54 

18    32 

i 

22       1 

20    42 

24      8 

Juli    4. 

1 9h  22m  439 

1 9h  38m  269   ' 

I9h  11*    V 

19h  24m  36s 

24    35 

40     16     i 

13     11 

26    41 

26    25 

42      8 

15    17 

28     45 

28    10 

43    58 

30    50 

29    56 

45    50 

32    57 

31     46 

47    36 

19    57     50 

20    13    32 

19    52    24 

20      8     17 

59    56 

15     41 

54    14 

10      6 

20      2      3 

17     47 

56      2 

11     54 

49    54 

Juli    6. 

I7b46m508      18h    5m  328 

1 7h  58m    5S 

1 8U  1 8m  58s 

48    37 

7    19 

18      Ö     11 

21       6 

50    26 

9     11 

2     19 

23     13 

52    13 

10    59 

4    24 

25    19 

54      1 

12    41 

6    32 

27     26 

55    49 

8    35 

- 

10     40 

• 

AMmtdl.  d.  K.  S.  Gesellsrh.  d.  Wisseusch.  XV. 
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G.  Bruhns, 


[3  t 


Gehörte  Coincidenzen. 


4  865 


Leipziger  Uhr 


in  Leipzig 


in  Wien 


Wiener  Uhr 
in  Leipzig      I        in  Wien 


Juli     6, 


4  8h  35m  558 
37    45 
39    33 

44  24 
43    4  2 

45  0 


Juli  4 4. 


4  9h 


4m33s 
3    22 

5  40 

6  59 
40    34 


19 


22 
23 

25 
27 
29 
34 


6 
56 
43 
32 
22 
44 


Juli  4  5. 


47h  43m  448 
45    32 
47    20 

49  8 

50  55 
52    45 


48 


30 
32 
34 
36 
38 
39 


50 
37 
23 
42 
0 
48 


Juli  4  6. 


1 8U  1 2m  29» 
44    47 

46  7 

47  54 
49  43 
24     34 


48 


44 
42 
44 
46 

48 


40 
57 
48 
36 
25 


48h53m    2S 
54     48 
56    34 
58    23 

49      0    40 
4     58 


49h  46m 
47 
49 
24 
23 
25 


49 


38 
40 
44 
43 
45 


4S 
53 
42 
30 
47 

4 

24 

8 
58 
48 
39 


47' 


48 


48 


57 

59 

4 

3 

4 


44 

46 
48 
50 
54 
53 


m 


39s 
26 
45 
3 
53 


43 
34 
49 
6 
54 
44 


4  8h  26m308 
28    4  4 
30      2 

34  51 
33    38 

35  27 


48 


49 


55 

56 

58 

0 

2 
4 


7 
56 
43 
29 

47 


4  8*  22ra  27* 
24  34 
26  40 
28  47 
30  53 
32    59 


4  8h  49m25s 
54     34 


49 


53 
55 
57 


35 
37 
40 
42 
44 


37 
44 
50 


46 

52 

0 

4 

9 


I 


4  7h  56m    48 

58      8 

48     0    44 

2    20 

4    27 


48 


47 
49 
24 
23 
25 
27 


4 
42 
17 
23 

28 
34 


4  7h  43m  448 
45    32 
47    20 

49  8 

50  55 
52    45 


18 


30 
32 
34 
36 
38 
39 


50 
37 
23 
42 
0 
48 


4  8h  39?  4  2S 
41  20 
43  27 
45  35 
47  42 
49    48 


19h 


19 


3 

5 

7 

40 

42 

44 

49 
52 
54 
56 
58 
60 


m 


4  8h 


48 


9 
44 
43 
46 
48 
20 

32 
34 
37 
39 
41 
43 


m 


399 

46 

54 

4 

8 
44 

55 

4 

44 

21 

28 
33 

38s 

45 

53 

0 

7 
13 

50 

57 

4 

42 
17 
25 


1 8h  1 4W 

1  43* 

16 

51 

18 

58 

21 

4 

23 

10 

25 

18 

19      6 


8    15 


10 

24 

12 

26 

14 

33 

46 

38 

*>■       Bestimmung  der  Längendifferenz  zwischen  Leipzig  und  Wien.     237 


Gehörte  Goincidenzen. 


4865 

Leipziger  Uhr 

i 

Wiener  Uhr 

in  Leipzig 

[        in  Wien 

in  Leipzig 

in  Wien 

JulH7. 

4  7h  54™  30s 

4  8h    8m  55s 

4  8h    4n 

l58a 

4  8h  22m  389 

53    20 

40    38 

7 

5 

24    45 

55      8 

9 

40 

26    53 

56    56 

44 

47 

28    59 

58    46 

43 

23 

34       4 

4  8      0    38 

45 
47 

28 
32 

33    4  4 

48   22    37 

48    36      6 

24    23 

39    55 

48    56 

54 

49    42    46 

26    4  4 

44     42 

58 

54 

4  4    23 

27    59 

43    34 

49      4 

0 

4  6    30 

29    50 

45    24 

• 

3 

8 

48    37 

34     38 

47    43 

5 

43 

20    44 

7 

46 

22    50 

48    44    25 

49     0    47 

46    44 

2    40 

48      2 

4    32 

49    54 

6    48 

54     38 

8      9 

ÄiPT^T" 

53    28 

(H-4m?) 

i.  ,  _ ., . 

17h38m  45B 

4  8h  40" 

1  438 

4  8h  58™  4  89 

40    33 

42 

47 

4  9      0    23 

42    20 

44 

46 

2    30 

44      9 

46 

54 

4    36 

45    57 

48 

58 

6    43 

47    46 

49    35 

49      5 

59 

49    49    24 

* 

8 

4 

24     34 

48   29    55 

4  8h  43m  45* 

23    38 

34     45 

45    33 

33    35 

47    24 

35    23 

49    43 

37    43 

54       2 

49    46    58 

49   28    48 

48    47 

30    37 

20    33 

32    25 

i 

34    43 

Juli  ig. 

48h  52m  46s 

4  9h    9m  329 

49h    8™ 

88 

49h22m  49s 

54    34 

44    24 

40 

44 

* 

56    24 

43    40 

42 

47 

27      2 

58    42 

44 

25 

29      8 

60      0 

46 

30 

34     43 

49    37    30 

49   52    45 

49    28 

8 

49    42    28 

39    46 

54      3 

30 

46 

44    53 

44       5 

55    52 

32 

20 

47      0 

42    54 

57    42 

34 

26 

49      5 

44     44 

59    34 

36 

33 

54     42 

46    30 

20      4     49 

16 
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C.  Bruhns, 


[36 


Die  Berechnung  der  Coincidenzen  ist  in  gleicher  Weise  erfolgt, 
wie  bei  der  Längenbestimmung  Berlin -Wien.  Ausgegangen  wurde 
von  einem  genäherten,  auf  ganze  Secunden  abgerundeten  Werthe 
der  Uhrdifferenzen  und  aus  je  zwei  einander  entsprechenden  Coin- 
cidenzen beider  Stationen  die  Verbesserung  dieses  Werthes  abge- 
leitet. Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  der  Coincidenzen  für 
Juli  4. 

Juli  4. 
Annahme  der  Uhrdifferenz  1 6m  28*  0  —  x. 


Leipziger  Hilfsuhr   . 


Coincidenzen  in  Wien 


Wiener  Uhrzeit 
beobachtet 


Leipz.  Uhrzeit 


in  Leipzig 


Leipz.  Uhrzeit 
beobachtet 


Wiener  Hilfsuhr 


Coincidenzen  in  Wien 


Wiener  Uhrzeit 
beobachtet 


Leipz.  Uh'rzeit 


in  Leipzig 


Leipz.  Uhrzeil 
beobachtet 


Erste  Reihe 

4  9fc38m26s:=4  9h24  m58s  -Kr 
40  4  6  es       23   48  -he 


42  8  = 

43  58  = 
45  50  = 
47  36  = 


25  40  -Kr 

27  30  -f-sc 

29  22  -kt 

31  8  -Kr 


Mittel 


19  26  34.3-KT 


1 9h  22m  43s 
24    35 
26    25 

28  4  0 

29  56 
31     46 


19  27   45.8 


Daher  mit  obigen  Werthen  der  Secunde 
der  Hilfsuhr 

41?5  =  4I!5  -oc    x  =  0?379 


Zweite  Reihe 

20*  8ml7B==19h51m498-Kr.l9h52m2i8 
4  0     6  *=       53  38    +x        54  14 
41    54  =       55  26    -Kr,        56     2 


Erste  Reihe 
19h24m36s=4'9l1  8ra  8«  -ke 
26  44  es  40  43  -Kr 
28  45  =  12  17  -kt 
30  50  =  1 4  22  -kt 
32    57  =      46  29    -Kr 


i9h  Hn»  7» 

13  4  4 
45  47 


Mittel 


49  12  17.6-Kr 


4  9   4  3  41.6 


Daher  mit  obigen  Werthen  der  Secunde 
der  Hilfsuhr 

54?0  =  54?0  -  x      x  =  OH24 


Zweite  Reihe. 

20hl3m328=19h57m  4a  -Kr  •  1 9h  57m  50' 
45  41  =19  59  13    -Kr,       59   56 
17  47  =20     4  20    -Kr!20     2     3 
49  54=20     3  26    -Krl 


Mittel 
daher 


49  53  37.7-K<r19  54  43.3 


35?6  =  34?6  -  x      x  =  0?326 


Mittel 


20    0  15.6-Kr  19  59  56.3 


daher 

49!3  =  4  9?3  H-  [x— \)     x  =  0?35 


Anm.  Bei  der  letzten  Reihe  kommt \  zu  x  hinzu,  weil  einmal  4,  das  andere 
Mal  3  Coincidenzen  beobachtet  sind. 


Die  auf  solche  Weise  erhaltenen  Resultate  aus  den  Coincidenzen 
sind  in  folgender  Tabelle  gegeben: 


\ 
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Resultate  aus  den  Coincidenzen. 


1865 


Juni 


Juli  t. 


o  s    Leipziger 


V 


W. 
L. 

L. 
W. 
L. 
W. 


Zeit 


6.!  L. 
W. 

w. 


•  It. 


15. 


16. 


»  17. 


»  18. 


L. 

W. 

iL. 
L. 
W. 

L. 
W. 
W. 
L. 

W. 
L. 
L. 
W. 

L. 

W. 

L. 

L. 

W. 

L. 
W. 
W. 
L. 


»  «9. 


47h57™3 

48  55.8 

49  27.3 
49  28.8 
49  54.2 
20  46.4 


47 
48 

48 
48 


54.3 
4.4 

27.7 
40.5 


48  53.6 

49  6.4 
49  26.6 
49  40.0 

47  48.2 

48  0.2 
48  22.3 
48  35.3 

48  5.3 

48  47.0 

48  44.8 

48  55.7 

47  56.0 

48  5.3 
48  27.4 

48  48.9 

49  2.4 

48  48.6 

48  44.8 

49  7.0 
49  48.8 


Wiener 
Zeit 


1 8h  4  3«?9 
49     12.4 


Uhr- 
Differenz 


4  6m38?668| 
38.945 


49    43.8  46  27.624 


49 

2>0 

20 


45.3 
10.7 
32.6 


I 


L.  48  56.4 

W.  49  42.3 

W.  49  32.3 

L.  49  42.0 


8  7.8 

8  20.9 

8  44.2 

8  57.4 

9  8.8 
9  24.3 
9  44.8 
9  55.2 

8  3.4 

8  45.4 

8  37.5 

8  50.5 

8  20.5 

8  32.2 

9  0.0 
9  40.9 


27.579 
27.674 
27.650 

46  31.243 
34.076 
31.428 
31.274 

45  4  4.567 
4  4.623 
11.582 
4  4.553 

45  41.304 
4  4.265 
4  4.288 
44.288 

45  4  0.303 
4  0.323 
4  0.302 
10.246 


48 

44.2 

48 

20.5 

48 

42.3 

49 

4.4 

49 

47.3 

48 

33.7 

48 

59.9 

49 

22.4 

49 

33.9 

49 

4  4.5 

49 

27.4 

49 

47.4 

.49 

57.4 

45 


45 


45 


9.240 
9.206 
9.247 
9.467 
9.457 

8.274 
8.498 
8.207 
8.478 

6.946 
6.84  5 
6.784 
6.824 


Ge- 
wicht 


9.60 
11.67 

42.00 
7.50 
6.00 
6.86 

40.91 
44.67 
4  2.00 
42.00 

40.94 
42.00 
40.94 
40.94 

40.94 
40.94 
4  2.00 
42.00 

40.94 
42.00 
40.94 
42.00 

6.00 
42.92 
42.00 
40.94 
12.00 

40.00 

10.00 

4.80 

6.86 

7.50 

8.89 

40.00 

4  2.00 


Leipziger 
Zeit 


Wiener 
Zeit 


4  7h57?3j18h4  3™9 
48    55.819    12.4 


49    54.4 


49    36.3 


48    15.0 


4  8    4  5.0 


49    46.5 


49    16.5 


48    43.6 


48    41.3 


48    30.5 


20      7.9 


19    52.8 


48    34.5 


48    34.5 


49    34.7 


4  9    34.7 


48    28.8 


48    26.5 


18    45.7 


48    34.7  48    46.9 


48      5.8 


48    24.0 


48    58.0 


48    55.0 


49    49.3 


49    22.3 


48    49.0 


48    39.2 


49    43.4 


49    40.4 


49    34.4 


4-9    37.4 


Uhr- 
Differenz 


4  6m38?668 
38.945 

16   27.643 
27.639 

46   31.244 
34.402 

15   4  4.560 
44.644 

45   44.294 
44.284 

45   40.275 
40.342 


45     9.484 
9.253 


4  5     8.224 


8.208 


15     6.870 


6.673 


Bemer- 
kungen 


aus  W.Uhr 
»    L.  » 

»  W.  » 
»   L.  » 

»   L.  » 

»  W.  » 

»  W.  » 

»   L.  » 

»   L.  » 
»  W.  » 

»  W.  » 
»  L.    » 


»    W.     > 

»  L.    » 

»   L.    » 
»  W.  » 

»    L.    » 
»  W.  » 


Aus  den  Uhrdifferenzen  sieht  man,  dass  zwischen  Juli  6  und 
U  der  Uhrstand  sich  geändert  hat,  am  1.  Juli  wurde  das  Pendel 
der  Hauptuhr  in  Wien  um  zwei  Theilstriche  verlängert.  Die  Aende- 
nrag  der  Uhrdifferenz  (Differenz  der  Uhrgänge  in  Leipzig  und  Wien) 
ist  aus  Juli  4  und  6  abgeleitet   und   derselbe  Gang  für  Juni  29    als 
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nahe  übereinstimmend  angenommen,   von  Juli  14 — 19  ist  er  täglich 
aus  den  Differenzen  interpolirt.     Angenommen  wurde: 


I 

Stttndl.  Aen- 

i 

Stündl.  Aen- 

4  8ß& 

derungjder 

4  RAR 

derung  der 

■  OUu 

Diff.  der 

1  OVO 

Diff.  der 

Uhrgänge 

1 

Uhrgänge 

Juni  29, 

+0;076 

Juli  16. 

-0?044 

Juli     4 

+0.076 

»     17. 

-0.050 

»       6. 

-1-0.076 

[       t>     48. 

—0.056 

»     14. 

-0.010 

»     19. 

—0.062 

»      15. 

—0.027 

Damit  wurden  die  Coincidenzen  und  Signale  alle  auf  ein  und 
dieselbe  Zeit  reducirt  und  alsdann  die  Stromzeit  und  die  Differenz 
zwischen  den  Signalen  und  Coincidenzen  abgeleitet.  Die  Resultate 
sind: 


1 

1 

Ans  den  Coincidenzen 

• 

__ ^__ 

4865 

Zeit 

r 

1 

! 

i 

Leipziger  Uhr 

Gewicht 

Wiener  Uhr 

Gewicht 

Doppelte     G     ,  hl 
Stromzeit    üe* ,CIU 

Juni  29. 

47b 

46" 

381802 

16m38!592 

0!240 

Juli     4. 

20 

46 

27.669 

48.00 

16    27.644 

44.40 

0.025 

32.40 

»       6. 

48 

46 

34.223 

23.94 

16    31.083 

23.67    |  0.4  40 

47.58 

»     14. 

20 

45 

44.594 

22.94 

15    11.553 

24.82   i  0.044 

44.73 

»     45. 

48 

45 

4  4.299 

22.94 

45    4  4.283 

22.94      0.046 

45.82 

»     46. 

49 

45 

40.294 

22.94 

45    40.252 

22.94      0.039 

45.8* 

»     47. 

49 

45 

9.474 

28.94 

45      9.462 

24.92   !  0.009 

53.83 

»     48. 

49 

45 

8.224 

46.86 

45      8.494 

44.80 

0.030 

34.66 

»     49. 

49 

45 

6.895 

49.50 

45      6.824 

48.89 

0.074 

38.39 

i 

Doppelte  Stromzeit  im  Mittel  =  0!065 

i 
i 

i 

i 

Aus  den  Signalen 

Differenz 
zwischen 

<       4865 

!   Zeit 

* 
Leipziger  Uhr 

2 

ü 
© 

!  2 
o 

Wiener  Uhr     j  "jj 

Ü 

Doppelte  '  .2 
Strom zeitj    j* 

Coinci- 
denzen u. 
Signalen 

Juni  29. 

4  7h 

• 

i 

1 

s 

Juli     4. 

20 

46« 

n27!593    4  7  1    46m27?929 

45 

0?336 

32 

+0H06 

»       6. 

48 

46 

30.764 

48  j    46    34.032 

22 

0.274 

40 

-0.256 

»     44. 

20 

45 

44.455 

20      45    44.643 

24 

0.458  i  44 

—0.490 

»     4  5. 

48 

15 

40.924 

20      45    44.111     18 

0.490  '  38 

-0.275 

»     46. 

49 

45 

9.853 

20  |    15    10.050 

24 

0.497  I  44 

-0.320 

»     17. 

49 

j    45      9.037     45 

i 

»     48. 

49 

45 

7.878 

49  .    45      8.426  !  49 

0.248     38 

—0.202 

d     49. 

49 

.  45 

6.249 

20 

45 

6.608 

24 

0.359 

I  44 

i 

—0.430 

Doppelte  Stromzeil  im  Mittel  =    0?294 


— 0!224 
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Die  grosse  Differenz  der  doppelten  Stromzeit,  abgeleitet  aus 
den  Coincidenzen  und  Signalen,  erklärt  sich  aus  der  persönlichen 
Gleichung  bei  den  letztern,  die  aus  der  Differenz  der  Stromzeiten 
^229  mit  dein  in  der  letzten  Columne  gefundenen  Werthe  fast  ab- 
so,ut  übereinstimmt.  l) 

Zur  Reduction  der  Längendifferenz  wurden,   da  bei  Auffassung 
ei%  Coincidenzen2)    sich  äusserst  kleine  persönliche  Differenz  ergab, 
<l(i   Chrvergleichungen    nur    aus   den   Coincidenzen   entnommen   und 
11  r  mit  Eliminirung  der  Stromzeit  folgende  Tafel  entworfen: 


V  Ueber  die  Gleichheit  der  Relais  wurden  vor  und  nach  der  Längenbestimmung 
Juni  23  und  August  1 0  und  1 4  Versuche  angestellt.  Die  Dauer  der  Coincidenzen  war 
bei  verschieden  starken  Strömen  mit  8,  40  und  60  Meid inger' sehen  Elementen  und  bei 
Widerständen  von  100  bis  zu  1100  Siemens' sehen  Quecksilbereinheiten,  die  zwischen 
verschiedenen  Reihen  von  Coincidenzen  Öfter  gewechselt  und  eingeschaltet  wurden, 
so  nahe  gleich,  dass  die  kleinen  abwechselnd  positiven  und  negativen  vorhandenen  Dif- 
ferenzen^einzig  und  allein  Beobachtungsfehlern  zugeschrieben  werden  müssen. 

Z)  Am  2.  und  3.  Juni  wurden  in  Leipzig  von  Prof.  Weiss  und  mir  zur  Bestim- 
mung der  persönlichen  Gleichung  Coincidenzbestimmungen  angestellt.  Es  fand  sich  in 
der  Auffassung  der  Coincidenz 

Juni  2.  B — W:   — 0?2  aus  13  Coincidenzen, 
»    3.   B  — W:    —0.6      »19  » 

und  da  nach  je  109  Secunden  eine  Coincidenz  stattfand,  ist 

Juni  2.  die  persönliche  Gleichung  in  den  Coincidenzen  B  —  W  :   — 0*002 
»     3.  —0.006 

also  verschwindend  klein. 

Bei  den  Signalen  fand  sich  eine  sehr  veränderliche  persönliche  Gleichung.  Es 
wurden  Juni  2  10  Sätze,  Juni  3  5  Sätze,  jeder  Satz  zu  10  Signalen,  beobachtet. 
Die  Signale  wurden  ganz  ebenso  gegeben  wie  während  der  Längenbestimmung ,  jeder 
Beobachter  notirte  die  von  ihm  beobachtete  Zeit  und  es  fand  sich 

Juni  3. 
B  — W 
Satz  I.  —  0!06 
»  II.  —0.20 
»  III.  —0.17 
»  IV.  — 0.Q8 
»    V.      +0.09 


Juni 

B  — W  * 

Satz  I. 

—  0!01 

»     II. 

4-0.11 

»     III. 

+0.04 

»     IV. 

+  0.18 

Mittel . 


0*080 


B— W 

Satz  V. 

+  0?04 

»     VI. 

0.00 

»     VII. 

—0.01 

»     VIII. 

+  0.02 

»     IX. 

+0.34 

»     X. 

—  0.02 

+  0!062 

—  0!022 


Obwohl  Juni  3  unter  weniger  günstigen  Umständen  beobachtet ,  als  Juni  2 ,  ge- 
nügen doch  diese  Zahlen ,  die  Unsicherheit  der  gehörten  Signalbeobachtungen  zu 
zeigen  und  die  alleinige  Benutzung  der  Coincidenzen  zu  rechtfertigen. 
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Differenzen  der  Leipziger  und  Wiener  Chr. 


1 

4  865     ' 

46h 

471» 

48h 

4  9h           j            80h 

24h 

Juni29. 

1  6m  38?62 1 

1  6m  38*697 

""  - '  ■  —  —  ■■ 

16m  38!773 

I6m  38?8i9  16m  38«925 

16m39?001 

Juli    4. 

27.353 

27.429 

27.505 

27.584           27.657 

27.733 

6. 

31.001 

31.077 

31.153 

31.229          31.305 

31.381 

14. 

15     11.614 

15     11.604 

4  5     11.594 

15     11.584:15     11.574 

15     11.564 

15. 

11.345 

11.318 

11.291 

11.264:          11.237 

11. 210 

16. 

10.404 

10.360 

10.316 

10.272          10.228 

10.184 

17. 

0.316 

9.266 

9.216 

9.166!            9.116 

9.066 

18. 

8.377 

8.321 

N.265 

8.209;            8.153 

8.097 

19. 

7.044 

6.982 

6.920 

6.858             6.796 

0.734 

Beobachtungen    nach   den  gehörten 


Weiss  in  Wien. 

Namen 
der  Sterne 

,     Durchgangszeit 

i 
Anzahl 

,   Correction 

Im 

4  865 

durch  den 
Mittelfaden 

;    der 
Fäden 

des 

Instrumente 

i 

i 

IUI 
i  Meridian 

Juni  29. 

Kr.  West 

■ 

1 

B.  A.  C.  5271 

15h  48m  20H4 
Kr.  Ost 

3 

+0!45 

i 
i 

20*59 

dOphiuchi 

16      7     37.54 

8 

+0.13 

37.67 

Radcliffe  3525 

12     28.87 

n 
i 

+0.05 

'28.9? 

B.  A.   C.    5463 

16       1.54 

9 

+0.02 

1.56 

„       5490 

19     31.89 

8 

+0.41 

32.00 

,,       5523 

24     32.94 

9 

+0.02 

32. 9H 

t  Ilerculis 

36     32.47 

9 

+0.13 

32.60 

B.  A.  C.  5692 

47     58.20 
Kr.  West 

8 

D 

+  0.17 

o8..i< 

Juli  4v 

Radcl.  3525 

16    12     43.61 

9 

—0.03 

43.58 

B.  A.  C.  5463 

16     15.99 

9 

0.00 

15.99 

„       5490 

19     46.65 

5 

-0.43 

46.52 

£  Herculis 

36     47.29 

9 

+0.18 

47.47 

B.  A.  C.    5621 

39     56.79 

8 

-0.14 

OD.  hi) 

,,        5644 

43     36.06 

6 

-0.02     ' 

36.  Oi 

i 

„        5692       j 

48     13.02    ' 

8 

—0.07     i 

42.95 

xOnhiuchi 

51      4  2.12 

8 

—  0.06 

4  2.36 
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IV.    Die  Beobachtungen. 

In  dem  folgenden  Verzeichniss  der  Beobachtungen  sind  die  ein- 
zelnen Colli  innen  durch  ihre  Ueberschriften  erklärt.  Die  Beobach- 
tungen in  Wien  und  Leipzig  stehen  neben  einander  Columne  1 
enthält  das  Datum,  Col.  2  die  Namen  der  beobachteten  Sterne,  Col. 
3  und  7  Kreislage  und  Durchgangszeit  des  Sterns  durch  den  Mittel- 
faden  in  Wien  und  in  Leipzig,  Col.  4  und  8  die  Anzahl  der  beob- 
achteten Fäden,  Col.  5  und  9  die  Instrumentalcorrectionen ,  Col.  6 
und  10  den  Durchgang  des  Sterns  durch  den  Meridian,  Col.  11  die 
Differenz  der  Uhrcorrectionen ,  endlich  Col.  12  die  Längendifferenz 
abgeleitet  aus  der  Differenz  der  Uhrcorrectionen  und  den  auf  -der 
vorigen  Seite  gegebenen  absoluten  Differenzen  der  Uhrzeiten. 

Es  sind  nur  die  Sterne  aufgenommen,  die  an  jedem  Abend  auf 
beiden  Stationen  beobachtet  sind,  die  einseitig  beobachteten  sind 
fortgelassen.  Die  Beobachtungen  der  Polsterne  sind  schon  bei  der 
Ableitung  der  Instrumentalfehler  aufgeführt  und  hier  daher  nicht 
wiedergegeben. 

Pendelschlagen.     (Auge  und  OhiO 


Brunns  in  L 

,  ei  p  zig. 

Durchgangszeit 
durch  den 
Mittelfaden 

j  Anzahl 
;     der 
Fäden 

Correct.  des 
Instruments 

Meridian 

Differenz 
der  Uhr- 
correct. 

Längen- 
differenz 

Kr.  West 

. 

I5h  47»  44?60 

9 

+0?06 

44-66 

35!93 

16m2!65 

Kr.  Ost 

16     7       1.16 

9 

+  0.22 

1.38 

36.29 

16    2.34 

11     51.63 

9 

+0.81 

52.44 

36.48 

2.16 

15     24.28 

9 

+0.96 

25.24 

36.32 

2.32 

18     55.41 

9 

+0.40 

55.81 

36.19 

2.45 

tS     55.83 

9 

+0.86 

56.69 

36.27 

2.38 

35     54.64 

4 

+0.64 

55.28 

36.32 

2.33 

47     21.47 

6 

+0.34 

21.81 

36.56 

2.12 

Kr.  West 

♦ 

16   12     18.99 

9 

-0.49 

18.50 

25.08 

16    2.29 

15     51.70 

9 

—0.51 

51.19 

24.80 

2.58 

19     22.16 

9 

—  0.48 

21.68 

24.84 

2.54 

36     22.62 

9 

-0.48 

22.14 

25.33 

2.06 

39     32.38 

9 

—0.49 

31.89 

24.76 

2.64 

43     11.41 

9 

-0.52 

10.89 

25.15 

2.25 

M     48.49 

9 

—0.49     1 

48.00 

24.95 

2.46 

51     27.78     ; 

9 

-0.50 

27.28 

25.08    . 

2.33 
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Beobachtungen  nach  den  gehörten 


Weiss  in  Wien. 

4865 

Namen 
er  Sterne 

Durchgangsseit 
durch  den 
Mittelfaden 

Anzahl 

der 
Fäden 

Correction 

des 
Instruments 

Im 
Meridian 

Juli    4. 

Kr.  Ost 

-a       

(Forts.) 

a  Hcrculis 

47*    9m     5!57 

9 

— 0!33 

5!24 

B.  A.  C.  5844 

42     52.35 

9 

—0.33 

52.02 

5874 

47       8.30 

7 

—0.40 

7.90 

»         5894 

20     24.32 

7 

-0.32 

24.00 

»         594  4 

23     45.63 

5 

-0.44 

45.22 

ß  Draconis 

28     59.03 

8 

-0.04 

58.99 

Juli    6. 

Kr.  Ost 

B.  A.  C.  5484 

45    35     47.45 

7 

—0.62 

46.83 

a  Serpentis 

3*     47.49 

8 

-0.42 

47.07 

B.  A.  C.  5245 

44     45.77 

9 

-0.42 

45.35 

»         5274 

i8     40.54 
Kr.  West 

9 

-0.58 

39.96 

d  Ophiuchi 

46     8     56.52 

9 

+0.03 

56.55 

B.  A.  C.  5463 

46     20.50 

9 

-0.02 

20.48 

»         5523 

24     54.99 

9 

—0.03 

54.96 

£  Herculis 

36     54.59 

9 

—0.04 

51.55  p 

B.  A.  C.  5624 

40       4.28 

9 

-0.03 

4.25  ; 

»         5644 

43     40.44 

»4 

9 

-0.04 

40.40  | 

»         5692 

48     47.74 

7 

-0.04 

-  47.67 

x  Ophiuchi 

54     57.03 
Kr.  Ost 

8 

—0.03 

i 

57.00 

a  Herculis 

47      9     40.30 

9 

-0.44 

9.89 

B.  A.  C.  5844 

42     57.04 

8 

-OHO 

56.64 

»         5874 

47     43.00 

9 

—0.60 

12.40 

• 

»         5894 

20       8.82 

7 

-0.42 

8.40 

»         594  4 

23     50.20 

9 

—0.64 

49.59 

ß  Draconis 

28       3.68 

9 

—0.66 

3.02 

d  Aquilae 

49    49     22.72 

7 

-0.36 

22.36 

B.  A.  C.  6697 

26     59.48 

9 

—0.64 

58.87 

»         6747 

30     40.43 

9 

—0.63 

39.50 

»        6729 

33     43.43 

6 

—0.40 

42.73 

i>        6745 

35     44.34 
Kr.  West 

7 

-0.54 

43.77 

B.  A.  C.  6928 

20     3     24.60 

9 

-0.03 

21.57 

»         6952 

8     42.68 

9 

—0.04 

42.67 

a2  Gapricorni          • 

44     44.74 

7 

+0.40 

44.84 

B.  A.  C.  6996 

4  4       0.87 

5 

—0.02 

0.85 

»         7044 

46     40.49 

8 

+0.05 

40.24 

»         7046 

22       4.46 

7 

+0.07 

4.53 

Juli  44. 

Kr.  West 

a  Serpentis 

45    37       4.27 

9 

+0.27 

4.54 

B.  A.  C.  5244 

39     4  7.73 

6 

+0.28 

48.01 

»         5245 

43     29.63 

9 

+0.27 

29.90 

i 

»         5274 

47     23.83 

9 

+0.48 

24.31 
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Pendelschlägen.     (Auge  und  Ohr.) 


Brahns  in 

Leipzig. 

Durchgangszeit 

Anzahl 

Correction 

Im 

Differenz 

Längen- 
differenz 

durch  den 
Mittelfadeu 

der 
Fäden 

des 
Instnftnents 

IUI 

Meridian 

der 
Uhrcorrect. 

Kr.  Ost 

i 

\lh    8ml39?99 

9 

+0!24 

40?23 

25!04 

4  6m2?43 

12     26.50 

9 

+0.22 

26.72 

25.30 

2.44 

16     42.02 

9 

4-0.54 

42.53 

25.37 

2.08 

19     58.49 

8 

+0.24 

58.70 

25.30 

2.45 

23     19.42 

9 

+0.57 

49.99 

25.23 

2.23 

28     33.09 

9 

+0.65 

33.74 

25.25 

2.24 

Kr.  Ost 

i 

15   34     47.48 

8 

+0.47 

47.95 

28.88 

16    2.09 

37     48.25 

9 

+0.27 

48.52 

28.55 

2.42 

U     46.16 

9 

+0.26 

46.42 

28.93 

2.05 

48     10.60 

9 

+0.46 

44.06 

28.90 

2.09 

Kr.  West 

16     7     28.45 

9 

-0.50 

27.95 

28.60 

16    2.44 

15     52.58 

9 

-0.59 

54.99 

28.49 

2.53 

24     24.15 

9 

-0.55 

23.60 

28.36 

2.67 

36     23.42 

8 

-0.53 

22.89 

28.66 

2.38 

39     33.17 

9 

-0.51 

32.66 

28.59 

2.46 

43     4  2.24 

9 

—0.59 

44.62 

28.78 

2.27 

47     49.26 

9 

-0.52 

48.74 

28.93 

2.13 

51     28.67 

9 

-0.54 

28.43 

28.87 

2.20 

Kr.  Ost 

17     8     40.76 

9 

+0.28 

44.08 

28.84 

16    2.28 

12     27.18 

9 

+0.31 

27.49 

29.45 

4.95 

16     42.73 

9 

+0.59 

43.32 

29.08 

2.02 

19     59.23 

9 

+0.30 

59.53 

28.87 

2.23 

23     49.99 

9 

+0.64 

20.63 

28.96 

2.45 

28     33.28 

40 

+0.72 

34.00 

29.02 

2.09     • 

19   18     53.20 

9 

+0.30 

53.50 

28.86 

2.39 

26     29.22 

9 

+0.79 

30.04 

28.86 

2.40 

30       9.63 

9 

+0.73 

40.36 

29.44 

2.43 

32     43.32 

9 

+0.30 

43.62 

29.14 

2.46 

35     14.14 

9 

+0.63 

44.77 

29.00 

2.27 

Kr.  West 

20     2     53.50 

9 

—0.82 

52.68 

28.89 

16    2.42 

8     14.38 

9 

-0.74 

43.67 

29.00 

2.32 

10     46.40 

9 

-0.84 

45.59 

29.25 

2.07 

i 

13    32.83 

9 

-0.76 

32.07 

28.78 

2.54 

16     41.88 

8 

-0.74 

44.44 

29.40 

2.22 

21     33.22 

9 

-0.76 

32.46 

29.07 

2.25 

Kr.  West 

i 

15  37     53.17 

9 

-0.54 

52.66 

54.42 

j    16    2.74 

40       9.29 

9 

-0.52 

8.77 

50.76 

2.38 

i 

4i     24.47 

9 

—0.53 

20.64 

50.74 

|           2.36 

48     15.58 

9 

—0,49 

15.09 

50,78 

i            2.40 
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C.  Bmjhns, 


[** 


Beobachtungen  nach  den  gehörton 


Weiss  in  Wien. 

Nrnnon 

Durcbgangszeit 

Anzahl 

i 
Correction    l 

Im 

i  865 

der  Sterne 

durch  den 
Mittelfffdeu         , 

der 
Fäden  i 

des 
Instruments 

IUI 

Meridian 

Juli  44. 

Kr.  Ost 

(Forts.) 

d  Ophiuchi 

I6h    6m  41-25 

9 

+0M0 

44135 

Radcliffe  3525 

44      32.49 

9 

+0.24, 

32.43 

B.  A.  C.   54GJ 

4  5       4.85 

9 

4-0.28 

5.43 

»          5490 

48     35.70 

8 

+0.15 

35.85 

i 

£  Herculis 

35     36. 23 
Kr.  West 

3 

+0.22 

56.45 

d  Aquilae 

19    48       6.44 

9 

+0.33 

6.// 

B.  A.  C.  6697 

25     42.83 

8 

+0.57 

43.40 

Juli  15. 

Kr.  Ost 

B.  A    C.  52  45 

15    13     30.47 

9 

+0.43 

30.30 

5274 

47     24.50 
Kr.  West 

9 

+0.23 

24.73 

6  Ophiuchi 

16      6     44.23 

9 

+0.32 

44.55 

Radcl.  3525 

4  4      32.34 

8 

+0.52 

32.86 

B.  A.  C.  5463 

45       4.88 

9 

+0.57 

5.45 

»         5490 

4  8     35.75 

9 

+0.38 

36.43 

»         5523 

23     36.54 

9 

+0.53 

37.04 

£  Herculis 

35     35.90 

3 

+0.48 

36.38 

B.  A.  C.  5624 

38     45.92 

9 

+0.38 

46.30 

»         5644 

42     24.74 

8 

+0.54 

25.28 

t>         5692 

46       2.04 

9 

+0.39 

2.43 

x  Ophiuchi 

50     44.56 
Kr.  Ost 

8 

+0.39 

44.95 

a  Herculis 

47     7     54.36 

9 

+0.46 

54.1)2 

B.  A.  G.  5844 

44      44.49 

9 

+0.46 

44.35 

»         5874 

45     56.88 

9 

+0.26 

57.14 

»         5894 

49     43.44 

8 

+0.45 

43.?9 

«         594  4 

22     34.09 

6 

+0.25 

34.34 

ß  Draconis 

26     47.52 

9 

+0.27 

47.79 

B.  A.C.  6747     " 

4  9   29     23.85 

9 

+0.26 

24.M 

»         6729 

31     57.20 

8 

+0.49 

57.39 

»         6745 

34     29.40 
Kr.  West 

8 

+0.28 

29.38 

B.  A.  C.  6928 

20      2       5.53 

9 

+0.62 

6.15 

»         6952 

7     25.82 

9 

+0.44 

26.26 

a2  Gapricorni 

9     58.92 

8 

+0.39 

59.31 

B.  A.  C.  6996 

42     45.22 

9 

+0.54 

45.76 

»         7014 

15     54.46 

9 

+0.43 

54.89 

»         7046 

20     45.78 

9 

+0.44 

46.19 

Juli  4  6. 

• 

Kr.  West 

B.  A.  C.  524  4 

45    39     48.02 

9 

+0.03 

18.05 

»         5245 

43     29.79 

7 

+0.00 

29.79 

»         5274 

47     24.28 

9 

+0.44      ! 

24.39 
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Pendelschlägen.     (Auge  und  Ohr.) 


Brunns  in  1 

Leipzig. 

Durcbgangszeit 

Anzahl 

Correction 

Im 

Differenz 

Längen- 

durch den 

der 

des 

M+MM 

Meridian 

der 

differenz 

Mittelfaden 

Fäden 

Instruments 

m9M  ^^  ■    B^A***B* 

Uhrcorect. 

Kr.  Ost 

16b    7m  31*76 

9 

+0!26 

32!02 

50!67 

16m  2?28 

42     22.75 

9 

+0.54 

23.29 

50.86 

2.47 

45    55.27 

9 

+0!66 

55.93 

50.80 

2.44 

49     26.43 

9 

+0.30 

26.73 

50.88 

2.49 

36     26.39 

4 

+0.45 

26.84 

50.39 

2.00 

Kr.  West 

19   18     58.06 

3 

-0.73 

57.33 

50.56 

46     2.44 

26     34.88 

6 

—0.72 

34.16 

50.76 

2.34 

Kr.  Ost 

15  44     24.47 

9 

+0.33 

21.50 

54.20 

4  6     2.55 

48     45.09 

9 

+0.65 

45.74 

51.04 

2.36 

Kr.  West 

16     7     33.24 

9 

—0.62 

32.59 

54.04 

46     2.38 

42     24.44 

9 

—0.62 

23.82 

50.96 

2.30 

45     57.26 

9 

—0.62 

56.64 

54.49 

2.53 

49     27.78 

9 

—0.59 

27.49 

54.06 

2.40 

24     28.41 

9 

—0.60 

27.84 

50.77 

2.4  4 

36     28.37 

9 

—0.60 

27.77 

54.39 

2.72 

39     38.00 

9 

—0.64 

37.39 

54.09 

2.42 

43     47.42 

9 

—0.63 

46.49 

54.24 

2.54 

47     51.47 

9 

—0.62 

53.55 

54.42 

2.45 

54      33.28 

•  9 

—0.63 

32.65 

70.70 

2.02 

Kr.  Ost 

»7     8     45.43 

9 

+0.38 

45.84 

54.29 

46     2.64 

12     34.92 

9 

+0.37 

32.29 

50.94 

2.26 

4  6     47.38 

9 

+0.78 

48.46 

54.02 

2.33 

20       3.80 

9 

+0.35 

4.45 

50.86 

2.47 

23     2i.71 

9 

+0.86 

25.57 

54.23 

2.54 

27     38.24 

8 

+0.95 

39.4  6 

54.37 

2.68 

19  30     44.27 

9 

+0.96 

4  5.23 

54.42 

2.37 

32     48.02 

9 

+0.38 

48.40 

54.04 

2.26 

35     4  8.49 

9 

+0.81 

49.30 

50.92 

2.47 

Kr.  West 

$0     2     58.06 

9 

-0.86 

57.20 

54.05 

4  6     2.29 

8     48.20 

9 

—0.82 

47.38 

51.12 

2.36 

40     51.32 

9 

—0.93 

50.39 

54.08 

2.32 

43     37.87 

9, 

|     —0.81 

37.06 

54.30 

2.54 

16     46.94 

9 

—0.85 

46.09 

54.20 

2.44 

21     38.45 

9 

,     —0.89 

37.56 

54.37 

2.60 

Kr.  Ost 

• 

15   40     40.43 

9 

-0.57 

9.86 

54.81 

46     2.23 

44     22.32 

9 

-0.57 

24 .75 

54.96 

2.38 

48     4  6.96 

9 

—0.64 

4Q.32 

51.93 

2.35 
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C.  Bruhns, 


[46 


Beobachtungen  nach  den  gehörten 


W 

eiss  in  Wien. 

Xamipti 

Durchgangszeit 

Anzahl 

Correction 

Im 

1865 

t 

X^d  1X1 C?  11 

der  Sterne 

durch  den 
Mittelfaden 

der 
Fäden 

des         ; 
Instruments  j 

IUI 

Meridian 

Juli  1 6. 

Kr.  Ost 

i 

i 

(Forts.) 

d  Ophiuchi 

4  6h    6m  44  !50 

8 

-0.24 

44*26 

Radcl.  3525 

4  4     32.85 

9 

-0.24 

32.61 

i 

B.  A.  C.  5463 

4  5       5.34 

9 

-0.25     j 

5.09 

»         5490 

48     36.06 

8 

—0.23     ' 

35.8-3 

o         5523 

23     37.05 

9 

-0.25 

36.80 

£  Herculis 

35     36. 44 

7 

-0.25 

36.49 

B.  A.  C.  5624 

38     46.40 

8 

-0.23 

45.87 

»         5692     , 

47       2.24 

9 

-0.23 

2.01 

x  Ophiuchi 

50     41.67 
Kr.  West 

9 

-0.24 

44.43 

a  Herculis 

47      7     54.34 

9 

+0.04 

54.35 

« 

B.  A.  C.  5844 

44      44.40 

8 

+0.05 

44.45 

»         5874 

45     56.64 

9 

•4-0.45 

56.79 

»         5894 

i          49     42.88 

9 

+0.05 

42.93 

»         5941 

22     33.94 

9 

+0.45 

34.09 

/PDraconis 

26     47.32 

9 

+0.48 

47.50 

d  Aquilae 

49    48       6.64 

4 

+0.23 

6.84 

B.  A.  G.  6697 

25     53.46 

4 

+0.47 

53.33 

i 

»         6747 

29     23.64 

9 

+0.45 

23.76 

»         6729 

34     57.05 

7 

+0.07 

57.12 

»         6745 

34     27.78 
Kr.  Ost 

7 

+0.43 

27.94 

B.  A.  C.  6928 

20     2       6.09 

9 

-0.27 

5.82 

»         6952 

7     27.22 

7 

-0.49 

27.03 

cr2  Capricorni    • 

9     59.38 

9 

-0.07 

59.31 

B.  A.  C.  6996 

43     45.63 

9 

-0.22 

45.41 

d         704  4 

45     54.76 

6 

-0.4  8 

54.58 

»  ,      7046 

20     46.25 

8 

-0.48 

46.07 

Juli  47. 

Kr.  Ost 

a  Serpentis 

45   37       4.53 

7 

-^0.25 

4.28 

B.  A.  C.  524  4 

39     4  7.96 

7 

-0.25 

47.71 

»         5245 

43     29.76 

9 

-0.26 

29.50 

»         5274 

47     24.46 
Kr.  West 

9 

-0.23 

23.93 

d  Ophiuchi 

46      6     40.73 

9 

+0.02 

40.75 

Radcl.  3525 

44     34.90 

9 

+0.4  4 

32.01 

B.  A.  C.  5463 

45       4.48 

9 

+0.45 

4.63 

»         5490 

48     35.37 

9 

+0.04 

35.41 

»         5523 

23     36.42 

6 

+0.42 

36. 2  i 

£  Herculis 

35     35.84 

9 

+0.08 

35.92 

B.  A.  C.  5624 

38     45.55 

8 

+0.03 

45.58 

»         5644 

42     24.43 

9 

+0.42 

24.55 

»         5692 

47       4.62 

7 

+0.03 

4.65 

x  Ophiuchi 

50     44.43 

9 

+0.03     1 

44.16 
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Pendelschlägen.     (Auge  und  Ohr.) 


Bruhn-s  in 

Leipzig. 

Durchgangszeit 

Anzahl 

Correction 

i 

Im 

Differenz 

Längen- 
differenz 

durch  den 
Mittelfaden 

der 
Fäden  ; 

des 
Instruments 

ALU 

Meridian 

der 
Uhrcorrect. 

Kr.  Ost 

{6h     7n,   32»7() 

9 

+0!45 

33.15 

51.89 

4  6m  2?29 

42     23.72 

9 

+0.74 

24.46 

51.85 

2.25 

15     55.99 

9 

+0.86 

56.85 

54.76 

2.46 

19     27.23 

9 

+0.49 

27.72 

54.89 

2.28 

24     27.76 

9 

+0.79 

28.55 

54.75 

2.24 

36     27.36 

9 

+  0.61 

27.97 

54.78 

2.47 

39     37.36 

9 

+  0.47 

37  Ä 

54.96 

2.34 

47     53.44 

6 

+  0.47 

53.94 

54.90 

2.27 

51     32.99 

9 

+0.47 

33.46 

52.03 

2.40 

Kr.  West 

• 

17     8     47.11 

8 

-0.64 

4647 

52.42 

46     2.48 

12     34.13 

9 

—0.65 

33.48 

52.33 

2.68 

16     49.91 

8 

-0.76 

49.45 

52.36 

2.74 

20      .6.07 

9 

—0.66 

5.44 

52.48 

2.83 

23     27.05 

9 

-0.79 

26.26 

52.47 

2.54 

27     40.47 

1      9 

—0.82 

39.65 

52.15 

2.49 

<9   18     59.70 

9 

—0.79 

58.94 

52.07 

2.33 

26     36.48 

9 

-0.90 

35,28 

54.95 

2.24 

30     4  6.79 

9 

-0.89 

15.90 

52.14 

2.39 

32     50.08 

9 

-0.83 

49.25 

52.43 

2.38 

35     20.77 

9 

—0.89 

49.88 

54.97 

2.22 

Kr.  Ost     * 

SO     2     56.93 

9 

+1 .23 

58. 4  6 

52.34 

16     2.57 

8     48.34 

9 

+0.56 

48.90 

54.87 

2.40 

10     50.56 

9 

+0.42 

50.98 

54.67 

4.90 

13     36.58 

9 

+0.90 

37.48 

52.07 

2.29 

16     46.06 

9 

+0.50 

46.56 

54.98 

2.20 

21      37.50 

9 

+0,46 

37.96 

54.89 

2.44 

Kr.  West 

15   37     53.89 

9 

+0.46 

54.35 

53.07 

46     2.40 

40     10.17 

5 

+0.47 

40.64 

52.93 

2.26 

44     21.85 

4 

+0.46 

22.34 

52.84 

2.44      - 

48     46.07 

9 

+0.71 

46.78 

52.85 

2.47 

Kr.  Ost 

16     7     34.72 

9 

—0.69 

34.03 

53.28 

46     2.59 

12    25.80 

9 

-0.70 

25.40 

53.09 

2.39 

• 

15     58.20 

9 

-0.76 

57.44 

52.84 

2.44 

19     29.12 

9 

—0.66 

28.46 

53.05 

2.35 

24     29.82 

9 

-0.72 

29.40 

52.86 

2.46 

36     29.52 

9 

-0.69 

28.83 

52.94 

2.20 

39     39.21 

9 

—0.69 

38.52 

52.94 

2.22 

43     48.49 

9 

-0.75 

47.74 

53.49 

2.47 

47     55.32 

9 

—0.69 

54.63 

52.98 

2.26 

51     34.73 

9 

—0.74 

34.02 

52.86 

2.43 
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C.  Bin 

JHNS, 

[ 

18 

Beobachtungen  nac 

\h  den  gehörten 

Weiss  in  Wien. 

Im 

■ 

■    Knmpn 

Durchgangszeit 

Anzahl 

Correction 

1865 

i 

xinuicii 

der  Sterne 

i 

t 

durch  den 
Mittelfaden 

der 
Faden 

des 
Instruments 

IUI 

Meridian 

1 

Juli  17. 

Kr.  Osl 

(Forts.) 

a  Herculis 

17h    7m  54?12 

8 

— 0!23 

53*89 

B.  A.  C.  5841 

11      40.92 

9 

—0.22 

40.70 

»         5871 

15     56.53 

8 

—0.22 

56.31 

»         5894 

49     12.96 

9 

—0.22 

12.74 

»         5911 

22     33.82 

9 

-0.24 

33.58 

ß  Draconis 

26     47.24 

9 

—0.24 

47.00 

d  Aquilae          * 

19    18       6.44 

9 

-0.18 

6.26 

B.  A.  C.  6697 

25     43.14 

9 

—0.25 

42.89 

»         6717 

29     23.61 

9 

—0.24 

23.37 

»         6729 

31      56.84 

6 

—0.19 

56.65 

»         6745 

34     27.83 
Kr.  West 

7 

-0.22 

27.61 

B.  A.  C.  6952 

20      7     26.62 

8 

4-0. 09 

26.71 

a2  Gapricorni 

9     58.68 

8 

+0.09 

58.77 

B.  A.  G.  6996 

42     44.72 

9 

+0:45 

44.87  i 

»         7014 

4  5     53.99 

8 

+0.09 

54.08 

»         7046 

20     .45.42 

7 

4-0.09 

45.51 

Juli  48. 

Kr.  West 

B.  A.  C.  5245 

15    43     29.22 

7 

+0.08 

29.30 

»         5271 

47     23.48 
Kr.  Ost 

9 

+0.24 

23.72 

d  Ophiuchi 

16      6     40.78 

4 

— 0.15 

40.63 

Badcl.  3525 

11      32.00 

9 

-0.17 

34.83 

B.  A.  G.  5463 

15       4.54 

9 

—0.45 

4.39 

»         5490 

18     35.33 

9 

-0.24 

35.12 

»         5523 

23     36.10 

5 

-0.47 

35.93 

»         5621 

38     45.52 

6 

—0.22 

45.30 

»         5692 

47       1 . 57 

9 

—0.22 

1 .35 

x  Ophiuchi 

50     41.13 
Kr.  West 

8 

—0.22 

40.91 

a  Herculis 

4  7      7     53.54 

8 

+0.03 

53.57 

B.  A.  C.  5841 

11      40.31 

8 

+0.05 

40.30 

^ 

»         587 1 

15     55.86 

9 

+0.43 

55.99 

»         5894 

49     42.33 

8 

+0.08 

12.41 

ß  Draconis 

27     46.73 

8 

+0.48 

46.91 

B.  A.  C.  6697 

19    25     42.24 

4 

+0.47 

42.  H 

»         6729 

31     56.38 

5 

+0.08 

56.46 

»         6745 

34     27.11 

9 

+0.14 

27.2.ri 

• 

Kr.  Ost 

B.  A.  C.  6928 

20     2       5.12 

6 

—0.16 

4.96 

»         6952 

7     26.40 

8 

—0.08 

26.32 

a2  Gapricorni 

9     58.56 

9 

—0.19 

58.37 

B.  A.  C.  6996 

42     44.64 

9 

—0.16 

44.48 

»         7014 

45     54.04 

9 

-0.20 

53. 8  * 

i)         7046 

20     45.44 

5 

-0.18 

45.23 
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Pendel  schlagen.     (Auge  und  Ohr.) 


Brunns  in 

Leipzig. 

Durchgangszeit 
durch  den 
Mittelfaden 

Anzahl 

der 
Faden 

Correction 

des 
Instruments 

Im 
Meridian 

Differenz 

der 

Uhrcorrect. 

Längen- 
Differenz 

Kr.  Ost 

• 

17h    8m46?19 

9 

+0!53 

46?72 

52?83 

16m  2?09 

12    33.15 

9 

+0.52 

33,67 

52.97 

2.23 

16    48.40 

9 

+0.97 

49.37 

53.06 

2.31 

20      5.34 

9 

+0.48 

5.82 

53.08 

2.33 

23    25.75 

9 

+  1.02 

26.77 

53.19 

2.44 

27    38.77 

9 

+1.15 

39.92 

52.92 

2.16 

19   18    59.05 

9 

+0.47 

59.52 

53.26 

2.41 

26    34.59 

7 

+  1.25 

35.84 

52.95 

2.09 

30    15.12 

9 

+1.15 

16.27 

52.90 

2.04 

32    49.23 

9 

+0.50 

49.73 

53.08 

2.21 

35    19.80 

9 

+0.97 

20.77 

53.16 

2.29 

Kr.  West 

20     8    20.59 

9 

-0.88 

19.7« 

53.00 

16     2.11 

10    52.78 

9 

-1.01 

51.77 

53.00 

2.11 

13    39.00 

9 

-0.91 

38.09 

53.22 

2.32 

16    48.20 

9 

-0.90 

47.30 

53.22 

2.32 

21     39.76 

9 

-0.95 

58.81 

53.30 

2.40 

Kr.  West 

- 

15   44    23.79 

9 

—0.64 

23.15 

54.85 

16     2.24 

48    18.53 

9 

-0.74 

17.79 

54.07 

2.46 

Kr.  Ost 

16     7    34.25 

9 

+0.41 

34.66 

54.03 

16     2.40 

12    25.31 

8 

+0.85 

26.16 

54.33 

2.69 

15    57.52 

8 

+0.95 

58.47 

54.08 

2.44 

19    28.57 

8 

+0.58 

29.15 

54.03 

2.39 

24    29.28 

9 

+0.89 

30.17 

54.24 

2.59 

39    38.76 

6 

+0.55 

39.31 

54.01 

2.35 

47    54.86 

6 

+0.55 

55.41 

54.06 

2.39 

51     34.33 

8 

+0.54 

34.87 

53.96 

2.29 

Kr.  West 

17     8    48.76 

9 

-0.72 

48.04 

54.47 

16     2.78 

12    35.44 

1 

-0.73 

34.71 

54.35 

2.66 

16    51.23 

9 

-0.87 

50.36 

54.37 

2.67 

20      7.27 

9 

—0.74 

6.53 

54.12 

2.42 

27    41.99 

9 

-0.93 

41.06 

54.15 

2.44 

19  26    38.64 

6 

—  1.05 

37.59 

54.18 

2.37 

32    51.16 

9 

—0.89 

50.27 

53.81 

4.99 

35    22.57 

9 

—0.94 

21.63 

54.38 

2.56 

Kr.  Ost 

20     2    58.11 

5 

+  1.35 

59.46 

54.50 

16     2.65 

8    19.68 

9 

+0.62 

20.30 

53.98 

2.13 

10    52.09 

9 

+0.51 

52.60 

54.23 

2.37 

13    37.43 

9 

+1.24 

38.37 

53.89 

2.03 

16    47.68 

9 

+0.56 

48.24 

54.40 

2.54 

21    39.03 

9 

+0.53 

39.56 

54.33 

2.36 

AUto«.  i.  K.  S.  CcMibeh.  4.  Wineoaeh.  XV. 
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C.  Bruhns, 


[50 


Beobachtungen  nach  den  gehörten 


Weiss  in  Wien. 

Correction 

Nampn 

Durchgangszeit 

Anzahl 

Im 

4  865 

IIOIUCII 

der  Sterne 

durch  den 
Mittel  faden 

der 
Faden 

des 
Instruments 

1111 

Meridian 

Kr.  Ost 

Juli   19. 

a  Serpentis 

15h37m    0?74 

6 

-0?34 

OHO 

B.  A.  G.  521 4 

39    17.35 

5 

—0.34 

17.(H 

5245 

43    28.98 

9 

—0.34 

28.64 

• 

»         5271 

47    23.63 
Kr.  West 

9 

—0.33 

23.30 

d  Ophiuchi 

16      6    40.13 

7 

—0.06 

40.07 

Radcl.  3525    , 

11     31.28 

8 

+0.05 

31.31t 

B.  A.  C.  5463 

15      3.87 

9 

+0.08 

3.9o 

»         5490 

18    34.74 

9 

—0.05 

34.69 

»         5523 

23    35.51 

9 

+0.06 

35.0J 

* 

£  Herculis 

35    35.10 

9 

—0.13 

34.97 

B.  A.  C.  5621 

38    44.78 

9 

—0.16 

44.6^ 

»         5644 

42    23.82 

9 

-0.12 

23.70 

»         5692 

47      0.95 

9 

—0.15 

O.SO 

x  Ophiuchi 

50    40.46 
Kr.  Ost 

8 

—0.15 

40.3« 

a  Herculis 

17      7    53.28 

9 

—0.19 

53.09 

B.  A.  C.  .5841 

11     40.05 

9 

—0.17 

39. 8S 

»         5894 

19    12.10 

9 

-0.17 

11.93 

»         5911 

22    32.97 

9 

—0.15 

32.82 

ß  Draconis 

26    46.39 

9 

—0.14 

46.  *i 

B.  A.  C.  6928 

20      2      4.46 

4 

—0.15 

4.31 

a2  Capricorni 

9    58.11 

9 

—0.22 

57.99 

B.  A.  C.  6996 

12    44.23 

8 

—0.19 

44.04 

»         7014 

15    53.50 

7 

-0.13 

53.37 

■ 

7046 

20    44.92 

9 

—0.15 

44.77 

V.  Ermittelung  der  persönlichen  Gleichung. 

• 

Zur  Bestimmung  der  persönlichen  Gleichung  war  im  Mai  4  865 
Herr  Professor  Weiss  mit  seinem  Instrument  nach  Leipzig  ge- 
kommen unc|  es  wurden  am  20.,  21.  und  29.  Mai  Beobachtungen 
angestellt  und  zwar  von  Sternen,  deren  Declination  im  Mittel  über- 
einstimmte mit  dem  Mittel  der  Sterne  zur  Längenbestimmung.  An 
ein  und  demselben  Instrumente  beobachtete  der  eine  Beobachter  den 
Durchgang  des  Sternes  an  der  ersten  Hälfte  der  Fäden,  der  andere 
Beobachter  den  Durchgang«  durch  die  zweite  Hälfte,  wobei  aber  ge- 
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Pefidelschlägen.     (Auge  und  Ohr.) 


Bruhns  in  Leipzig. 


DuJfchgangszeit 

«önch  den 

J'felfeden 


gr.  Ost 

'S*  37*  55!29 
*0  4  4 .60 
4*  S3.29 
4«      4  7.58 

Kr-  Vest 
*6     7     36.41 


42 
*6 
49 
24 
36 
39 
43 
47 
54 

Kr. 

17  8 
42 
20 
23 

n 

2 

<o 

13 
16 
2< 


20 


3*7.54 

O.05 

30.77 

3  4.53 
34.47 
*0.83 
*  ^.94 
^•7.4  4 
3^.40 


*?.84 

3^.52 

C;55 

«7.34 

€.41 

>.64 

S2.76 

38.82 

48.24 

39.64 


Anzahl 

der 
Fäden 


9 
8 
9 
9 

9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 
9 

9 
9 
3 
9 
9 
6 
9 
9 
9 
9 


Correction 

des 
Instruments 


+0?53 
+0.53 
+0.52 
+0.85 

-0.70 
-0.76 
—0.82 
—0.68 
—0.78 
—0.72 
—0.69 
—0.80 
-0.70 
-0.74 

+0.52 
+0.55 
+0.55 
+1.06 
+1.17 
+1.37 
+0.50 
+0.98 
+0.55 
+0.53 


Im 
Meridian 


55Ü82 
42.43 
23.84 
48.43 

35.44 
26.78 
59.23 
30.09 
30.75 
30.45 
40.14 
19.14 
56.44 
35.69 

48.33 
35.07 
7.40 
28.40 
44.58 
59.98 
53.26 
39.80 
48.79 
40.47 


Differenz 

der 

Uhrcorrect. 


55142 
55.42 
55.47 
55.43 

55.34 
55.45 
55.28 
55.40 
55.48 
55.48 
55.52 
55.44 
55.61 
55.38 

55.24 
55.1'9 
55.17 
55.58 
55.33 
55.67 
55.27 
55.76 
55.42 
55.40 


Langen-  . 
Differenz 


16m2H9 
2.19 
2.23 
2.18 


16 


16 


2.37 
2.48 
2.31 
2.42 
2.20 
2.49 
2.52 
2.44 
2.60 
2.37 

2.21 
2.16 
2.13 
2.54 
2.28 
2.46 
2.05 
2.54 
2.20 
2.47 


wechselt  wurde,  um  auf  diese  Weise  die  Fehler  der  Fadenintervalle 
zu  elinriniren.  Im  August  war  ich  mit  meinem  Instrumente  in  Wien 
und  auf  dem  Laaer  Berge  wurden  nach  derselben  Methode  am  7., 
8.,  9.,  10.  und  14.  August  ebenfalls  Beobachtungen  angestellt.  Im 
Ganzen  sind  beobachtet: 

55  Sterne  in  Kreislage  West 

68       »        »  »         Ost. 

Das  Verzeichniss  der  beobachteten   Sterne    und   die  aus  denselben 

abgeleiteten  Resultate  der  persönlichen  Gleichung  im  Sinne  Bruhns 

minus  Weiss  ist  folgendes: 

17* 
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C.  Brdhns, 


[5? 


Persönliche  Gleichung  zwischen  Professor  Bruhns  und 

Professor  Weiss. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4  865 

Sterne 

B  — W 

4865 

Sterne 

ß  — W 

Mai  20. 

B.  A.  C.  4406 

+0?46 

Mai  20. 

B.  A.  C.  4721 

— 0!02 

• 

»         4433 

-0.29 

»         4729 

+0.30 

»         4440 

—0.02 

»         4741 

—0.08 

»         4467 

+0.04 

»         4753 

—0.11 

»         4499 

+0.28 

»         4785 

—0.14 

»         4519 

—0.18 

»         4805 

+0.34 

»         4538 

—0.12 

»         4827 

—0.19 

»         4621 

+0.14 

»         4841 

+0.26 

»         4637 

+0.04 

»         4853 

-0.01 

»         4648 

—0.10 

»         4873 

+0.10 

»         4662 

+0.11 

»         4903 

+0.02 

»         4699 

—0.22 

»         4926 
»         4937 
»         4952 

+0.30 
-0.40 
+0.24 

Mai  21. 

B.  A.  C.  4721 

-0.19 

Mai  24 . 

B.  A.  C.  4467 

-0.49 

»         4729 

+0.32 

»         4499 

+0.45 

»         4753 

0.00 

»         4519 

+0.24 

»         4785 

—0.25 

»         4538 

-0.46 

»         4805 

-0.12 

»         4559 

—0.09 

»         4827 

+0.09 

»         4596 

+  0.09 

»         4841 

—0.01 

»         4648 

+0.45 

»         4873 

-0.13 

»         4662 

+0.07 

»         4903 

+0.19     ,; 

»         4699 

+0.08 

»         4926 

—0.04 

»         4937 

-0.21 

»         4952 

+0.26 

»         4974 

-0.19 

Mai  29. 

B.  A.  C.  5315 

—0.19 

Mai  29. 

B.  A.  *C.  5067 

—0.42 

»         5338 

-0.24 

»         5085 

—0.42 

»         5359 

—0.13 

»         5113 

+0.08 

)>         5388 

-0.18 

»         5135 

—0.04 

»         5417 

—0.38 

»         51 68 

—0.07 

»         5463 

-0.17 

»         5185 

—0.05 

»         5490 

+0.49 

a  Serpentis 

+0.07 

»         5523 

—0.18 

B.  A.  C.  5234 

-0.22 

»         5537 

-0.18 

»        5271 

—0.14 

»         5552 

—0.08 

»         5298 

—0.45 

August  7. 

cr2  Capricorni 

+0.34 

August  7. 

a  Cygni 

+0.34 

c 

B.  A.  C.  6996 

+0.30 

»         7014 

+0.37 

»         7046 

+0.28 
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Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

Sterne 

B  — W 

4865' 

Sterne 

B  — w 

i 

August  7. 

B.  A.  C.  7085 
»        7107 
»      -7137 

— 0114 
+0.09 
+0.02 

• 

August  8. 

ß  Draconis 

+0.20 

August  8. 

B.  A.  C.  5802 

-0?02 

B.  A.  C.  5975 

-0.04 

»         5841 

—0.12 

»         5991 

+0.12    ; 

• 

»         5871 

+0.15 

»         6013 

— 0.0a 

»         5911 

-0.15 

a2  Capricomi 

+0.40 

»         7233 

+0.18 

B.  A.  €.  6996 

—0.05 

»         7256 

+0.25 

»         7014 

+0.26 

»        7271 

+0.40 

»         7046 

+0.33 

»         7085 

+0.12 

»         7107 

+0.33 

»         7137 

-0.12 

a  Cygni 

-0.05 

Aug.  10. 

B.  A.  C.  5975 

+0.12 

Aug.  9. 

B.  A.  C.  7659 

+0.17 

»         5991 

—0.07 

»         7674 

+0.03 

d         6013 

-0.13 

»        7705 

+0.02 

»         6030 

+0.26 

»         7727 

+0.31 

»         6056 

-0.07 

»        7746 

+0.40 

a  Cygni 

+0.32 

»         7770 

+0.62 

B.  A.  C.  7198 

-0.01 

»         7788 

+0.17 

»        7233 

+0.14 

»         7814 

0.00 

»        7271 

-0.25 

»         7832 

+0.25 

Ä         7301 

+0.22 

»         7850 

+0.09 

»         7318 

+0.01 

»         7868 

+0.31 

»         7345 

+0.47 

»         7888 

+0.05 

r>         7398 

+0.14 

»        7421 

+0.33 

\ 

»        7448 

+0.18 

»         7462 

+0.37 

»         7480 

.  —0.03 

»         7512 

+0.17 

Aug.  11. 

B.  A.  C.  5975 

+0.47 

»         5991 
»         6013 
»         6030 

+0.01 
+0.06 
+0.11 

»         6056 

a  Cygni 

B.  A.  C.  7198 
»        7233 
»        7256 
»        7271 

+0.52 
+0.21 
+0.28 
+0.22 
+0.17 
+0.05 

« 

»        7301 

0.00 
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[54 


Kreis  West. 

■    ■ 

Kreis  Ost. 

4865 

Sterne 

B— W 

4865 

Sterne 

B  — W 

Aug.  41. 

B.  A.  C.  7318 
»         7345 

'     »        7372 
»         7398 

+0!12 
-1-0.21 
+0.18 
+0.16 

• 

»         7421 

»         7  l  48 

—0.16 
+0.02 

• 

»         7480 

+0.1  i 

- 

»         7512 

—0.02 

Vereinigt  man  diese  Werthe  zu  Tagesmitteln,  so  erhalt  man: 

Tagesmittel  der  persönlichen  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns 

und  Prof.  Weiss. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

B-W 

Zahl  der 
Sterne 

4865 

B— W 

Zahl  der 
Sterne 

Mai    20. 

— 0?017 

12 

Mai      20. 

+0?065 

14 

»      21. 

—0.022 

13 

21. 

+0.038 

9 

»      29. 

-0.154 

10 

29. 

—0.076 

10 

August  7. 

+0.180 

7 

August  7. 

f+0.310) 

1 

»       8. 

+0.118 

12 

»       8. 

+0.099 

7 

»     10. 

+0.121 

18 

»       9. 

+0.202 

12 

»     41. 

+0.145 

19 

• 

Aus  diesen  Tagesmitteln  ergibt  sich  für  das  Gesammtmittel  jeder 
Beobachtungsperiode  (August  7  mit  nur  1  Stern  ist  selbstverständ- 
lich ausgeschlossen) : 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

B— W 

Zahl 

der 

Sterne 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

4  865 

B  — W 

Zahl 

der 

Sterne 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

Mai  20-29. 
Aug.  7-1 0. 

— 0?057 
+0.131 

35 

37 

±0!026 
±0.009 

Mai  20-29. 
Aug.  8-1 1 . 

+0?015 
+0.154 

33 
38 

+0*026 
±0.014 

Aus  diesen  Zahlen  ersieht  man,  dass  sich  die  persönliche  Glei- 
chung von  Mai  bis  August  beträchtlich  geändert  hat.  Die  Differenz 
zwischen  West  und  Ost  liegt  innerhalb  der  Grenze  der  wahrschein- 
lichen Fehler;  jedoch  die  Aenderung  von  Mai  bis  August  scheint 
reell  zu  sein  und  lässt  sich  vielleicht  dadurch  erklären,  dass  in  Wien 
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vor  den  Beobachtungen  jedesmal  eine  halbe  Meile  Wegs  zurückgelegt 
wurde,  wodurch  die  Beobachter  mehr  ermüdet  waren  als  in  Leipzig 
und  deshalb  würde  es  vielleicht  gerechtfertigt  erscheinen,  den  Beob- 
achtungen der » ersten  Periode  grösseres  Gewicht  zu  geben.  Es  ist 
dies  nicht  geschehen,  weil,  wenn  man  eine  der  Zeit  proportionale 
Aenderung  annimmt,  die  Längenbestimmung  selbst  viel  näher  der 
Zeit  der  zweiten  Periode  der  Bestimmung  der  persönlichen  Gleichung 
liegt. 

Untersucht  man,  ob  eine  Aenderung  der  persönlichen  Gleichung 
mit  der  Zenithdistanz  der  Sterne  stattfindet  und  ordnet  dieselben 
nach  den  Declinationen,   so  erhält  man  folgende  Tabelle: 

Persönliche  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns  und  Prof.  Weiss 

geordnet  nach  der  Declination  der  Sterne. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

Stern 

Declination 

B— W 

ihl  der 
chgänge 

Stern 

Declination 

B— W 

hl  der 
chgänge 

1 

0  ük 

I       O 

co  u 
Q 

B.  A.  C. 

7046 

—  30  48' 

+0?31 

2    |  B.A.C 

.7398 

+38»50' 

+0H4 

» 

7107 

+  37 

+0.21 

2   |        » 

4433 

+  40  12 

-0.29 

n 

70U 

+  4  55 

+0.34 

2 

» 

6996 

+  40   49 

+0.42 

2 

r> 

7348 

+   4  58 

+0.01 

» 

4467 

+40  51 

+0.04 

» 

7424 

-h  6  44 

+0.33 

» 

7868 

-  0  49 

+0.34 

f> 

4440 

-4-10     8 

-0.02 

» 

7832 

-  0   44 

+0.25 

» 

5359 

+  40  15 

-0.43 

» 

784  4 

+  0  42 

0.00 

» 

7274 

+  40  49 

-0.25 

4    I 

» 

7348 

+  4  55 

+0.42 

» 

5537 

+40  39 

—0.48 

1 

» 

7788 

+  57 

+0.47 

» 

7437 

+  12  48 

-0.05 

2 

» 

7659 

+  64 

+0.47 

y> 

4724 

+43  36 

—0.19 

)> 

7421 

+  6  44 

-0.46 

» 

5490 

+  44  21 

+0.19 

a  Serpentis 

+  6  50 

+0.07 

*> 

4499 

+  14  24 

+0.28 

B.A.C 

.  7372 

+  9  25 

+0.48 

» 

4926 

+45     0 

—0.04 

\   i 

» 

7271 

+  40  49 

+0.23 

2 

» 

4662 

+  45  49 

+0.14 

j 

» 

7674 

+40  44 

+0.03 

» 

5991 

+46     4 

+0.02 

2 

» 

5802 

+10  45 

—0.02 

» 

4873 

+4  7  32 

-0.13 

j    1 

» 

5135 

+  1«     0 

—0.04 

» 

5345 

+48  42 

—0.19 

•     y> 

5841 

+  44      4 

-0.42 

*> 

4406 

+48  45 

+0.16 

4    1 

» 

4559 

+  44   26 

—0.09 

» 

4637 

+48  36 

+0.01 

» 

4853 

+  42  45 

-0.04 

» 

4648 

+  4  9     5 

—0.10 

» 

5067 

+43     3 

-0.42 

» 

4621 

+  49  18 

+0.14 

w 

5485 

+43  47 

-0.05 

i> 

6030 

+19  49 

+0.26 

» 

4724 

+43  36 

-0.02 

*> 

4785 

+49  50 

-0.25 

» 

4499 

+4  4  30 

+0.45 

*> 

4729 

+  19  54 

+0.32 

» 

4926 

+45     0 

+0.30 

t> 

4753 

+19  56 

0.00 

» 

4662 

+45  49 

+0.07 

* 

7462 

+36  32 

+0.37 

» 

5085 

+45J54 

-0.42 
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* 

Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

©   S 

• 

•ö  « 

-o  :* 

Sterne 

Declination 

B  — W 

—   WD 

Q 

Sterne 

Declination 

B  —  W 

CS     Um 

B.  A.C.  5991 

+  16° 

r 

+0!01 

i 

B.A.C 

.  6030 

+  I9M8' 

+  0!4I 

4873 

+  17 

32 

+0.10 

» 

4785 

+  19    50 

+0.44 

»        4648 

+19 

5 

+0.15 

» 

4729 

+  19    54 

-0.30 

»       5234 

+  18 

34 

—0.22 

» 

4753 

+  19    56 

+0.H 

»       5523 

+  42 

11 

-0.18 

» 

7256 

+37   33 

-0.21 

* 

m* 

»       4805 

+42 

25 

—0.12 

» 

7398 

+38    40 

+0.46 

»       5417 

+42 

43 

—0.38 

» 

5168 

+  40   48 

+  0.07 

»       5552 

+42 

43 

-0.08 

» 

4467 

+  40    51 

—0.49 

»       4519 

+  42 

48 

—0.18 

» 

4596 

+  41    46 

—  0.09 

»       6013 

+44 

9 

-0.10 

2 

» 

7770 

+42    17 

+0.62 

»       4841 

+44 

44 

-0.04 

» 

4805 

+42   25 

+0.34 

»       4699 

+44 

30 

—0.22 

» 

7850 

+42   26 

+0.09 

a  Cygni 

+  44 

44 

+0.44 

2 

» 

4549 

+  42    48 

+0.24 

B.  A.  C.  5388 

+45 

17 

—0.48 

» 

5274 

+  42   50 

—0.14 

»       7233 

+  45 

34 

+0.14 

» 

5298 

+  43      0 

-0.15 

»       7480 

+45 

57 

-0.03 

» 

6013 

+  44      9 

+0.06 

»       5338 

+  46 

25 

—0.24 

» 

4841 

+  44    14 

+0.26 

»       5463 

+  46 

38 

—0.47 

» 

7705 

+  44   22 

+0.02 

»       4903 

+46 

41 

+0.49 

» 

4699 

+  44    30 

+0.08 

*       7198 

+46 

49 

-0.04 

a  Cygni 

+  44   44 

+0.26 

9 

»       7301 

+  46 

57 

+0.22 

B.A.C 

.V233 

+45   34 

+0.20 

2 

»       7345 

+47 

3 

+0.47 

» 

7480 

+45   57 

+0.44 

»       4827 

+  47 

23 

+0.09 

» 

5874 

+  46   22 

+0.45 

»       4952 

+47 

49 

+0.26 

» 

4903 

+  46   41 

+0.02 

)>       4974 

+  48 

14 

-0.49 

» 

4744 

+  46    42 

—0.08 

)>       6056 

+48 

26 

—0.07 

2 

» 

7198 

+  46   49 

+0.28 

»       7085 

+48 

27 

-0.04 

2 

» 

7304 

+46   57 

0.00 

»       5975 

+  48 

40 

+0.04 

» 

7345 

+  47     3 

+0.21 

n       4538 

+  49 

42 

—0.42 

» 

7727 

+  47    16 

+0:34 

»       4937 

+50 

44 

-0.24 

» 

4827 

+47   23 

—  0.19 

»       7448 

+  51 

0 

+0.48 

M 

» 

4952 

+  47    49 

+0.24 

»       7542 

+51 

2 

+0.47 

» 

5941 

+  48   23 

—0.15 

ß  Draconis 

+52 

23 

+0.20 

6056 
5975 

+  48   26 
+48   40 

+0.52 
+0.47 

a2  Gapricorni 

» 

5413 

+  49   41 

+0.08 

ist  wegen  zu 

» 

4538 

+  49   42 

—0.16 

tiefenStandes 

■ 

» 

7746 

+50     9 

+0.40 

weggelassen. 

l 

» 

)) 

4937 
7888 
7448 
7512 

+50   44 
+  50   54 
+  54      0 
+54      2 

-0.10 
+0.05 
+0.02 
—0.02 

Die  daraus  erhaltenen  Resultate  sind  die  folgenden: 
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6rsönlicbe  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns   und   Prof.   Weiss 

für  verschiedene  mittlere  Declinationen. 


Kreis  West. 


•^«tion 


B  — W 


W.  F. 

des  Mittels 


ts-a 

Q 


Kreis  Ost. 


Mittlere 
Declination 


B— W 


W.  F. 

des  Mittels 


«-  SP 

n  5 


V*  *  55' 
*    34 

+40  53 
+45  29 
+  49     6 


+  0?239 
—  0.007 
+0.024 
-0.051 
—0.026 
+0.060 


0?026 
0.044 
0.032 
0.047 
0.032 
0.039 


7 
10 
14 
11 
14 
14 


3o  32' 
11    31 


17 
41 
45 
49 


34 
5 

31 
5 


+0?116 

+0?035 

+0.017 

+0.023 

+0.050 

+0.035 

+-0.M7 

+0.051 

+0.132 

+0.024 

+0.120 

+0.041 

8 
12 
12 
12 
14 
14 


Die  persönliche  Gleichung  ist  nur  bei  den  ersten  Werthen  in 
Kreislage  West  bei  der  grössten  Zenithdistanz  stark  abweichend,  die 
andern  Werthe  sind  sämnitlich  nahe  innerhalb  der  wahrscheinlichen 
Fehler  übereinstimmend,  und  bildet  man  aus  obigen  Resultaten  zwei 
Gruppen,  so  erhält  man  folgende  Werthe: 


Kreis  West. 

1 

Kreis  Ost. 

Mittlere 
Declination 

B  — W 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

Zahl  der 
Durchgänge 

Mittlere 
Declination 

B  —  W 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

• 

Zahl  der 
Durchgänge 

+  I2?3 
+45?6 

+0!062 
—0.002 

+0?017 
+0.022 

31 
39 

+  11?7 
+45?4 

+0*054 
+0.123 

+0!p17 
+  0.018 

32 

40 

Die  Unterschiede  zwischen  Ost  und  West  haben  hier  entgegen- 
gesetztes Zeichen  und  überschreiten  die  wahrscheinlichen  Fehler  nicht 
allzu  sehr,  ebenso  werden  die  Aenderungen  der  persönlichen  Gleichung 
mit  der  Declination  kaum  reell  sein.  Das  Mittel  aus  Ost-  und  West- 
lage  ist  für  die  beiden  Gruppen  vollständig  identisch. 

Endlich  wurde  zur  Bestimmung  der  persönlichen  Gleichung 
noch  die  Methode  *)   angewandt,   dass  jeder  Beobachter   an   seinem 


0  Die  Methode,  die  persönliche  Gleichung  dadurch  zu  bestimmen,  dass  auf  eine 
weisse  Fläche  das  Bild  der  Sonne  und  das  Fadenkreuz  des  Instrumentes  projicirt 
wurde,  und  die  Durchgänge  der  Sonnenflecken  durch  die  Fäden  von  jedem  Beobachter 
unabhängig  nach  der  Auge-  und  Ohrmethode  notirt  wurden,  ergab  in  Wien  1865 
August  40  B — W  =  +0ÜJ49.  Sie  ist  aber  hier  nicht  zu  berücksichtigen,  weil 
diese  Beobachtungen  von  den  bei  der  Längenbestimmung  ganz  verschieden  sind. 
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Instrumente  vollständige  Durchgänge  von  Sternen  beobachtete,  die 
Instrumentalfehler  jeden  Abend  bestimmte  und  damit  die  Sterne  auf 
den  Meridian  reducirte.  Diese  Meridiandurehgänge  im  Sinne  Bruhns- 
Weiss  von  einander  abgezogen,  ergaben  folgende  VVerthe: 

Persönliche  Gleichung  zwischen  Prof.  Bruhns   und  Prof.  Weiss 

abgeleitet  aus  vollständigen  Durchgängen  von  Sternen. 


Kreis  West. 

B  —  W 

Kreis  Ost. 

4865 

Sterne 

1865 

Sterne 

B  — W 

Mai  22. 

B.  A.  C.  4637 

+0!04 

Mai  22. 

B.  A.  C.  4926 

—0*21 

»       4699 

+0.04 

t 

»       4905 

—0.43 

»       4721 

-0.21 

»      .4937 

—0.50 

»       4753 

—  0.12 

»       4952 

+0.01 

»       4785 

-0.18 

»       4974 

—0.07 

»       4805 

—0.09 

\ 

»       5033 

—0.69 

»       4827 

+0.18 

»       5067 

—0.57 

»       4870 

—0.39 

»       5085 
»       5135 
»       5168 
»       5185 
»       5234 
»       5271 

—0.43 
—0.25 
—0.48 
—0.61 
—0.49 
—0.59 

»    23. 

B.  A.  C.  4905 

+0.42 

»    23. 

B.  A.  C.  4637 

+0.17 

»       4926 

—0.05 

»       4662 

+0.02 

»       4937 

+0.24 

»       4699 

—0.03 

»       4952 

+0.47 

»       4721 

—0.15 

»        4971 

+0.36 

»       4753 

+0.04 

i>        5033 

-0.17 

»       4785 

+0.06 

»        5067 

+0.18 

i805 

—0.17 

»        5085 

—0.07 

t 

* 

»        1827 

—0.08 

»        5113  ' 

+0.40 

«       4841 

-0.21 

»        5135 

—0.69 

»        4870 

—0.48 

»        5 1 68 

—0.06 

. 

»*     5234 

-0.11 

x. 

»       5271 

+0.07 

»    26. 

B.  A.  C    4637 

—0.27 

»    26. 

B.  A.  G.  4905 

+0.43 

»       4662 

+0.01 

! 

»       4926 

—0.12 

»        4699 

—0.32 

»       4937 

+0.49 

»        4721 

—0.13 

&952 

+0.63 

»       4753* 

—0.10 

»       4974 

+0.42 

»       4785 

-0.28 

■ 

»>       5033 

—0.07 

)>        4805 

—  0.27 

»>       5067 

+0.06 

»       4827 

—0.22 

»       5085 

+0.15 

i>       4841 

-0.15 

»       5135 

+0.02 

»       4870 

-0.10 

»       5168 
»       5185 

+0.20 
+0.39 

• 

»       5234 
»       5271 

-0.06 
+0.11 
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Kreis  Ost. 


Mai  2 


August  6. 


7. 


» 


8. 


9. 


B.  A.  C.  4637 

'  »  4662 

»  4699 

»  4721 

d  4753 

»  4785 

»  4805 

»  4827 

)>  4841 

B.  A.  C.  6379 
)>  6428 
»  6475 
»  6876 
»  6895 
»   6928 

B.  A.  C.  5802 
5841 


» 
» 
» 

» 
» 


5871 
5894 
5911 
6109 
6679 
6717 
6729 
6745 
6876 
6895 


B.  A.  C.  6073 
»  6109 
»  6*  43 
»  6876 
»  6895 
»   6928 


B.  A.  C. 

6379 

+0.80 

» 

6428 

-0.07 

» 

6451 

-1-0.80 

» 

6475 

0.00 

» 

6493 

+0.28 

» 

6552 

+0.85 

» 

6579 

+0.16 

» 

6595 

+  1.09 

» 

6624 

-0.01 

» 

6928 

-0.28 

•0?24 
0.04 
0.14 
0.23 
0.00 
0.11 
•0.03 
0.26 
0.20 

0.21 
0.27 
0.25 
0.16 
0.20 
0.12 


+0.47 
+0.57 
+0.01 
+0.50 
-0.07 
+0.20 
-0.15 
—0.43 
+0.72 
+0.27 
+0.05 
-0.25 

+0.54 
+0.31 
+0.86 
—0.08 
-0.13 
-0.12 


4865 


Mai  27. 


August  6 


» 


Sterne 

B  — W 

B.  A.  G. 

4905 

+0Ü58 

» 

4937 

+0.37 

» 

4952 

+0.13 

» 

4974 

+0.16 

6. 

B.  A.  C. 

6073 

+0.36 

» 

6109 

+0.12 

» 

6143 

+0.49 

» 

6952 

+0.32 

» 

6996 

+0.18 

» 

7014 

+0.13 

» 

7046 

+0.20 

7. 

B.  A.  C. 

5621 

+0.23 

» 

5644 

+0.08 

» 

5692 

+0.58 

» 

6379 

+0.79 

» 

6428 

+0.10 

» 

6451 

+0.81 

» 

6475 

+0.13 

» 

6552 

+0.68 

» 

6579 

+0.23 

» 

6595 

+0.32 

» 

6624 

+0.27 

8. 

B.  A.  G. 

6379 

+  1.16 

» 

6428 

+  0.25 

» 

6451 

+1.08 

w 

6475 

+  1.00 

» 

6624 

+0.25 

» 

6679 

+0.08 

» 

6717 

+0.03 

» 

6729 

+0.87 

» 

6745 

+0.23 

9. 

B.  A.  C. 

6013 

+0.33 

» 

6056 

+0.09 

» 

6073 

+0.47 

» 

6109 

0.00 

» 

6143 

+1.05 

» 

6729 

—0.09 

i> 

7301 

+0.35 

i 

» 

7318 

—0.32 

» 

7345 

+0.31 

n 

7372 

—0.06 
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Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

1865 

Sterne 

B  — W 

4865 

Sterne 

B— W 

August  9. 

B.  A.  C.  6952 

— 0?42     I;  August  9. 

B.  A.  C.  7421 

+0H6 

»       6996 

+0.07     ii 

»       7448 

+0.47 

»        7014 

0.00     i, 

»       7480 

+0.65 

»       7137 

—  0.20     ,. 

»       7512 

+0.91 

»       7198 

+0.42 

. 

»       7233 

+0.13     1 

»     11. 

B.  A.  C.  6552 

-0.71      |        »     11. 

E.  A.  C.  5802 

+0.71 

»       6579 

-0.13 

)>       5841 

+0.95 

»       6595 

—  0.50     ! 

»       5871 

+0.52 

»       6624 

+  0.03     ! 

)>       5894 

+1.29 

y>       6679 

0.00 

)>       5911 

+0.45 

»       6717 

—0.22                                   »       6073 

+0.83 

»       6729 

—0.38     , 

»       6109 

+0.45 

»       6745 

—  0.33     i                              »       6143 

+0.70 

i 

»       6895 

+0.50 

i. 

»       6928 

+0.45 

/ 

t 

»       6952 
»        6996 

-0.42 
-0.17 

I         »       7014 

—0.57 

i                              »       7046 

—0.06 

»       7085 

—0.06 

;;                  »     7107 

—0.46 

i 

i 

»       7137 

-0.42 

Die  daraus  abgeleiteten  Tagesmittel  in  der  folgenden  Tabelle 
weichen  stark  von  einander  ab,  so  dass  die  Sicherheit  dieser  Be- 
stimmung sehr  gering  ist,  was  theilweise  darin  seinen  Grund  hat, 
dass  die  ganze  Unsicherheit  der  Instrumentalfehler  in  den  Werthen 
enthalten  ist.     Es  hat  sich  gefunden: 

Tagesmittel  der  persönlichen  Gleichung  aus  vollständigen 

Durchgängen  von  Sternen. 


Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

1865 

B  — W 

Zahl 
der  Sterne 

4865 

B  — W 

Zahl 
der  Sterne 

Mai      22. 

—  0^091 

8 

Mai      22. 

—  0H08 

13 

»        23. 

+0.076 

13 

»        23. 

—0.083 

10 

»        26. 

—0.183 

10 

»        26. 

+0.204 

13 

»        27. 

—0.132 

9 

»        27. 

+0.310 

4 

August  6. 

+0.108 

6 

August  6. 

+0.257 

7 

»       7. 

+0.158 

12 

»       7. 

+0.384 

41 

»       8. 

+0.230 

6 

»       8. 

+0.550 

9 

»       9. 

+0.226 

16 

»       9. 

+0.330 

14 

»     11. 

-0.280 

8 

»     11. 

+0.276 

17 
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Theilt  man  diese  Tagesmittel  in  zwei  Perioden  und  gibt  jedem 
Tage  gleiches  Gewicht,  so  erhält  man 


1 

Kreis  West. 

Kreis  Ost. 

4865 

B— W 

Zahl  der 
Sterne 

• 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

4865 

B  — W 

'Zahl  der 
1  Sterne 

Wahrsch.  F. 
des  Mittels 

Mai  22—27. 
Aug.  6—14. 

— 0?083 
+0.088 

40 
48 

+0?038 
+0.064 

Mai  22—27. 
Aug.  6 — \  1 . 

+0?006 
+0.359 

40 
58 

+0M07 
+0.036 

welche  Werthe  die  schon  oben  gefundene  starke  Aenderung  der 
persönlichen  Gleichung  und  eine  beträchtliche  Differenz  zwischen 
Kreis  Ost  und  West  constatiren.     Das  Endresultat  ist: 


B  — W. 


Kreis  West 
Ost 


» 


0U)03  +  0?036 
0.182  ±0.056 


Mittel 


=  +■  0H)92  +  0?030 


Da  bei  der  Längenbestimmung  Berlin-Wien  nur  die  erste  Me- 
thode angewandt  ist,  bei  der  Längenbestimmung  Leipzig -Berlin  die 
Beobachter  wechselten,  schien  es  der  Conformität  wegen  nicht  rath- 
sara,  diese  letzten  Werthe  mit  in  Betracht  zu  ziehen.  Es  wurde 
daher  angenommen  als  Endwerthe  für  die  persönliche  Gleichung  aus 
gemeinschaftlich  beobachteten  Sterndurchgängen,  mit  Berücksichtigung 
der  Gewichte  nach  der  Anzahl  der  Sterne  (pag.  256) : 


Bw  —  Ww  Kreis  West 
Bo  —  Wo   Kreis  Ost 


0!040 
0.089 


0?014 
0.015 


Mittel  i(Bw— Ww)  -H  i(Bo— Wo)  =  +  0?065  +  0H)10 


VI.  Ableitung  der  Endresultate. 

Die  aus  den  Beobachtungen  erhaltenen  Längendifferenzen  sind 
zunächst  nach  Kreislagen  für  jeden  Tag  zu  Mittelwerthen  vereinigt, 
und  bezeichnet  man  die  absoluten  persönlichen  Fehler  der  Herren 
Bruhns  und  Weiss  in  der  West-  und  in  der  Ostlage  des  Instru- 
ments mit  Bw,  Bo,  Ww,  Wo,  so  erhält  man  folgende  Uebersicht: 
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Kreislage 


in  Leipzig 


Juni  29. 


Juli     4 


»        6. 


»      44. 


»      45. 


»      4  6. 


»      47. 


48. 


«      49. 


West 
Ost 

West 
Ost 

Ost 
West 
Ost 
West 

West 

Ost 

West 

Ost 
West 
Ost 
West 

West 
Ost 
West 
Ost 

West 
Ost 
Ost 
West 

West 
Ost 
West 
Ost 

Ost 

West 

Ost 


in  Wien 


Längendifferenz 


West 
Ost 

West 
Ost 

Ost 
West 
Ost 
West 

West 

Ost 

West 

Ost 
West 
Ost 
West 

West 
Ost 
West 
Ost 

Ost 
West 
Ost 
West 

West 
Ost 
West 
Ost 

Ost 

West 

Ost 


46™  2?650 
2.300 

4  6  2.394 
2.207 

46  2.462 
2.384 
2.488 
2.303 

46  2.470 
2.340 
2.240 

46  2.455 
2.387 
2.377 
2.425 

46  2.320 
2.267 
2.475 
2.495 

46  2.242 
2.288 
2.236 
2.252 

46  2.350 
2.443 
2.486 
2.347 

46  2.272 
2.448 
2.274 


+•  j(Ww 

4-  *(Wo- 

*-  f(Ww. 

4-  |(Wo- 

+  *{Wo- 

+.  f  (Ww 

+  *(Ww. 

+.  {(Ww 

+■  i(Wo- 

+.   ffWw 


-Bw) 

Bo) 

-Bw) 

Bo) 

Bo) 
-Bw) 
Bo) 
-Bw) 

-Bw) 

Bo) 
-Bw) 


.  f(Wo-Bo) 
||(Ww— Bw) 
.  |(Wo-Bo) 

.  |(Ww-Bw) 

.  j(Ww  — Bw) 
.  |fWo-Bo) 
ff(Ww-Bw) 

■  f(Wo-Bo) 

.  l(Wo-Bw) 
.j£(Ww-Bo) 
H(\V0*-Bo) 
.  |(Ww— Bw) 

|(Ww— Bw) 
.  f(Wo-Bo) 
.  |(Ww-Bw) 

■  |iWo-Bo) 

.  |(Wo-Bo) 

.|j(Ww-Bvv) 

■«(Wo-Bo) 


Zahl 
der  Sterne 


8 
6 

4 

8 

44 

6 

4 
5 
2 

2 

40 

9 

6 

3 

9 

44 

6 

4 
40 
44 

5 

2 
8 
8 
6 

4 
40 
40 


Die  persönliche  Gleichung  zeigt  sich  in  den  beiden  Kreislagen 
etwas  verschieden.  Bildet  man  W  —  0  so  erhält  man  Juni  29  und 
Juli  17  (die  erste  Hälfte)   ausschliessend : 


W— 0  =  +0H)81 


0?025 


während  derselbe  Werth  bei  der  persönlichen  Gleichung 

W— 0  =  —  (K049  +  0?021 

ist.     Weder  in  den  Collimationsfehlern,   noch  in  den  Fädendistanzen 
ist  ein  Fehler  wahrscheinlich  und  obwohl  obige  Werthe  keine  grosse 
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Sicherheit  haben,  zeugen  sie  doch  von  der  grossen  Veränderlichkeit 
der  persönlichen  Gleichung  zu  verschiedenen  Zeiten. 

Um  nun  etwaige  Fehler  in  den  Collimationen  und  den  Faden- 
distanzen zu  eiiininiren,  schien  es  am  vortheilhaftesten ,  aus  je  zwei 
Kreislagen  immer  die  Mittel  zu  nehmen  und  die  persönliche  Glei- 
chung zum  Schlüsse  anzubringen. 

Der  Fall,  dass  in  Leipzig  in  einer  andern  Kreislage  als  in  Wien 
beobachtet  wurde,  kommt  allein  am  17.  Juni  vor,  während  an  den 
andern  Tagen  immer  in  identischen  Kreislagen  beobachtet  ist.  Für 
diesen  Fall  ist  auch  einfach  das  Mittel  genommen.    In  der  folgenden 


Tabelle  ist  das  Gewicht  nach  der  Formel 


Aab 


wo    a    die    Anzahl 


der  Sterne  in  der  einen  Kreislage,   b  die  Anzahl  der  Sterne  in  der 
andern  Kreislage  bedeutet.     Man  erhält 


4865 


Juni  29. 

Juli  4. 

»  6. 

»  44. 

»  45. 

»  46. 

»  47. 

»  48. 

»  49. 


Längendifferenz 


Gewicht 


I6m2?475 
2.250 
2.258 
2.333 
2.444 
2.34  4 
2.254 
2.406 
2.345 


i(Ww- 

A(Ww- 

«(Wo 

A(Ww. 

«(Wo  - 

«(Ww. 

«(Ww 
«(Ww 

«(Ww- 


Bw) 

•Bw) 

Bo) 

■Bw) 

Bo) 

•Bw) 

•Bw) 

•Bw) 

Bw) 


A(Wo. 

A(Wo 

«(Ww 

A(Wo 

«(Ww. 

«(Wo 

«(Wo 

«(Wo 

«(Wo 


Bo) 

-  Bo) 

Bw) 
Bo) 

Bw) 
Bo) 
Bo) 
Bo) 

•  Bo) 


3.5 
43.8 
26.8 
40.9 
26.4 
29.0 
30.0 
23.3 
23.3 


Nimmt  man  dagegen  das  Mittel  nach  der  Anzahl  der  an  jedem 
Abend  beobachteten  Sterne  ohne  Rücksicht  auf  die  Kreislage,  so  hat  man 


4865 

Längendifferenz 

Zahl 
der  Sterne 

Juni  29. 
Juli     4. 

»      6. 

»     44. 

»     45. 

»     46. 

»    47. 

»    48. 

»     49. 

46m  2?282  +.  |(Ww-Bw)  -*-    |(Wo  -  Bo) 
2.3U  +  ^(Ww-Bw)  -*-  X(Wo  -  Bo) 
2.264  -4-  |$(Wo  —  Bo)  +  i|(Ww-Bw) 
2.355  -l-  ^(Ww-Bw)  +  A(Wo  —  Bo) 
2.397  +  «(Wo  -  Bo)  -»-  |j(Ww-Bw) 
2.336  ■+■  «(Ww— Bw)  +  «(Wo  —  Bo) 
2.257+ (^Ww-^Bw)+«(Wo-HBo) 
2.426  +  4f(Ww— Bw)  -4-  «(Wo  -  Bo) 
2.334  +  |-0.(\Vw-Bw)  -4-  «(Wo  -  Bo) 

8 
44 
29 
44 
27 
29 
-    30 
24 
24 

Das  Gesammtmittel  aus  der  ersten  dieser  Tabellen  ist  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gewichte : 
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L  =  16m  2?325  +  AVWw  —  AVBw  -h  tVtWo  —  AVBo. 

Das  Gesamratmittel  aus  der  zweiten  dieser  Tabellen  ist  mit 
Rücksicht  auf  die  Zahl  der  an  jedem  Abend  beobachteten  Sterne: 

L  =  16m  2?329  +VWWw  — -jVrBw  +  fHWo  — fHBo. 

Für  den  wahrscheinlichen  Fehler  der  Längendifferenz  aus 
einem  Stern,  berechnet  aus  den  Abweichungen  der  einzelnen  Sterne 
vom  Tagesmittel,  ergibt  sich  für  beide  Arten  von  Resultaten  nahe 
derselbe  Werth;  mit  Hilfe  der  Tagesmittel  aus  der  zweiten  Tabelle 
erhält  man  an  den  verschiedenen  Tagen: 

■ 

Juni  29.  w.  F.  s=  +  0M32 
Juli 

» 
» 
)> 
» 
» 

i 

)) 
» 

während  aus  den  Abweichungen  der  Resultate  der  einzelnen  Sterne 
vom  Gesammtmittel  sich 

+  0?123 

herausstellt.  Richtiger  wird  es  sein,  wie  bei  der  Längenbestimmung 
Berlin-Wien  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  Endresultats  auf  die 
Abweichungen  der  Tagesmittel  zurückzuführen;  man  erhält  auf  diese 
Weise  den  wahrscheinlichen  Fehler 

eines  Tagesmittels  aus  Tabelle  I.  +  0?055,  aus  Tabelle  II.  +  (M039 
des  Endresultats        »  »         +0.018,      »  »  +0.013 

Um  zu  sehen,  ob  für  verschiedene  Declinationen  die  Längen- 
differenz  verschieden  herauskömmt,  sind  dieselben  einmal  nach  der 
Reihenfolge  der  einzelnen  Sterne,  also  nach  den  Rectascensionen, 
das  andere  Mal  nach  den  Declinationen  geordnet,   zusammengestellt: 


4. 

+  0.122 

6. 

+  0.117 

14. 

±0.123 

15. 

+  0.115 

16. 

+  0.131 

17. 

+  0.089 

18. 

+  0.133 

19. 

+  0.110 
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Sterne 


Längen- 
differenz 


V    1 

«. 

ac  1 

® 

e  , 

«a 

.-ca 

QC 

J3 

JZ    •■ 

es 

i 

N 

° 

Sterne 


Längen- 
differenz 


ä 


o 

u 

Q 


a  Serpentis 

B.  A.  C.  5181* 
»  5244 
•  5245 
»        5271 

6  Ophiuchi 
Radcliffe  3525 
B.  A.  C.  5463 
»        5490 
.    »         5523 


£  Herculis 

B.  A.  C.  5621 
»        5644 
»         5692 

x  Ophiuchi     ' 


16m2!512 
2.090 
2.265 
2.279 
2.332 


16 


16 


2.382 
2.364 
2.377 
2,415 
2.336 


2.294 
2.421 
2.394 
2.335 
2.249 


4 
1 

4 
7 
8 

8 

8 

9 

,  8 

7 


8 

7 
5 
8 

7 


a  Herculis 

B.  A.  C.  5841 
»  5871 
»  5894 
»         5911 

ß  Draconis 

6  Aquilae 

B.  A.  C.  6697 
»  6717 
»  6729 
»    6745 

B.  A.  C.  6928 

»    6952 

a2  Capricorni 

B.  A.  C.  6996 

»    7014 

»    7046 


16m  2*411 
2.283 
2.353 
2.323 
2.402 


16 


16 


7 

7 
6 
7 
6 


2.336 

7 

2.317 

4 

2.282 

5 

2.232 

4 

2.200 

5 

2.302 

5 

2.478 

5 

2.206 

5 

2.137 

6 

2.377 

6 

2.320 

6 

2.315 

6 

I 

Sterne 


j     Decli- 
i     nation 


Längen- 
differenz 


t-  SP 

i 

Q 


5 


Sterne 


Decli- 
nation 


Längen- 
differenz 


0) 

®  5 


a2  Capricorni 
B.  A.  C.  7046 
d  Ophiuchi 
i  Aquilae 
B.  A.  C.  5245 
»  7014 
»  6729 
a  Serpentis 


12°59' 
3  48 


3 
2 
4 
4 
5 
6 


21 
41 
53 
55 
6 
51 


B.  A.  C.  5894 

+  7  43 

»  .    5214 

7  46 

»       5621 

8  50 

x  Ophiuchi 

9  35 

B.  A.  C.  5692 

10  23 

»       5841 

11     1 

6952 

14  17 

»       5490 

14  21 

a  Herculis 

14  33 

46»  SM  37 
2.315 
2.382 
2.317 
2.279 
2.320 
2.200 
2.512 


16 


2.323 
2.265 
2.421 
2.249 
2.335 
2.283 
2.206 
2.415 
2.411 


6 
6 
8 
4 
7 
6 
5 
4 

7 
4 

7 
7 
8 
7 
5 
8 
7 


J  Herculis 
B.  A.  C.  6996 
Radcliffe  3525 
B.  A.  C.  5523 
»  5644 
»  6745 
5271 


» 


31°51' 
40  19 
40  22 
42  11 
42  29 
42  31 
42  50 


161 


B.  A.C.  5871 

+46  23 

r>        5463 

46  38 

»        5911 

48  22 

»        6717 

48  58 

»        5181 

50  52 

»        6697 

51  27 

ß  Draconis 

52  24 

B.  A.  C.  6928 

52  46 

16 


2!294 
2.377 
2.364 
2.336 
2.394 
2.302 
2.332 


2.353 
2.377 
2.402 
2.232 
2.090 
2.282 
2.336 
2.478 


8 
6 

8 
7 
R 
5 
8 


6 
9 
6 
4 
1 
5 
7 
5 


Die   Resultate   dieser   Uebersichten  sind    in   folgenden   Tabellen 


gegeben : 

Abhandle  «I.  K.  S-  (Jesellscb.  d.  Wissensch.  XV. 


18 
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Mittel  der  LängendiTferen  zen   aus  Rectascensions- 

Gruppen. 


Sterne 

Längendifferenz 

Wahrsch. 
Fehler 

Zahl  der 
Durch- 
gänge 

1—   5. 

16m2!325 

±  0!032 

24 

6—40. 

2.376 

±  0.007 

40 

11—15. 

2.334 

±0.020 

35 

16—20. 

2.353 

±0.020 

33 

21—26. 

2.282 

±0.015 

30 

27—32. 

2.303 

±  0.036  . 

34 

Mittel  der  Längendifferenzen  aus  Declinations-Gru  ppen. 


i 

\ 

üSaUon   !  Indifferenz 

Wahrsch. 
Fehler 

Zahl  der 
Durch- 
gänge 

0°    0' 
+11      2 
+  40     3 

+49    22 

16m2!384 
2.334 
2.344 
2.354 

±  0!025 
+  0.015 
±0.011 
±  0.020 

46 
60 
47 
43 

Die  Resultate  in  der  ersten  Tabelle  stimmen  untereinander 
innerhalb  der  wahrscheinlichen  Fehler  genügend  überein,  denn 
obwohl  die  letzten  beiden  Werthe  etwas  geringer  sind  als  die  vor- 
hergehenden, ist  doch  die  Abweichung  zu  unbedeutend,  um  defini- 
tiv einer  Ermüdung  oder  einer  Veränderung  der  persönlichen  Glei- 
chung zugeschrieben  werden  zu  können. 

Nach  den  Resultaten  der  letzten  Tabelle  scheint  es  wirklich, 
als  wrenn  die  Längendifferenz  aus  den  Sternen  in  der  Nähe  des 
Zeniths  etwas  grösser  wäre,  wie  aus  den  Sternen  in  der  Nähe  des 
Aequators.  In  der  persönlichen  Gleichung  hat  sich  etwas  ähnliches 
bei  Kreislage  West,  bei  Kreislage  Ost  jedoch  das  Gegentheil  gezeigt. 
Die  hier  vorhandene  Differenz,  welche  nur  wenig  die  wahrschein- 
lichen Fehler  überschreitet,  ist  wohl  mehr  eine  zufällige  als  eine 
reelle  zu  nennen.  Es  scheint  mir  daher  das  Beste ,  als  Generalmittel 
für  die  Längendifferenz  anzunehmen: 
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L  =  I6m  2*327  {+  0.485  Ww  —  0.37  Bw  -f-  0.515  Wo  —  0.53  Bo} 

+  0?012 

Bringt  man  hieran  die  persönliche  Gleichung 

i   Ww  —  Bw)  -hi(Bo  — Bw)  =  —  0*065 

an,  so  erhält  man 

L0  =  16*2*262  +  0*015. 

In  Leipzig  wurde  im  Meridianzimmer  auf  einem  Pfeiler  beob- 
achtet, der  vom  Centrum  des  grossen  Hauptpfeilers  10.4  Meter 
westlich  sich  befindet,  weshalb  an  die  Längendifferenz  eine  Re- 
duction  von 

—  0*036 

anzubringen  ist.  Die  Beobachtungen  auf  dem  Laaer  Berge  bei 
Wien  sind  nach  den  Angaben  des  Herrn  Director  von  Littrow 
s.  Längenbestimmung  Berlin  —  Wien  pag.  47)  4*563  östlicher  an- 
gestellt, als  wenn  sie  am  Meridiankreise  der  Wiener  Sternwarte 
gemacht  wären,  sodass  also  als  Reduction  an  den  oben  gegebenen 
Werth  der  Längendifferenz  noch 

—  4*599 

angebracht  werden  muss.     Es  ist  daher: 

C  entmin  der  Leipziger  Sternwarte  westlich  vom  Meridian- 
kreis der  Wiener  Sternwarte 

15m  57^63  ±  <W>15. 

Da  zwischen  Leipzig  und  Berlin  im  April  1864  die  Längen- 
differenz zu  4m  0*895  +  0*020  ermittelt  wurde,  ferner  die  Längen- 
bestimmung Berlin  — Wien  im  Jahre  1865  I  lm  56?781  +  0?01 65 
ergeben  hat,  sollte  jetzt  zwischen  Leipzig  und  Wien  die  Längen- 
differenz 15m  57*676  +  0*026  betragen.  Der  oben  erhaltene  Werth 
ist  nur  um  0*013  kleiner  und  die  Differenz  liegt  vollständig  inner- 
halb der  wahrscheinlichen  Fehler.  Obwohl  bei  der  hier  vorliegenden 
Längendifferenz  der  wahrscheinliche  Fehler  der  kleinste  von  allen 
ist,  möchte  ich  doch   wegen  der  Aenderung   der   persönlichen  Glei- 
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chung  dieser  Längenbestimmung  kein  grösseres  Gewicht  zuschreiben, 
als  den  anderen. 

Um  nun  das  Dreieck  Berlin -Wien -Leipzig  in  Bezug  auf  die 
Längendifferenz  vollständig  abzuschliessen ,  scheint  es  mir  am  ange- 
messensten, die  übrig  bleibenden  Fehler  gleichmässig  zu  vertheilen, 
so  dass  man  annehmen  kann: 

Längendifferenz  Leipzig  —  Berlin  =    4m    0?89  +  0!02 

Berlin  — Wien     =11     36.78+0.02 
Leipzig  — Wien  =  13    37.67  +  0.02 


Berichtigungen. 

pag.  218  Zeile  2  v.  o.  statt     4  7*0  jies     1  6^0 
»       »         »     6     »       »        4  9.7     »       4  7.0 
»       »         »6  v.  u.  y>  — 0.414  »  +0.4  4  4 
»        »  »     2      »       »   —0.002  »  4-0.002 

»       »         »     4      »       »   —0.002  »  +0.002 
»247       »     4     »       »  Kr.  Ost     »  Kr.  West. 
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Heber  die  thermoelektrische  Erregung  des  Schwerspathes  lagen 
bis  jetzt  nur  äusserst  geringe  Andeutungen  vor.  Wahrgenommen 
überhaupt  wurde  sie  zuerst  1824  von  Brewster,  dessen  ganze  Mit- 
theilung darüber  sich  jedoch  auf  die  blosse  Einreihung  des  Namens 
jenes  Minerales  in  das  Verzeichniss  der  thermoelektrischen  Krystalle 
beschränkt.  *) 

Im  Jahre  4843  haben  sodann  Riess  und  G.  Rose  den  Schwer- 
spath  von  Neuem  auf  sein  elektrisches  Verhalten  geprüft,  und  be- 
richten über  ihre  Versuche  Folgendes:**)  „Es  wurden  zwei  Exem- 
plare nach  Erwärmung  bis  180°  untersucht.  Es  zeigte  sich  bei  der 
Abkühlung  deutliche  positive  Elektricität ,  und  zwar  .  an  dem  einen 
Krystall  am  stärksten  am  verbrochenen  Ende,  dicht  unter  der  Ab- 
stumpfung der  stumpfen  Seitenkante.  Negative  Elektricität  ist  nicht 
bemerkt  worden." 

Seit  einer  Reihe  von  Jahren  habe  ich  mich  mit  der  Unter- 
suchung der  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Schwerspathes 
beschäftigt  und  zur  sicheren  Feststellung  derselben  mehr  als  andert- 
halbhundert Krystalle  der  verschiedensten  Fundorte  geprüft.  In  der 
nachstehenden  Abhandlung  werde  ich  die  Resultate  jener  Versuche,  so 
weit  sie  mir  zu  einer  vollständigen  Einsicht  in  die  thermoelektrischen 
Vorgänge  auf  den  Schwerspathkrystallen  noth wendig  erscheinen,  in 
möglichst  kurzer  und  übersichtlicher  Weise  darlegen. 

Ein  besonderes  Interesse  erhält  die  Untersuchung  des  Schwer- 
spathes durch  den  Umstand,  dass  die  Art  des  Wachsthumes  seiner 


*)  The  Edinb.  Journal  of  Science,  conducted  by  David  Brewster,  Heft  2; 
übersetzt  im  Jahrbuch  der  Chemie  und  Physik  von  Schweigger  4  825,  Bd.  43,  S.  94. 

**)  Ueber  die  Pyroelektricität  der  Mineralien  von  Riess  und  G.  Rose.  Ab- 
handlungen der  Akad.  der  Wissensch.  zu  Berlin  1  843  ;   physik.  Abth.  S.  96. 

\9* 
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Krystalle  sehr  verschieden  ist  und  dass  die  äussere  Form  derselben 
theils  durch  das  Auftreten  verschiedener  Gestalten,  theils  durch  die 
mehr  oder  minder  grosse  Ausdehnung,  in  welcher  die  Flächen  der 
einzelnen  Gestalten  erscheinen,  in  beträchtlicher  Weise  variirt,  sodass 
die  Gelegenheit  geboten  wird,  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen  den 
Einfluss  der  Art  des  Wachsens  sowie  der  Gestaltänderung  auf  die 
thermoelektrische  Erregung  zu  verfolgen. 

In  Betreff  der  Intensität  der  elektrischen  Erregung  stehen  die 
meisten  Schwerspathkrystalle  mit  den  sächsischen  und  sibirischen 
Topasen  auf  gleicher  Höhe,  während  andererseits  die  Krystalle 
gewisser  Fundorte  selbst  die  hohe  Spannung  der  brasilianischen 
Topase  erreichen.  Efr  konnte  deshalb  das  zum  Nachweise  der  elek- 
trischen Vorgänge  beim  Topase*)  (und  ebenso  früher  beim  Berg- 
krystalle**)  benutzte  Verfahren  auf  die  analoge  Prüfung  des  Schwer- 
spathes  angewendet  werden.  Der  Mittheilung  der  auf  diese  Weise 
gewonnenen  Resultate  müssen  jedoch  einige  Erörterungen  über  die 
Krystallisationsverhältnisse  des  Schwerspathes  vorausgehen. 

I.   Krystallisationsverhältnisse  des  Schwerspathes. 

1.    Stellung  und  Grundgestalt. 

Die  Schwerspathkrystalle  sind  von  den  Mineralogen  in  so  ver- 
schiedener Weise  gedeutet  und  gestellt  worden,  dass  jede  der  drei 
nachher  zu  erwähnenden  Axen  als  sogenannte  Hauptaxe  betrachtet 
worden  ist.  Ich  glaube  indess ,  dass  in  Anbetracht  der  Structur- 
verhältnisse  dieses  Minerales  die  Wahl  der  Hauptaxe  in  Bezug  auf 
ihre  Richtung  nicht  zweifelhaft  sein  kann,  selbst  wenn  man  über 
die  ihr  im  Verhältniss  zu  den  Diagonalen  der  Basis  zu  ertheilende 
Länge  schwankend  sein  sollte. 

Man  hat  im  rhombischen  Systeme  diejenige  Ave  zur  verticalen 
oder  sogenannten  Hauptaxe  zu  wählen,  um  welche  sich  die  ver- 
schiedenen Durchgangs-  und  Krystallflächen  am  besten  symmetrisch 
gruppiren.  Die  Seh werspathkrj  stalle  zeigen  nun  zwei  gut  ent- 
wickelte   und   sich    unter   einem    Winkel    von    101°  40'    schneidende 


i    Wr^l.  diese»  Ahli»ii<lluti^<»it  Bei.  XIV.  S.  Ml. 


•M    KbtMidaseifcl  Bd.  XIII.  S.  34 J. 
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Spaltungsrichtungen  oder  Durchgänge,  die  wieder  von  einer  noch  voll- 
kommeneren Spaltungsrichtung  senkrecht  geschnitten  werden.  Diese 
Durchgänge  liegen  gegen  die  Hauptaxe  nur  dann  symmetrisch,  wenn 
wir  die  Richtung  der  Hauptaxe  gegen  den  vollkommensten  Durch- 
gang senkrecht,  oder  mit  den  Durchschnittslinien  der  beiden  gleich- 
wertigen Durchgänge  parallel  nehmen. 

Da  ferner  an  den  meisten  Krystallen  mit  allen  drei  Spaltungs- 
richtungen parallele  Flächen  auftreten,  ja  die  einfachste  vorkommende 
Gestalt  überhaupt  nur  von  den  mit  jenen  Durchgängen  parallelen 
Flächen  gebildet  wird,  so  ist  es  am  naturgemässesten,  das  verticale 
Prisma  von  101°  40'  als  das  Hauptprisma  ooP  aufzufassen. 

In  dieser  Weise  sollen  nun  im  Folgenden  die  Krystalle  des 
Schvverspathes  stets  betrachtet  werden:  während  die  verticale  oder 
Hauptaxe  also  mit  den  Kanten  des  letztgenannten  Prismas  parallel 
geht,  liegt  die  sogenannte  Braohy  diagonale  in  der  Richtung  der 
kurzen,  die  Makrodiagonale  in  der  Richtung  der  langen  Diagonale 
des  rhombischen  Querschnittes  jenes  Prismas  ooP. 

Das  zuvor  festgestellte  Verhältniss  der  beiden  Diagonalen  der 
Basis  (I  :  1,2276)  ergibt  sich  als  nothwendige  Folge  der  Structur  des 
Schwerspathes ;  dagegen  bleibt  die  Annahme  des  Längen  Verhältnisses 
(fer  Hauptaxe  zu  den  Diagonalen  der  Basis ,  wenigstens  innerhalb 
gewisser  Grenzen,  unserer  Willkühr  überlassen.  Es  scheint  am  zweck- 
mässigsten  von  dem  Brachydoma  mit  einem  Winkel  von  74°  38'  an 
den  Enden  der  Hauptaxe,  dessen  Flächen  bei  fast  allen  Schwer- 
späthen  vorkommen  und  bei  den  Krystallen  aus  der  Auvergne  und 
von  Dufton  eine  sehr  beträchtliche  Ausdehnung  gewinnen,  auszu- 
gehen. Betrachten  wir  dasselbe  als  der  Gestalt  Poo  angehörig,  so 
ergibt  sich  aus  den  Längen  der  Diagonalen  seines  verticalen  Quer- 
schnittes unmittelbar  das  Verhältniss  der  Hauptaxe  zur  Makrodiagonale. 
Bezeichnet  a  die  Hauptaxe,  b  die  Brachy-,  und  c  die  Makro- 
diagonale, so  erhalten  wir  das  Verhältniss  der  drei  Axen,  wie  es  der 
Bezeichnung  der  Krystaliformen  im  Nachfolgenden  zu  Grunde  liegt: 

a:  b  :  c=  1  :  0,6210  :  0,7622.*) 

*)  Fast  mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  wir  das  Brachydoma  von  74°  38' 
als  Poo  gewählt  haben,  um  das  Verhältniss  der  Hauptaxe  zu  den  Diagonalen  der 
Basis  zu  bestimmen,  könnten  wir  von  dem  gleichfalls  an  fast  allen  Krystallen  auf- 
tretenden Makrodoma  mit  einem  Winkel  von  1 02°  1 6'  an  den  Enden  der  Hauptaxe 
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Die  relativen  Dimensionen,  in  welchen  die  verschiedenen  Schwer- 
spathkrystalle  nach  den  Richtungen  der  drei  Axen  entwickelt  sind, 
variiren  gar  sehr;  die  Individuen  erscheinen  bald  mehr  Säulen-,  bald 
mehr  plattenförmig.  Bei  den  säulenförmigen  Schwersp&then  tritt  die 
Hauptaxe  niemals  als  Axe  der  Säule  auf,  während  bald  die  Makro-, 
bald  die  Brachydiagonale  als  solche  erscheint,  und  bei  den  platten- 
förmigen  Krystallen  zeigt  die  Hauptaxe  stets  die  geringste  Ausdeh- 
nung, steht  also  auf  der  Ebene  der  Platten  senkrecht. 

Das  eben  angegebene  Verhalten  hängt  mit  dem  Umstände  zu- 
sammen, dass  die  Schwerspathkryslalle  wohl  niemals  mit  einem  Ende 
.ihrer  Hauptaxe,  sondern  stets  mit  dem  einen  Ende  einer  der  beiden 
anderen  Axen  (oder  vielleicht  auch  einer  zwischen  ihnen  liegenden 
Richtung)  angewachsen  sind  und  von  hieraus  sich  weiter  entwickelt 
haben. 

Die  Art  des  Anwachsens  ist  übrigens  für  die  gleichgestalteten 
Krystalle  desselben  Fundortes  eine  ziemlich  bestimmte.  So  erscheinen 
mit  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  aufgewachsen  die  Krystalle 
aus  der  Auvergne,  von  Dufton,  von  Freiberg  u.  A.,  während  von  einem 
Endpunkte  der  Makrodiagonale  ihre  Entwickelung  begonnen  haben  die 
Krystalle  von  Przibram  (wenigstens  die  Mehrzahl),  Horzowitz,  Rttn- 
derroth,  Bräunsdorf,  Brand,  Marienberg  u.  A. 

Die  Rücksicht  auf  die  Art  der  Entwickelung  oder  des  Wachs- 
thums,  deren  Einfluss  auch  auf  die  elektrischen  Verhältnisse  später 
als  sehr  maassgebend  sich  herausstellen  wird,  ist  es  wohl  gewesen, 
welche  mehrere  Mineralogen  veranlasst  hat,  den  Schwerspathkrystallen 
eine  andere  als  die  oben  von  mir  gewählte  Stellung  zu  geben,  so 
dass  einige  die  zuvor  als  Makrodiagonale,  andere  die  als  Brachy- 
diagonale bezeichnete  Axe  zur  verticalen  oder  Hauptaxe  genommen 
haben.  #) 


(das  nach  der  oben  getroffenen  Wahl  das  Zeichen  -^Poo  erhält,)  ausgehen  und  das- 
selbe als  Poo  auffassen ;  es  würde  dies  zur  Annahme  einer  nur  halb  so  langen  Haupt- 
axe, als  oben  angegeben,  führen;   es  wäre  dann  a  :  b  :  c  =  \  :  4,3408  :  4,5232. 

*)  Mit  den  elektrischen  Erscheinungen  würde  es  sich  sehr  gut  vertragen,  wenn 
man  die  Schwerspathkrystalle  je  nach  der  Art  ihres  Wachsthums  auf  zwei  verschie- 
dene Weisen  stellte;  nur  dürfte  dann  die  Gonsequenz  erfordern,  für  die  Krystalle 
jeder  der  beiden  Abtheilungen  eine  besondere  Grundgestalt  anzunehmen. 
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2.    Krystallgestalten. 

« 

An   den  Krystallen   des  Schwerspathes  sind   bis  jetzt   folgende 
Gesta Iten  beobachtet  worden: 
\)     Grundpyramide:  P. 
%)     Pyramiden  der  Hauptreihe:  £P,  £P,  ^P,  £P,  £P,  \V. 

3)  B rachy diagonale  Pyramiden:  P2. 

4)  IVIakrodiagonale  Pyramiden:  P2,  fP2. 

5)  Hauptprisma:  ooP. 

6)  B  rachy  diagonale  verticale  Prismen:  ooßf,  ooP2,  ooP3. 

1}     Makrodiagonale  verticale  Prismen:  ooPf,  <x>P2,  ooP3,  ooP4. 
8)     Brachydiagonale  horizontale  Prismen  oder  Brachydomen:  ^Poo, 

^Poo,  Poo,  2foo. 
^)    Makrodiagonale  horizontale  Prismen  oder  Makrodomen:   £Poo, 

£Poo,  ±Poo,  ±Poo,  Poo,  fPoo. 
W)  Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  OP. 
\\)  Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Makrodiagonale  oopoo. 
12;  Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Brachydiagonale  ooPoo. 

3.    Durchgänge. 

Ausser  den  oben  erwähnten  drei  vollkommenen  Durchgängen 
parallel  mit  OP  und  ooP  existirt  in  den  Schwerspathkrystallen  eine 
weniger  vollkommene  Spaltbarkeit  parallel  oo  P  oo ,  die  jedoch  in 
einzelnen  Fällen  sehr  deutlich  ist;  in  noch  geringerem  Grade  tritt 
ein  Durchgang  parallel  ooPoo  auf. 

4.    Optische  Axen. 

Die  optischen  Axen  der  Schwerspathkrystalle  liegen  im  brachyr 
diagonalen  Hauptschnitte;  die  Brachydiagonale  ist  die  Axe  der 
grössten  Elasticität  und  mit  ihr  bilden  die  optischen  Axen  einen 
Winkel  von  ungefähr  38°. 

5.   Hemimorphismus. 

Bereits  in  meiner  letzten  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen 
Eigenschaften  des  Topases*)  habe  ich  erwähnt,  dass  beim  Schwer- 


*)  Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV.  S.  372. 
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spathe  ebenso  wie  beim  Topase1  scheinbar  hemimorphische  Bildungen 
vorkommen,  und  es  ist  eine  derartige  an  einem  Duftoner  Krystalle 
beobachtete  Gestaltung  vor  Kurzem  auch  schon  von  Reuss*)  be- 
schrieben worden. 

Der  von  Reuss  beobachtete,  etwa  drei  Zoll  lange,  lichtgraue, 
säulenförmige  Kryslall  war  parallel  der  Brachydiagonale  von  den 
Flächen  OP  und  Poo,  sowie  auf  der  einen  Seite  von  einer  sehr 
unebenen,  gleichsam  gekerbten  Fläche  00P00  begrenzt;  auf  der 
anderen  Seit«  fehlte  die  entsprechende  Fläche.  An  dem  einen  Ende 
der  Brachydiagonale  trug  er,  sehr  unsymmetrisch  ausgebildet,  die 
Flächen  P  oo  und  \  P  oo,  nebst  Flächen  von  oo  P ;  ausserdem  zeigten 
sich  auf  einer  Seite  noch  Spuren  der  Flächen  J  P.  Am  andern  Ende 
dagegen  wurde  die  Fläche  00P00,  sowie  die  Flächen  ooP,  ooP2 
und  ooP3  in  mehrfacher  oscillatorischer  Wiederholung  beobachtet. 

Mir  selbst  liegen  sieben  Krystalle,  drei  von  Dufton  und  vier 
aus  der  Auvergne  vor,  an  denen  das  eine  Ende  der  Brachydiagonale 
eine  andere  Bildung  zeigt,  als  das  gegenüberliegende.  Fünf  der- 
selben sind  auf  den  beifolgenden  Tafeln  abgebildet  worden. 

Der  erste  Krystall  von  Dufton  (Taf.  III.  Fig.  46  stellt  ihn  in 
halber  linearer  Grösse  dar)  von  mehr  weisslicher  als  graulicher 
Farbe,  7  Centimeter  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  messend, 
gleicht  sehr  dem  von  Reuss  beschriebenen.  Parallel  mit  der  Brachy- 
diagonale wird  er,  wie  jener,  von  den  Flächen  OP,  Poo  und  einer 
gleichsam  gekerbten  Fläche  ooPoo,  die  ebenfalls  nur  auf  der  einen 
Seite  (in  der  Zeichnung  A  auf  der  rechten)  sich  zeigt,  begrenzt. 
An  dem  einen  Ende  der  Brachydiagonale  finden  sich  die  Flächen 
Poo,  £Poo  und  ^Poo  (letztere  Gestalt  jedoch  nur  mit  einer  Fläche 
auf  der  oberen  Seite),  sowie  massig  grosse  Flächen  von  ooP,  die 
auch  in  der  Mitte  der  von  Poo  gebildeten  horizontalen  Kante  noch- 
mals einen  einspringenden  Winkel  bilden;  **)•  dagegen  wird  das 
andere  Ende  vorzugsweise  von  den  etwas  mangelhaft  und  sehr 
ungleich ***)  entwickelten  Flächen  ooP  gebildet,  auf  denen   oscilla- 


*)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akad.  Bd.  59.1869  (Aprilheft). 

**)   Diese  Einkerbung  der  horizontalen  Kante  kommt   bei  den  Duftoner  Kry- 
stallen  Öfter  vor. 

***)  Die  eine  der  Flächen  ooP   an  diesem  zweiten  Ende  der  Brachydiagonale 
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torisch  kleine  Flächen  von  ooP2  und  ooP3  sich  zeigen;  auch  erscheint 
an  diesem  zweiten  Ende  auf  den  vorspringenden  Leisten  wiederholt 
die  Fläche  ooPoo.  Während  das  erste  Ende  zu  einer  horizontalen 
Kante  zugeschärft  ist,  läuft  das  zweite  in  eine  verticale  Kante  aus* 

Der  zweite  Krystall  von  Dufton  (Taf.  HL  Fig.  45  in  natürlicher 
Grösse  abgebildet)  gleicht  im  Allgemeinen  dem  vorhergehenden;  doch 
ist  er  kleiner,  seine  Ausdehnung  in  der  Brachydiagonale  beträgt  nur 
i  Centimeter.  An  dem  einen  zu  einer  horizontalen  Kante  zuge- 
schärften Ende  der  Brachydiagonale  liegen  die  Flächen  Poo,  ^Poo 
und  oo P;  jedoch  erscheint  von  Poo  nur  eine  Fläche  auf  der  in  der 
Projection  A  dargestellten  Seite,  und  besitzen  die  Flächen  ooP  sehr 
ungleiche  Grössen.  Das  andere  Ende  der  Brachydiagonale  endigt 
infolge  seiner  Begrenzung  durch  eine  grosse  und  eine  kleine  Fläche 
von  ooP,  auf  denen  wiederholt  sehr  kleine  Flächen  von  ooPf  und 
ooPoo  auftreten,  in  einer  verticalen  Kante.  Die  bei  dem  vorher- 
gehenden  Krystalle  beschriebene  gekerbte  Fläche  ooPoo  zeigt  sich 
nur  auf  dem  der  grossen  Fläche  ooP  (am  zweiten  Ende)  benach- 
barten Theile  der  horizontalen  makrodiagonalen  Seitenkante. 

Der  dritte  Krystall  von  Dufton  (Taf.  III.  Fig.  17  in  halber  linearer 
Grösse  abgebildet)  misst  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  mehr 
als  8  Centimeter  und  ist  rauchgrau  von  Farbe.  Parallel  mit  der 
Brachydiagonale  wird  er  nur  von  den  Flächen  OP  und  Poo  begrenzt. 
An  dem  einen  in  eine  horizontale  Schneide  auslaufenden  Ende  der 
Brachydiagonale  finden  sich  grosse  Flächen  von  J^Poo  nebst  einer 
mangelhaft  gebildeten  Fläche  Poo;  ferner  kleine  Flächen  ooP  und 
an  verschiedenen  Stellen  noch  kleinere  Flächen  von  P  und  ooPoo. 
Das  andere  Ende  der  Brachydiagonale  erhält  durch  eine  grosse  Fläche 
coP;  eine  massig  grosse  Fläche  £Poo  auf  der  oberen  Seite  und 
durch  eine  mangelhafte  Ausbildung  auf  der  unteren  Seite  mehr  die 
Gestalt  einer  Spitze;  es  finden  sich  an  ihm  ausserdem  noch  Flächen 
von  £P,  P,  ooP2  und  ooPoo. 

Bei  den  Auvergner  Krystallen  zeigt  sich  die  verschiedene  Aus- 
bildung der  beiden  Enden  der  Brachydiagonale  gewöhnlich  darin, 
dass,  während  das   eine  Ende   derselben  durch  die  Flächen  £Poo 


misst  nach  der  horizontalen  Richtung  in  grösster  Breite  36™*,  die  andere  nur  8mm, 
und  zwar  liegt  die  grössere  Fläche  auf  der  Seite,  wo  sich  die  gekerbte  Flache 
oo^oo  findet. 
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zu  einer  scharfen  Schneide  ausgebildet  ist,  am  anderen  Ende  ausser 
£Poo  noch  die  Flächen  von  Poo  und  öfter  auch  die  Flächen  ooP 
erscheinen;*)  dabei  sind  bisweilen  die  Flächen  des  zweiten  Endes 
wenig  glänzend,  während  die  Flächen  |Poo  am  ersten  Ende  starken 
Glanz  zeigen  (Taf.  IV.  Fig.  56  und  57).  Mitunter  treten  die  Flächen 
Poo  nicht  an  den  Enden  des  Krystalles,  sondern  an  den  Enden  der 
stellenweise  aufgelegten  Platten  auf  (Taf.  IV.  Fig.  55). 

Wollte  man  solche  Abweichungen  von  der  Symmetrie,  wie  die 
eben  beschriebenen,  als  eine  hemimorphische  Ausbildung  in  der 
Richtung  der  Brachydiagonale  auffassen,  so  würde  man  beim  Schwer- 
spathe  auch  einen  Hemimorphismus  nach  der  Hauptaxe  und  nach  der 
Makrodiagonale  annehmen  müssen;  denn  es  kommen  öfter  die  Flächen 
Poo,  ebenso  die  Flächen  stumpferer  Makrodomen  und  verschiedener 
Pyramiden  in  Bezug  auf  die  Hauptaxe  nur  auf  einer  Seite  vor,  und 
ein  Gleiches  gilt  von  der  Fläche  ooPoo  und  den  Flächen  mehrerer 
Pyramiden  in  Bezug  auf  die  Makrodiagonale. 

Ich  kann  hier  nur  wiederholen,  was  ich  bereits  in  meiner  Ab- 
handlung über  den  Topas**)  ausgesprochen  habe,  dass  die  beschrie- 
benen Bildungen  in  keiner  Weise  auf  einen  wahren  Hemimorphismus, 
wie  wir  solchen  beim  Turmalin,  Kieselzinkerz  u.  s.  w.  finden,  hin- 
weisen, sondern  zufälligen  störenden  Einflüssen  ihre  Entstehung  ver- 
danken. Es  stehen  diese  Unsymmetrien  mit  dem  elektrischen  Ver- 
halten der  Krystalle  in  Beziehung ,  ***)  bedingen  aber  nicht  absolut, 
wie  der  wahre  Hemimorphismus  beim  Turmalin  und  Kieselzinkerz, 
eine  entgegengesetzte  Polarität  an  den  verschieden  gestalteten  Enden. 

6.    Beschaffenheit  der  Flächen. 

lieber  den  Glanz  der  Flächen  lassen  sich  keine  allgemeinen 
Bestimmungen  geben;  er  ist  bei  den  verschiedenen  Krystallen  sehr 
verschieden. 

Bei   den   Duftoner  Krystallen   erscheinen   die  Flächen  P  oo  ge- 


*)  Uebrigens  gibt  es  auch  Krystalle,  bei  welchen  die  Flächen  Poo  an  beiden 
Enden  der  Brachydiagonale  sich  finden. 

•*)  Diese  Abhandlungen  Bd.  XIV.  S.  371  ff. 

***)  So  ist  z.  B.  an  den  beiden  Auvergner  Krystallen  (Nr.  56  und  57)  das  mit 
den  Flächen  ^  P  00  und  P  oo  versehene  Ende  der  Brachydiagonale  beträchtlich 
schwächer  negativ  elektrisch  als  das  andere,  welches  nur  die  Flächen  £ßoo  trägt. 
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wohnlich  horizontal  gestreift  und  matt.  Die  Flächen  Poo  und  ooPoo 
bestehen  öfter  aus  blossen  Spitzen  oder  Kanten,  und  diese  Bildung 
lässt  auch  die  Flächen  ooP  matt  und  seidenglänzend  erscheinen. 

Die  Flächen  der  Auvergner  Krystalle  sind  meistens  nicht  voll- 
kommen eben,  sondern  zeigen  stellenweise  mehr  oder  weniger  aus- 
gedehnte  und  dicke  aufgelegte  Platten;  sehr  häufig  besitzt  das  freie 
Ende  der  Brachydiagonale  eine  solche  Auflagerung,  in  welcher  es 
gleichsam  wie  in  einem  Schuhe  steckt. 

Bisweilen  erscheinen  einzelne  Krystallflächen  gekrümmt,  wie 
z.  B.  bei  manchen  Horzowitzer  Schwerspäthen. 


IL  Thermoelektrisches  Verhalten  der  Schwerspathkrystalle, 

Um  die  Mittheilung  der  Resultate  meiner  Untersuchungen  über 
die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Schwerspathes  möglichst 
kurz  und  übersichtlich  zu  gestalten,  werde  ich,  so  viel  irgend  thun- 
lieh,  wie  dies  auch  früher  in  den  analogen  Fällen  beim  Bergkrystalle 
und  beim  Topase  geschehen  ist,  die  bildliche  Darstellung  zu  Hülfe 
nehmen,  und  daher  alle  Einzelheiten,  welche  sich  durch  die  Zeich- 
nung darstellen  und  aus  dieser  auch  wieder  durch  blosse  Anschauung 
entnehmen  lassen,  im  Texte  nicht  besonders  erwähnen. 

Die  Krystalle  des  Schwerspathes  sind  auf  den  beifolgenden  vier 
Tafeln  entweder  in  ihren  Verticalprojectionen  (also  von  der  oberen 
und  von  der  unteren  Seite  gesehen)  oder  in  ihren  Netzen,  oder  in 
beiden  Weisen,  oder  auch  einige  Theile  in  der  einen,  und  die  übrigen 
in  der  anderen  Weise  abgebildet  worden,  und  die  Beifügung  der 
krystallographischen  Zeichen  *)  einzelner  Flächen  wird  in  Fällen,  wo 
solches  etwa  nöthig  sein  sollte,  leicht  die  nöthige  Orientirung  geben. 
Zu  einer  solchen  sollen  auch  die  über  die  einzelnen  Abbildungen 
gesetzten  Buchstaben  A  bis  E  dienen.  Es  bezeichnen  die  beiden 
Buchstaben  A  und  B  stets  die  beiden  Verticalprojectionen  (A  von 
der  oberen ,  B  von  der  unteren  Seite  gesehen) ;  C  bezeichnet  ein 
vollständiges  Netz   des  Krystalles;    D  ist   ein  Stück   eines    solchen 


*)  Igt  eine  Fläche  ooP  keine  natürliche  Krystallflache ,  sondern  nur  ein  mit 
oo P  paralleler  Durchgang,  so  habe  ich  das  Zeichen  ooP  in  eine  Klammer  einge- 
schlossen, [ooP]. 
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Netzes,  nämlich  das  Netz  der  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
gelegenen  Flächen  ooP,  und  E  die  Abbildung  der  an  dem  einen 
Ende  häufig  vorhandenen  mehr  oder  weniger  regelmässigen  Bruch- 
fläche. Um  in  dem  Falle,  wo  nur  die  Projectionen  A  und  B  abge- 
bildet sind,  die  elektrische  Verkeilung  auf  den  verticalen  Seiten- 
flächen darstellen  zu  können,  sind  diese  verticalen  Seitenflächen 
öfter  neben  die  Projection  A  gezeichnet  worden,  und  es  müssen  die 
gezeichneten  Flächen  oo  P  als  um  *  ihre  mit  der  oberen  Fläche  0  P 
gebildete  Kante  nach  aufwärts  gedreht  gedacht  werden.  In  diesen 
Zeichnungen  isl  die  Art  der  elektrischen  Polarität  durch  Farben  und 
gewöhnlich  auch  ihre  Stärke  durch  Zahlen*)  dargestellt  worden;  die 
röthliche  Farbe  bezeichnet  die  positiven,  die  grünliche  die  negativen 
Zonen. 

Um  die  einzelnen  Flächen  des  verticalen  Prismas  ooP  bezeichnen 
zu  können,  soll  im  Texte  die  Bezeichnung  derselben  durch  llinzufügung- 
der  Zahlen  1  bis  4  zu  dem  krystallographischen  Zeichen  und  zwar 
in  der  folgenden  Weise  geschehen.  Denken  wir  den  Krystall  vor 
uns  aufgestellt,  mit  seiner  Hauptaxe  vertical  und  mit  seiner  Brachy- 
dtagonale  auf  uns  zu  gerichtet,  so  mögen  die  Zahlen  in  nach- 
stehender Reihenfolge  gewählt  werden:  ooP  1  für  die  Fläche  rechts 
vorn,  ooP  2  rechts  hinten,  ooP  3  links  hinten  und  ooPi  links  vorn. 
Derselbe  Uebelstand,  welcher  den  früheren  Beobachtungen  über 
die  thermoelektrischen  Erscheinungen  am  Bergkrystalle  und  am  Topase 
hemmend  entgegentrat,  nämlich  der  Mangel  an  möglichst  vollkom- 
menen, ringsum  ausgebildeten  Krystallen,  macht  sich  hei  den  Unter- 
suchungen über  die  analogen  Vorgänge  beim  Schwerspathe  in  noch 
stärkerem  Grade  fühlbar.  Es  ist  einem  Einzelnen  selbst  bei  jahrelangem 
Sammeln  nicht  möglich,  ein  nur  einigermassen  vollständiges  Material 
zu  erlangen;  um  so  mehr  fühle  ich  mich  verpflichtet,  denjenigen 
Herren,  welche  bedeutenden  mineralogischen  Sammlungen  vorstehen 
und  mich  durch  Leibung  geeigneter  Krystalle  in  zuvorkommendster 
Weise  unterstützt  haben,  meinen  Collegen  Herrn  Geheimen  Bergrath 
Naumann    und    Herrn    Professor    Zirkel,    sowie    Herrn    Geheimen 


*)  Die  elektrische  Spannung  ist  stets  an  sehr  vielen  Punkten  (gegen  hundert 
und  darüber)  der  Oberfläche  eines  Kry Stalles  gemessen  worden ;  in  die  Zeichnungen 
sind  aber  nur  so  viel  Zahlen  eingeschrieben,  als  zu  einer  allgemeinen  Darlegung  der 
Intensitätsverhältnisse  nothweudig  schien. 
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Regierungsrat h  G.  Rose  in  Berlin,  Herrn  Professor  Ritter  v.  Zepha- 
rovich  in  Prag,  Herrn  Professor  Girard  in  Halle,  Herrn  Professor 
Saud  berger  in  Würzburg,  Herrn  Professor  Weisbach  und  Herrn 
Akademie-Inspector  Stelz ner  in  Freiberg  (gegenwärtig  Professor  in 
Cordova)  meinen  verbindlichsten  Dank  auszusprechen. 

Im  Eingange  dieser  Abhandlung   habe   ich   bereits  den  Einfluss 
des  Wachsthums  und  der  Krystallform  auf  das  elektrische  Verhalten  der 
Schwerspathkrystalle   angedeutet.     Um  nun  jenen  Einfluss  möglichst 
klar  hervortreten  zu  lassen,  werde  ich  im  Nachfolgenden  als  Haupt- 
emtheilungsprincip   die  Art  des  Wachsens   der   Schwerspathkrystalle 
wählen;   in  den  so  gebildeten  beiden  Hauptabtheilungen  erfolgt  die 
weitere  Gruppirung  nach  den  Krystallformen,  und  in  diesen  Gruppen 
erst  sind  die  gleichgestalteten  Krystalle  desselben  Fundortes  zusam- 
mengestellt.    Nur  in  einem  Falle  habe  ich  zur  besseren  Darstellung 
gewisser  Uebergänge   im    elektrischen  Verhalten  Krystalle  eines   und 
desselben  Fundortes  in  die  zweite  Hauptabtheilung  gestellt,   obschon 
drei  derselben  Nr.  34,  35  und  36  wegen  ihrer  Bildung  und  ihres  elek- 
trischen Verhaltens  der  ersten  hätten  zugewiesen  werden  müssen. 

A.   Erste  Abtheilung. 

Das  Wachsthum  der  Krystalle  dieser  ersten  Abtheilung  hat  im 
Allgemeinen  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  statt  gefunden.  Die 
Krystalle  stellen  fast  stets  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  mehr 
oder  weniger  verlängerte  Säulen  dar;  ihre  Bildung  ist  gewöhnlich 
\on  dem  einen  Ende  der  genannten  Diagonale  aus  erfolgt,  seltener 
hat  sie  von  einem  in  der  Mitte  des  Krystalles  liegenden  Ansatzpunkte 
sicli  nach  beiden  Seiten  hin  erstreckt. 

Wir  können  die  Krystalle  dieser  Abtheilung  aber  weiter  in  drei 
Gruppen  trennen:  1)  in  solche,  bei  denen  die  Flächen  J  Poo  an 
den  Enden  der  Brachydiagonale,  und  die  Flächen  ooP  an  den  Enden 
der  Makrodiagonale  zum  Durchschnitt  kommen;  2)  in  solche,  bei 
denen  wohl  die  Flächen  oo  P  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  zum 
Durchschnitt  kommen,  dagegen  nicht  mehr  die  Flächen  jPoo  an  den 
Enden  der  Brachydiagonale ,  wo  entweder  auch  die  Flächen  ooP 
sieh  schneiden,  oder  eine  Abstumpfung  durch  ooPoo  eintritt;  und 
3;  in  solche,  bei  denen  wie  in  der  ersten  Gruppe  die  Flächen  J  Poo 
oder  Poo  an  den  Enden  der  Brach\ diagonale,  daseien  an  den  Enden 
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der  Makrodiagonale  anstatt  ooP  die  Flächen  Poo  zum  Durchschnitt 
gelangen.  In  der  ersten  Gruppe  finden  wir  also  an  den  Enden  der 
Brachydiagonale  horizontale,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
verticale  Kanten;  in  der  zweiten  Gruppe  liegen  an  den  Endpunkten 
beider  Diagonalen  verticale,  und  in  der  dritten  an  den  Endpunkten 
beider  Diagonalen  horizontale  Kanten. 

a.    Erste  Gruppe,    mit   horizontalen  Kanten   an  den  Enden   der  Brachy- 
diagonale, und  mit  veiticalen  Kanten  an  den  Enden  der  Makrodiagonale. 

» 

Die  hauptsächlichen  Begrenzungsflächen  für  die  Krystalle  dieser 
ersten  Gruppe  liefern  die  Gestalten  \  P  <x>,  0  P  und  bo  P.  Die  Flächen 
£Poo  schneiden  sich  auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  stets  in 
einer  horizontalen,  und  die  Flächen  ooP  auf  der  rechten  und  linken 
Seite  in  einer  verticalen  Kante.  Je  nach  der  Grösse  der  Flächen 
0  P  erscheinen  die  Säulen  als  mehr  oder  weniger  plattgedrückte 
Tafeln.  Oefler  treten  zu  den  genannten  Gestalten  noch  untergeordnet 
hinzu  die  Flächen  Poo,  bisweilen  auch  P  und  ooPoo. 

Häufig  laufen  die  Krystalle  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
in  mehrere  verticale  Schneiden  aus,  so  dass  der  gesammte  Krystall 
sich  als  ein  Aggregat  von  parallel  neben  einander  liegenden  in  der 
Richtung  der  genannten  Diagonale  verlängerten  Säulen  darstellt. 

Grösse,  Farbe  und  Durchsichtigkeit  der  Krystalle  dieser  Abthei- 
lung ist  namentlich  nach  den  verschiedenen  Fundorten  sehr  ver- 
schieden. 

Die  elektrische  Erregung  ist  gewöhnlich  stark,  in  einzelnen 
Fällen  sogar  beträchtlich. 

Es  wird  die  Darstellung  der  Resultate  der  Beobachtungen 
wesentlich  abkürzen  und  die  Uebersicht  sehr  erleichtern,  wenn  ich 
das  Gesetz  der  Yertheilung  und  die  durch  Verletzungen  oder  unvoll- 
kommene Bildungen  in  denselben  hervorgerufenen  Modificationcn 
zuvor  im  Allgemeinen  angebe,  ehe  ich  auf  die  Beschreibung  der  ein- 
zelnen Krystalle  eingehe. 

Da  die  elektrischen  Erscheinungen  beim  Erwärmen  die  umge- 
kehrten von  den  beim  Erkalten  auftretenden  sind,  so  werde  ich  zur 
Vereinfachung  der  Mittheilung,  ebenso  wie  in  den  früheren,  analoge 
Vorgänge  darstellenden  Abhandlungen  nur  die  während  des  Erkaltens 
beobachteten  Polaritäten  namhaft  machen. 
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Bei  vollständigen  Kry stallen  (Nr.  1,  2,  3  und  4)  sind  die  Mitten 
der  beiden  Flächen  0  P  in  grösserer  oder  geringerer  Ausdehnung 
positiv;  nach  den  Enden  der  Makrodiagonale  hin  geht  aber  auf 
diesen  Flächen  die  positive  Spannung  in  die  negative  über,  welche 
letztere  sich  über  die  daselbst  von  den  Flächen  ooP  gebildete  vor- 
ticale  Kante,  sowie  über  die  diesen  Kanten  benachbarten  Theile  der 
Flächen  ooP  fortsetzt.  Der  übrige  grössere  Theil  der  Flächen  ooP 
erscheint  positiv,  und  es  breitet  sich  diese  positive  Elektricität  bis- 
weilen auch  über  die  anliegenden  Theile  der  Flächen  £Poo  und  der 
von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  aus.  Die  Flächen  £Poo 
sammt  den  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  sind  negativ, 
jedoch  greift,  wie  eben  erwähnt,  bisweilen  die  positive  Spannung 
von  den  Flächen  oo  P  auf  die  angrenzenden  Theile  der  Flächen 
|P<»  über. 

Legen  wir  einen  Hauptschnitt  durch  die  Hauptaxe  und  die 
Brach  vdiagonale ,  so  wechseln  den  vorstehenden  Angaben  gemäss  in 
ihm  die  Elektricitäten  vier  Mal;  an  den  Enden  der  Hauptaxe  finden 
wir  positive  und  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  negative  Pola- 
rität. Dasselbe  gilt  von  einem  durch  die  Hauptaxe  und  die  Makro- 
diagonale gehenden  Hauptschnitte;  In  einem  durch  den  Mittelpunkt 
des  Krystalles  parallel  mit  der  Basis  geführten  Hauptschnitte  dagegen 
treffen  wir  auf  einen  achtfachen  Wechsel  der  Elektricitäten:  während 
die  Kanten  an  den  Enden  der  Brachy-  und  ebenso  der  Makrodia- 
gonale negativ  sind,  zeigen  die  zwischen  ihnen  liegenden  Flächen 
oo  P  positive  Spannung. 

Durch  Anwachsen  und  Verletzung  entstehen  nun  in  der  eben 
angegebenen  Vertheilung  der  elektrischen  Polaritäten  gewisse  Aen- 
derungen. 

Wird  ein  vollständiger  Krystall  in  einer  gegen  die  Makrodiago- 
nale senkrechten  Ebene,  welche,  um  von  einem  bestimmten  Falle 
auszugehen,  etwa  um  %  der  Länge  dieser  Diagonale  von  dem  einen, 
und  um  %1k  von  dem  anderen  Ende  derselben  absteht,  durchge- 
brochen: so  zeigt  das  kleinere  Stück  (vergl.  den  Krystall  Nr.  8) 
auf  seinen  beiden  Flächen  OP  nur  negative  Elektricität,  die  vom 
ausgebildeten  Ende  gegen  das  verbrochene  hin  an  Stärke  abnimmt, 
während  das  grössere  Stück  (vergl.  die  Krystalle  Nr.  5  und  6)  auf  dem 
an  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  gelegenen  Theile  der 
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Flächen  OP  negative,  dagegen  weiterhin,  in  der  früheren  Mitte, 
positive  Polarität  darbietet.*) 

Ebenso  verhalten  sich  selbstverständlich  auch  KrystallbruchstUcke, 
welche  an  dem  einen  Ende  der  Makrodiagonale  angewachsen  gewesen 
und  dann  abgebrochen  worden  sind;  die  Krystalle  Nr.  5,  6  und  8 
stellen  gerade  solche  Bruchstücke  dar.  Infolge  des  Zerbrechens, 
vielleicht  auch  schon  infolge  des  Anwachsens  *  scheint  eine  grössere 
Ausbreitung  der  positiven  Elektricität  von  den  Flächen  ooP  über  die 
Flächen  i  Poo  und  die  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kanten  ein- 
zutreten ;  besitzen  diese  Kanten  nur  eine  geringe  Länge  (Nr.  8), 
so  zeigen  sie  sich  in  ihrer  ganzen  Erstreckung  positiv,  jedoch  von 
dem  ausgebildeten  Ende  nach  dem  verbrochenen  hin  in  abnehmender 
Stärke ;  ist  ihre  Länge  grösser  (Nr.  5  und  6) ,  so  tritt  die  negative 
Polarität  in  der  Nähe  des  verbrochenen  Endes  noch  hervor.  Auf  den 
Flächen  £  Poo  nimmt  im  Einklänge  mit  dem  Vorstehenden  die  Aus- 
breitung der  positiven  Spannung  von  dem  ausgebildeten  Ende  nach 
dem  verbrochenen  hin,  ab. 

Werden  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  mit  oo  P  parallelen 
Durchgänge  angeschlagen,  so  dass  daselbst  eine  von  ihnen  gebildete 
verticale  Kante  entsteht,  so  sind  diese  Durchgangsflächen  je  nach 
den  Umständen  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv  (Nr.  10], 
oder  es  tritt  ausserdem  auf  der  von  ihnen  gebildeten  Kante  nebst 
den  angrenzenden  Theilen  der  Flächen  ooP  noch  eine  schmale  nega- 
tive Zone,  wie  im  vollständigen  Krystalle,  auf  (Nr.  6).  Ist  das  eine 
Ende  der  Makrodiagonale  durch  eine  gegen  dieselbe  nahe  senkrechte 
Fläche  verbrochen,  so  zeigt  diese  Bruchfläche  entweder  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  positive  Spannung  (Nr.  8)  oder  es  erscheint  diese 
positive  ElektrieiUU  nur  auf  dem  mittleren  grösseren  Theile,  während 
kleinere  an  die  von  J  Poo  gebildeten  horizontalen  Kanten  grenzende 
Stücke,  entsprechend  der  Polarität  dieser  Kanten,  sich  negativ  zeigen 
(Nr.  5,  7,  12  und  14). 

Beträchtliche  Verletzungen,  und  ebenso  mangelhafte  Ausbildung 
einer    \on    den    Flächen   j  Poo  gebildeten   horizontalen   Kante  lassen 


*)  Die  Ausdehnung  der  negativen  und  der  positiven  Zonen  hangt,  ebenso  wie 
bei  vollständigen  krystallen,  von  Modificationen  in  der  Bildungsweise  ab,  die  sich  bis 
jetzt  noch  der  Beobachtung  entziehen. 


I  Elektrische  Untersuchungen.  287 

Selbst  (Nr.  2  und  11)    anstatt  der   negativen   die   positive  Elektri- 
c*tät  hervortreten. 

Den  Einfluss  der  Verletzungen  der  Flächen  0  P,  sowie  das  Ver- 
halten der  Durchgangsflächen  0  P  habe  ich  wegen  Mangel  an  geeigneten 
Krystallen  nur  unvollkommen  ermitteln  können.  Bei  einem  durch- 
sichtigen Kry stalle  von  Przibram  (Nr.  11),  der  sich  durch  seine  starken 
elektrischen  Spannungen  auszeichnete,  zeigten  die  durch  die  Mitte  des- 
selben gehenden  Durchgangsflächen  OP  (Fig.  11  Fund  G)  positive  Elek- 
tricität,  und  zwar  in  abnehmender  Intensität  vom  verbrochenen  zum 
ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  hin,  so  dass  an  diesem  letz- 
teren Ende  selbst  bereits  eine  schwache  negative  Polarität  auftrat.  Bei 
einem  andern  Krystallbruchstücke  von  Brand  bei  Freiberg  (Nr.  15) 
zeigten  die  ebenfalls  durch  die  Mitte  gehenden  Durchgangsflächen  OP 
nur  am  verbrochenen  Ende  der  Makrodiagonale  etwas  mehr  oder 
weniger  ausgedehnte  positive  Stellen,  während  der  grösste  Theil  ihrer 
Fläche  negativ  war,  und  zwar  abnehmend  gegen  das  ausgebildete 
Ende  der  Makrodiagonale  hin. 

a)  Krysialle  von  Przibram  in  Böhmen. 

Krystall  Nr.  4. 

Der  Krystall  Nr.  1,  welchen  ich  ebenso  wie  die  beiden  nächst- 
folgenden der  Güte  des  Herrn  v.  Zepharovich  verdanke,  ist  Fig.  1 
A  und  B  in  zwei  Projectionen  in  natürlicher  Grösse  und  Fig.  1  C 
in  seinem  Netze  in  zweifach  linearer  Vergrösserung  abgebildet  wor- 
den.#)  Bei  den  Projectionen  ist  die  Hauptaxe  gegen  die  Ebene  des 
Papieres  senkrecht  gestellt,  und  die  Zeichnungen  A  und  B  gehören 
so  zu  einander,  dass,  wenn  wir  den  Krystall  zuerst  in  der  Lage  A 
nehmen,  die  Lage  B  durch  eine  Umdrehung  von  180°  um  eine  mit 
der  Brachydiagonale  parallele  und  durch  das  rechte  Ende  der  Makro- 
diagonale gelegte  Axe  erhalten  wird.  **) 

Die  Begrenzungen  des  Krystalles  Nr.  1  bilden  vorzugsweise  die 
Flächen  oo  P,  0  P  und  £  P  oo ;  ferner  finden  sich  einzelne  Flächen  von 


*)  Das  Zeichen  \  auf  den  Figurentafeln  bedeutet,  dass  die  Abbildung  den  Kry- 
stall in  natürlicher  Grösse  darstellt ;  ^  zeigt  eine  doppelt  lineare  Vergrösserung,  \  eine 
auf  die  Hälfte  (linear)  und  \  eine  auf  ein  Viertel  (linear)  reducirte  Grosse  an. 

**)  Die  obigen  Bemerkungen  gelten  auch  von  den  Zeichnungen  der  folgenden 
Krystalle. 
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P,  Poo  und  00P00.  Der  Krystall  ist  vollkommen  farblos,  durch- 
sichtig, und  ringsum  ziemlich  vollständig  ausgebildet,  jedoch  mit 
Ausnahme  eines  Theiles  der  unteren  Fläche  OP.  Auf  der  rechten 
Seite  löst  er  sich  in  zwei  grössere  Individuen  *)  mit  verticalen 
Schneiden  auf  und  an  dem  vorderen  Individuum  ist  die  rechte  Hälfte 
etwas  nach  oben  geknickt. 

Während  am  rechten  Ende  des  Krystalles  in  Fig.  \  A  **)  jedes 
der  beiden  verwachsenen  Individuen  in  eine  ziemlich  lange  verticale 
Kante  ausläuft,  an  denen  sich  keine  oder  nur  geringe  Spuren  von 
Poo  finden,  erscheinen  diese  Flächen  ßoo  am  linken  Ende,  und 
namentlich  auf  der  unteren  Seite  grösser,  so  dass  dieses  linke  Ende 
fast  als  eine  Spitze  sich  darstellt. 

Die  positiv  elektrische  Spannung  ist  auf  der  oberen  Fläche  OP 
stärker  und  weiter  verbreitet  als  auf  der  unteren;  denn  während 
auf  der  oberen  Seite  die  positive  Zone  quer  über  die  ganze  Fläche 
OP  hinweggeht,  ist  sie  auf  der  unteren  auf  die  Mitte  der  Fläche  OP 
beschränkt,  so  dass  die  nach  den  Flächen  4  Poo  hin  gelegenen 
Ränder  neben  dieser. Mitte  negativ  sind. 

Auf  den  Flächen  ooP  nimmt  die  positive  Elektricität  von  den 
negativen  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  gelegenen  verticalen 
Kanten  nach  den  von  den  Flächen  |Poo  gebildeten  horizontalen 
Kanten  hin  zu,  und  greift  zum  Theil  etwas  auf  diese  Flächen  und 
Kanten  Über. 

Die  hintere  horizontale,  von  £Poo  gebildete  Kante  ergiebt  sich 
bei  specieller  Prüfung,  d.  h.  wenn  sie  allein  aus  dem  Kupferfeilichl 
herausragt,  in  ihrer  ganzen  Länge  negativ,  die  vordere  dagegen  ist 
zwar  auch  in  dem  grössten  Theile  ihrer  Länge  negativ,  zeigt  jedoch 
am  linken  Ende  bereits  positive  Spannung. 

Krystall  Nr.  2. 

Fig.  2  A  und  B  stellen  die  Projectionen  des  Krystalles  in  natür- 
licher, Fig.  %C  das  Netz  in  doppelt  linearer  Vergrösserung  dar. 

Der  Krystall  Nr.  2  wird  von  denselben  Flächen  begrenzt,  wie  der 


*)  Ausser  den  beiden  grösseren  lassen  sich  durch  ihre  Endigungen  noch  meh- 
rere kleinere  Individuen  erkennen. 

**)   Die  Benennungen  rechts  und  links  beziehen  sich  stets  auf  die  mit  A  be- 
zeichnete Protection. 
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orhergehende  und  ist  ebenfalls  vollkommen  farblos  und  durchsichtig. 
Er  ist  vollständig  ausgebildet,  mit  Ausnahme  der  hinteren  links 
gelegenen  Theile  der  Flächen  ^Poo.  >  Die  beiden  Enden  der  Makro- 
diagonale sind  in  völlig  gleicher  Weise  zu  verticalen  Schneiden  ent- 
wickelt. 

Infolge  der  zuvor  bezeichneten  Verletzung  und  unvollkommenen 
Ausbildung  der  hinteren  horizontalen  Kante  ist  dort  die  negative 
Polarität  fast  vollständig  durch  die  positive  verdrängt  worden.  Mit 
diesem  Umstände  hängt  auch  die  unsymmetrische  Lage  der  positiven 
Zone  auf  der  oberen  Fläche  OP  zusammen.  Während  die  hintere 
horizontale  verbrochene  Kante  überall  positiv  ist,  zeigt  die  vordere 
gut  ausgebildete  nur  auf  einer  kurzen  Strecke  der  rechten  Seite 
positive,  dagegen  in  dem  übrigen  Theile  negative  Elektricität.  Auf  ' 
den  vorderen  Flächen  £Poo  nimmt  nach  specieller  Untersuchung  die 
negative  Spannung  nach  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante 
hin  ab. 

Krystall  Nr.  3. 

Fig.  3  A  und  B  stellen  die  Projektionen  in  natürlicher,  Fig.  3  C 
das  Netz  in  doppelt  linearer  Vergrösserung  dar.  Der  Krystall  zeigt 
dieselben  Flächen  wie  die  beiden  vorhergehenden;  doch  ist  er  in 
seiner  Masse  weniger  rein  und  in  der  linken  Hälfte  auf  der  hintern 
Seite  nur  sehr  mangelhaft  ausgebildet.  Letzterer  Umstand  verhindert 
das  Auftreten  der  negativen  Polarität  am  linken  Ende  der  Makro- 
diagonale. 

Krystall  Nr.  4. 

Fig.  4  C  stellt  das  Netz  dieses  Krystalles  in  doppelt  linearer 
Vergrösserung  dar.  Derselbe  wird  von  denselben  Flächen  begrenzt, 
wie  die  vorhergehenden,  und  gleicht  den  beiden  ersten  an  Farl>- 
losigkeit  und  Durchsichtigkeit.  Er  ist  ungefähr  in  der  Mitte  von 
einem  anderen  kleineren  Krystalle  durchwachsen  und  trägt  auf  der 
hinteren  Seite  noch  mehrere  sehr  kleine  Krystallgruppen.  Infolge 
dieser  Verwachsungen  kann  die  positive  Zone  auf  der  oberen  Fläche 
OP  nicht  beobachtet  werden,  dagegen  herrscht  auf  den  Flächen  £Poo 
der  hinteren  Seite  die  positive  Polarität  vor,  und  auch  die  von  diesen 
Flachen  gebildete  Kante  erscheint,  soweit  sie  sich  beobachten  lässt, 
positiv. 

20* 
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Krystail  Nr.  5. 

Fig.  5  A  und  B  stellen  die  Projectionen  dieses  Krystalles,  D  das 
Netz  der  Flächen  oo  P  am  rechten  und  E  die  Bruchfläche  am  linken 
Ende  in  halber  linearer  Grösse  dar.  Der  Krystail  gehört  dem  Berliner 
Museum;  er  ist  eine  Kombination  der  Gestalten  OP,  J  Poo,  ooP  und 
Poo;  nach  der  Richtung  der  Makrodiagonale  erscheint  er  aus  zwei 
zum  Theil  verschmolzenen  Individuen  zusammengesetzt.  Am  linken 
Ende  ist  er  von  einer  unebenen  auf  der  Makrodiagonale  nahe  senk- 
recht stehenden  Bruchfläche  E  begrenzt,  an  welche  sich  auf  der 
vorderen  Seite  eine  kleine  Durchgangsfläche  ooP  anschliesst.  Die 
Masse  des  Krystalles  ist  unrein  und  zum  Theil  rissig;  die  Unreinheit, 
Undurchsichtigkeit  und  gelbliche  Färbung  nehmen  nach  dem  ver- 
brochenen Ende  hin  zu. 

Krystail  Nr.  6. 

Fig.  6  A  und  B  stellen  die  Projectionen  des  Krystalles  Nr.  6, 
D  das  Netz  der  Flächen  ooP  am  rechten,  E  das  Netz  der  Durch- 
gangsflächen am  linken  Ende  in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  Krystail 
zeigt  dieselben  Gestalten  wie  der  vorhergehende.  Am  linken  Ende, 
mit  welchem  er  aufgewachsen  gewesen,  wird  er  gegenwärtig  von 
zwei,  mit  ooP  parallelen  Durchgangsflächen  begrenzt.  Nach  diesem 
linken  Ende  hin  wird  die  Durchsichtigkeit  geringer  und,  tritt  eine 
etwas  gelbliche  Färbung  ein. 

Krystail  Nr.  7. 

Der  dem  Prager  Museum  gehörige  und  Fig.  7  in  natürlicher 
Grösse  dargestellte  Krystail  zeigt  eine  Combination  von  OP,  ^Poo 
und  ooP;  er  ist  nur  am  rechten  Ende  der  Makrodiagonale  ausge- 
bildet;  an  dem  linken  Ende  hat  er  angesessen,  und  ist  in  einer  mit 
dem  vorderen  linken  Durchgange  oo  P  (also  mit  oo  P  4)  parallelen 
Fläche  abgebrochen  worden.;  jedoch  zeigt  er  am  linken  Ende  der 
hinteren  von  den  Flächen  f  Poo  gebildeten  Kante  bereits  ein  sehr 
kleines  Stück  der  Krystallfläche  oo  P  3*.  Während  die  rechte  Hälfte 
des  Krystalles  vollkommen  farblos  und  durchsichtig  ist,  beginnt  die 
linke  Hälfte  von  der  Mitte  aus  trüber  zu  werden,  und  bleibt  in  der 
Nähe  der  Durchgangsfläche  [oo  P  4]  kaum  durchscheinend.  Am  vor- 
deren und  hinteren  Rande  der  letztgenannten  Durchgangsfläche  zeigt 
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sich  negative  Polarität,  während  der  mittlere  Theil  positiv  ist.  Auf 
den  Flächen  OP  nimmt  die  negative  Elektricität  von  rechts  nach 
links  (auf  die  Protection  A  bezogen)  sehr  beträchtlich  ab. 

Krystall  Nr.  8. 

.  Gleich  dem  Vorhergehenden  wird  dieses  Bruchstück  eines  was- 
serhellen Krystalles  nur  von  den  Flächen  OP,  ^Poo  und  OP  begrenzt; 
am  linken  Ende  ist  es  in  einer  unebenen,  ungefähr  auf  der  Makro- 
diagonale senkrechten  Fläche  abgebrochen.  Fig.  8  stellt  dasselbe  in 
natürlicher  Grösse  dar. 

Mehrere  andere  aus  Przibram  stammende  Krystalle  stimmten  in 
ihrem  Verhalten  mit  den  im  Vorstehenden  beschriebenen  elektrischen 
Verkeilungen  überein;  ich  halte  eine  specielle  Darstellung  der  an 
ihnen  beobachteten  Erscheinungen  daher  für  überflüssig,  weil  ich 
hoffe,  dass  die  zuvor  mitgetheilten  Resultate  ein  klares  Bild  über  die 
elektrischen  Vorgänge  an  den  erkaltenden  Schwerspäthen  dieses  Fund- 
ortes geben.  Indess  bedürfen  noch  drei  Krystalle  einer  besonderen 
Erwähnung. 

Krystall  Nr.  9. 

Fig.  9  A  und  B  stellen  die  Projection  des  Krystalles  Nr.  9,  und 
Fig.  9  ö,  D  die  Netze  der  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  liegenden 
Kry stallflächen  ooP  in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  Krystall  gehört 
dem  Berliner  Mu&um  und  wird  ebenso  wie  die  letztvorhergehenden 
nur  von  den  Flächen  OP,  £Poo  und  ooP  begrenzt;  er  zeichnet  sich 
durch  die  vollkommene  Ausbildung  beider  Enden  der  Makrodiagonale 
aus.  Ungefähr  in  der  Mitte  der  hinteren  von  ±Poo  gebildeten  hori- 
zontalen Kante  ist  er  an  ein  Haufwerk  fremder,  zumeist  aus  Kalk- 
spath  bestehender  Krystalle  angewachsen,  und  von  hier  aus  ziehen 
sich  trübe  weissliche  Streifen  quer  durch  die  sonst  farblose  und  klare 
Masse  des  Krystalles  hindurch. 

Die  elektrische  Vertheilung  stimmt  mit  der  auf  vollständig  aus- 
gebildeten Krystallen  (Nr.  1 — 4)  beobachteten  überein,  ausser  dass 
bei  specieller  Prüfung  die  vordere  von  den  Flächen  \  P  oo  gebildete 
horizontale  Kante  in  ihrer  ganzen  Länge  positiv  erscheint;  dem  ent- 
sprechend wächst  dann  auf  den  vorderen  Flächen  4P00  die  nega- 
tive Spannung  von  dieser  Kante  aus  nach  den  mit  den  Flächen  OP 
gebildeten    Kanten    hin.      Es    ist    dies    Hervortreten    der    positiven 
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Elektricitüt  auf  der  ganzen  Länge  der  vorderen  Kante  jedenfalls  eine 
Folge  der  Durchwachsung  mit  trüben  Streifen,  wie  ja  auch  auf  der 
hinteren  Seite  infolge  des  Anwachsens  nicht  blos  die  Kante,  sondern 
auch  ein  grosses  Stück  der  freien  Theile  der  Flachen  £Poo  positiv 
erscheint. 

Krystall  Nr.  10. 

Der  Fig.  10  C  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Krystall  ist  dem 
Freiberger  Museum  entliehen,  und  zeigt  ausser  den  beim  Vorher- 
gehenden  genannten  Gestalten  noch  kleine  Flächen  Poo,  ist  aber  in 
seiner  Masse  weniger  rein  und  klar  als  Nr.  9.  Nur  das  rechte  Ende 
der  Makrodiagonale  wird  von  Krystallflächen  ooP  und  Poo  begrenzt; 
an  seinem  linken  Ende  bilden  zwei  mit  ooP  parallele  Durchgänge 
die  Begrenzung. 

Sein  elektrisches  Verhalten  gleicht  im  Allgemeinen  dem  bei  Bruch- 
stücken beobachteten;  doch  ist  auffallend  die  starke  Ausbreitung  der 
positiven  Polarität  über  die  Flächen  {  Poo,  wie  sie  bei  einem  Bruch- 
stücke von  dieser  Länge  sonst  nicht  wohl  vorzukommen  pflegt,  und 
sodann  die  Abnahme  der  negativen  Elektricität  in  der  Mitte  der 
oberen  Fläche  0P,  wo  sogar,  wenn  der  ganze  Krystall  bis  auf  diese 
Stelle  von  Kupferfeilicht  bedeckt  ist ,  sich  eine  sehr  geringe  positive 
Spannung  beobachten  lässt.  Die  obere  Fläche  0P  verhält  sich  also 
wie  die  entsprechende '  Fläche  eines  vollständigen  Krystalles.  Leider 
lässt  sich  in  keiner  Weise  erkennen,  ob  etwa  früher  das  linke,  jetzt 
von  Durchgängen  begrenzte  Ende  gleichfalls  ausgebildet  war,  wenn 
auch  weniger  vollkommen,  und  diese  Durchgänge,  um  eine  regel- 
mässigere  Gestalt  zu  erzeugen,  ziemlich  nahe  unter  den  natürlichen 
Flächen  angeschlagen  wurden.  In  der  Mitte  der  unteren  Fläche  0P 
spricht  sich  jene  Abnahme  der  negativen  Polarität  weniger  deutlich  aus. 

Krystall  Nr.  H. 

Der  Krystall  Nr.  11  war  nur  auf  der  vordem  und  rechten  Seite 
vollkommen  ausgebildet;  auf  der  hinteren  Seite  bildete  die  Begren- 
zung eine  unebene,  zum  Theil  dem  Durchgange  ooP  3  folgende  Fläche; 
an  dem  linken  Ende  fand  sich  eine  kleine  Bruchfläche. 

Die  in  Fig.  \\  A  und  B  eingetragenen  Beobachtungen  zeigen  die 
elektrische  Vertheilung  an;  dieselbe  stimmt  mit  den  zuvor  beobachteten 
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überein  und  zeichnet  sich  durch  ihre  Stärke  aus.     Die  Bruchflächen 
am  hinteren  und  ebenso  am  linken  Ende  sind  positiv. 

Es  gelang,  den  Krystall  parallel  dem  Durchgange  OP  fast  genau 
in  seiner  Mitte  zu  zersprengen.  F  stellt  den  am  oberen  Stücke  und 
G  den  am  unteren  Stücke  entstandenen  Durchgang  0  P  dar.  *)  Beide 
Durchgänge  zeigen  sich  stark,  zum  Theil  sehr  stark  positiv,  und  zwar 
nimmt  die  Intensität  der  positiven  Spannung  vom  verbrochenen  linken 
Ende  gegen  das  ausgebildete  rechte  Ende  und  ebenso  von  der  aus- 
gebildeten vordem  Kante  nach  dem  hinteren  verbrochenen  Rande  hin 
ab,  so  dass  bereits  neben  der  von  den  Flächen  ooP  am  rechten  Ende 
gebildeten  Spitze  eine  schwache  negative  Polarität  auftritt. 

b)  Kr ystalle  aus  Marienberg, 

Krystall  Nr.  \2. 

Bei  Marienberg  sind  Schwerspathkrystalle  gefunden  worden, 
welche  an  Gestalt  den  zuvor  beschriebenen  Przibramern  gleichen ;  ' 
sie  werden  begrenzt  von  OP,  £Poo  und  ooP,  und  bestehen  aus  einer 
Verwachsung  mehrerer  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  verlän- 
gerten Säulen;  ihre  Masse  ist  rauchgrau  und  nur  durchscheinend. 
Ringsum  ausgebildete  Krystalle  sind  mir  nicht  vorgekommen. 

Es  wird  genügen,  nur  einen  der  beiden  untersuchten  und  in 
ihrer  elektrischen  Vertheilung  übereinstimmenden  Krystalle  -abzubilden, 
um  den  Nachweis  zu  führen,  dass  diese  Vertheilung  dieselbe  ist,  wie 
die  auf  ähnlichen  Przibramer  Bruchstücken  beobachtete. 

Fig.  1 2  A  und  B  stellen  die  beiden  Projectionen  dieses  Krystalles, 
D  das  Netz  der  Flächen  oo  P  am  rechten  Ende  und  E  die  Bruch- 
fläche  am  linken  Ende  in  halber  linearer  Grösse  dar. 

Der  Krystall  ist  auf»  der  linken  Seite  von  einer,  gegen  die 
Makrodiagonale  etwas  schief  stehenden,  ziemlich  eben  geschliffenen 
Fläche  begrenzt. 

c)  Krystalle  aus  der  Umgegend  von  Freiberg. 

Krystall  Nr.  13. 
Von  zwei   in   ihrem  Aussehen   gleichen  Krystallen  ist  der  eine, 
dem  Halleschen  Museum  gehörig,  als  von  der  Grube  Neuer  Morgen* 

*)  Zur  Andeutung  des  Durchganges  ist  das  Zeichen  OP  neben  F  und  G  von 
einer  Klammer  umgeben  [0  P] . 
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stern  stammend  bezeichnet,  während  der  zweite  dem  hiesigen  Cabinel 
entnommene  keine  Bezeichnung  seines  Fundortes  trägt;  es  unterliegt 
aber  keinem  Zweifel,  dass  beide  derselben  Grube  entstammen.  Ihre 
Masse  ist  grau  und  nur  durchscheinend;  sie  zeigen  die  Flächen  OP, 
iPco,  ooP  und  Poo.  Auf  den  Bruchflächen  am  linken  Ende  der 
Makrodiagonale  tritt  bei  beiden  der  Durchgang  00P00  sehr  deutlich 
hervor. 

Es  wird  auch  hier  genügen,  nur  den  einen  Krystall  abzubilden 
(Fig.  13),  und  ich  wähle  dazu  den  dem  Halle'schen  Cabinet  gehörigen, 
da  er,  wenn  auch  etwas  mehr  verletzt,  doch  weniger  zusammen- 
gesetzt ist  als  der  andere  Krystall,  welcher  hauptsächlich  von  zwei 
parallel  der  Makrodiagonale  verwachsenen  säulenförmigen  Individuen 
gebildet  ist.  Das  linke  Ende  des  Fig.  iS  in  halber  linearer  Grösse 
abgebildeten  Krystalles  ist  verbrochen  und  theils  von  einem  mit  ooP 
theils  von  einem  ziemlich  ebenen  mit  ooPoo  parallelen  Durchgange 
begrenzt;  auf  der  vorderen  Seite  ist  die  kurze  horizontale  von  £Poo 
gebildete  Kante  stark  verletzt. 

Bei  beiden  Krystallen  finden  sich  an  den  ausgebildeten  rechten 
Enden  der  Makrodiagonale  plattenförmige  Auflagerungen,  die  bei 
dem  Fig.  13  dargestellten  Krystalle  besonders  auf  der  Fläche  ooP^ 
hervortreten.  *) 

Krystall  Nr.  U. 

Die  Abbildungen  in  Fig.  14  stellen  die  natürliche  Grösse  dar. 
Der  aus  Bräunsdorf  bei  Freiberg  stammende  Krystall  ist  auf  der 
linken  Seite  infolge  des  Durchganges  oo  P  oo  von  einer  ziemlich 
ebenen,  auf  der  Makrodiägonale  nahe  senkrecht  stehenden  Fläche 
begrenzt.  Seine  Masse  erscheint  am  rechten  Ende  farblos  und  klar, 
wenn  auch  rissig,  wird  aber  nach  dem  linken  Ende  hin  gelblich 
und  undurchsichtig. 

Der  Krystall  stellt  ein  Aggregat  zahlreicher  parallel  der  Makrodia- 
gonale verwachsener  Individuen  dar;  jedoch  ist,  wie  dies  auch  bei 
den  Krystallen  der  früheren  Fundorte  vorkommt,  der  Parallelismus  der 


*)  Während  sich  bei  den  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsenen 
Krystallen  diese  Platten  am  freien  Ende  der  Makrodiagonale  finden ,  treffen  wir  ähn- 
liche Auflagerungen  bei  den  Auvergner  Krystallen,  welche  in  der  Richtung  der  Brachy- 
diagonale  gewachsen  sind,  an  den  Enden  der  letztgenannten  Diagonale,  wie  dies 
bereits  oben  S.  381  erwähnt  worden. 
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A\en  nicht  in  absoluter  Strenge  gewahrt,  ß  ist  ein  Bruchstück 
eines  quer  durchgewachsenen  fremden  Kr y Stalles.  Die  untere  Fläche 
OP  (Zeichnung  B)  hat  zum  Theile  angelegen. 

Der  Krystall  ist  ausgezeichnet  durch  die  ungemein  starke  elek- 
trische Erregung,  welche  alle  an  den  übrigen  Schwerspäthen  beob- 
achtete an  Intensität  übertrifft.  Das  Goldblättchen  des  Elektrometers 
wird  durch  die  elektrischen  Spannungen  auf  der  rechten  Hälfte  der 
oberen  Fläche  OP  und  auf  den  vorderen  Flächen  |Poo  ganz  aus 
dem  Gesichtsfelde  getrieben,  was  durch  das  doppelte  Minus-Zeichen 
=}  angedeutet  werden  soll.  Es  ist  mir  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  die  starke  elektrische  Erregung  gerade  mit  der  sehr  zusammen- 
gesetzten Beschaffenheit  im  Zusammenhange  steht;  in  gleicher  Weise 
zeigten  auch  beim  Topase  die  gewöhnlichen  faserigen  brasilianischen 
Krystalle  eine  viel  grössere  elektrische  Intensität  als  z.  B.  die  säch- 
sischen oder  die  aus  dem  Urnen-  und  dem  Borschtschowotschnoi 
Gebirge  stammenden  Krystalle,  welche  ein  einziges  Individuum  dar- 
stellen. 

Krystall  Nr.  15. 

Der  von  Brand  bei  Freiberg  stammende  Krystall  ist  auf  seiner 
Oberfläche,  besonders  auf  den  Flächen  4P00,  £00  und  00  P  rauh  und 
zum  Theil  mit  kleinen  Zellkieskrystallen  bedeckt;  infolge  der  hierdurch 
verminderten  Isolation  ist  auf  diesen  Flächen  nur  eine  sehr  geringe 
elektrische  Spannung  zu  beobachten.  Dieselbe  stimmt  übrigens  mit 
der  an  den  vorhergehenden  Krystallen  beobachteten  überein.  Die  Masse 
des  Kryslalles  ist  sehr  unrein,  theils  gelblich  weiss,  theils  bräunlich. 

Der  Krystall  wurde  ungefähr  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem 
Durchgange  0  P  zersprengt ;  Fig.  1 5  F  stellt  die  an  dem  oberen  und 
G  die  an  dem  unteren  Stücke  entstandene  Durchgangsfläche  OP  in 
halber  Grösse  dar.  Beide  Flächen  zeigen  vorzugsweise  negative 
Polarität,  nur  nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  tritt  eine  grössere 
oder  kleinere  positive  Zone  auf;  die  negative  Spannung  nimmt  nach 
dem  ausgebildeten  Ende  hin  an  Stärke  ab. 

d)  Krystalle  von  Horzowitz  in  Böhmen. 
Krystall   Nr.  *6. 

Von  dem  in  der  Ueberschrift  genannten  Fundorte  standen  mir 
zwei    dem   Halle'schen    Museum    gehörige    Krystalle    zur    Verfügung, 
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welche  in  ihrer  Form  mit  den  bisher  beschriebenen  übereinstimmen. 
Ihre  Farbe  ist  lichter  grau  als  bei  den  Marienberger  Krystallen; 
auch  erscheinen  sie  etwas  durchsichtiger  als  die  letztgenannten.  Sie 
zeigen  die  Flächen  von  OP,  £Poo,  ooP,  und  P.  In  Fig.  16  ist  der 
eine  derselben  in  halber  linearer  Grösse  abgebildet,  und  die  auf  ihm 
beobachtete  elektrische  Veriheilung  dargestellt. 

Der  andere  nicht  abgebildete  Krystall  von  fast  gleicher  Länge, 
aber  infolge  der. Ausdehnung  der  Flächen  OP  grösserer  Breite  als 
der  erste,  ist  an  dem  freien  Ende  seiner  Makrodiagonale  durch  Ab- 
sprengen der  verticalen  Kante  parallel  dem  Durchgange  00P00,  der  sich 
ziemlich  gut  entwickelt  zeigt,  verletzt.  Die  Länge  des  daselbst  abge- 
sprengten Stückes  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  beträgt  unge- 
fähr 1 5  mm.  Die  hierdurch  entstandene  ziemlich  ebene  Fläche  besitzt 
auf  ihrer  einen  Hälfte  noch  negative  Elektricität,  wie  sie  der  früher 
vorhanden  gewesenen  Kante  entspricht,  während  der  übrige  Theil 
so  wie  die  beiden  angrenzenden  Flächen  ooP  (die  eine  Krystall-, 
die  andere  Durchgangsfläche)   positiv  sind. 


ß.    Zweite  Gruppe,   mit  verticalen  Kanten   an  den  Enden  der  Makro-  and 

Braehydiagonale. 

In  dieser  zweiten  Gruppe  betrachten  wir  diejenigen  Krystalle, 
bei  denen  am  Ende  der  Braehydiagonale  nicht  mehr  die  Flächen 
iPoo,  sondern  anstatt  ihrer  die  Flächen  ooP  zum  Durchschnitte 
kommen,  so  dass  daselbst  eine  verticale  Kante  entsteht,  die  auch 
wieder  durch  die  Flächen  des  Prismas  ooP2  stumpfer  gemacht  oder 
durch  die  Flächen  ooPoo  gerade  abgestumpft  sein  kann.  An  den 
Enden  der  Makrodiagonale  trägt  die  von  oo  P  gebildete  verticale 
Kante  oben  und  unten  kleine  Flächen  von  Poo  und  erscheint  auch 
öfter  noch  durch  die  Fläche  ooPoo  abgestumpft. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  stimmen  in  der  Art  ihres  Wachs- 
thums  mit  denen  der  vorhergehenden  überein,  wie  dies  für  einen 
Theil  die  infolge  des  Auftretens  der  Flächen  ooPoo  nach  der  Richtung 
der  Makrodiagonale  verlängert  erscheinende  Gestalt  nachweist,  für 
einen  anderen  Theil  aber  daraus  sich  ergiebt,  dass  bei  etwas  unvoll- 
kommener Bildung  eine  Zusammensetzung  aus  einzelnen  Individuen 
parallel  der  Makrodiagonale  durch  die  Auflösung  in  Spitzen   an  den 
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Enden  dieser  Diagonale  so  wie  durch  daselbst  auftretenden  treppen- 
artigen Bildungen  sichtbar  wird. 

Was  nun  das  elektrische  Verhalten  dieser  Krystalle  betrifft,  so 
lässt  sich  dasselbe  aus  der  für  die  erste  Gruppe  angegebenen  Ver- 
keilung leicht  herleiten. 

Mit  dem  Verschwinden  der  von  £Poo  gebildeten  horizontalen 
Kanten  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  verschwindet  daselbst 
auch  die  negative  Polarität  und  an  ihrer  Stelle  tritt  auf  den  von  ooP 
gebildeten  verticalen  Kanten  die  positive  auf.  Die  negative  Elektri- 
cität zieht  sich  auf  die  von  diesen  Kanten  entfernteren  Theile  der 
Flächen  ±Poo  und  die  Flächen  OP  zurück;  auf  den  letzteren  ist  als 
Gompensation  für  die  vergrösserte  Ausdehnung  der  positiven  Spannung 
auf  den  Seitenflächen,  soweit  die  bisherigen  Untersuchungen  reichen, 
die  bei  vollständigen  Kry stallen  der  ersten  Gruppe  in  der  Mitte  beob- 
achtete positive  Elektricität  durch  die  negative  unterdrückt  worden. 

Auf  den  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  gebildeten  verticalen 
Kanten  bleibt  entweder  die  negative  Spannung,  welche  daselbst  bei 
den  vollständigen  Krystallen  der  ersten  Gruppe  auftritt,  noch  in 
geringer  Ausdehnung  sichtbar,  oder  diese  Kanten  erscheinen  unelek- 
trisch und  selbst  schwach  positiv.  Hiermit  in  Uebereinstimmung 
nimmt  auf  den  vollkommen  ausgebildeten  Seitenflächen  ooP  die  posi- 
tive Elektricität  von  den  Enden  der  Makrodiagonale  nach  den  Enden  der 
Brachydiagonale  hin  an  Intensität  zu  (vergl.  Krystall  Nr.  17, 19  u.  21). 

4 

a)  Krystall  von  Horzowitz. 
Krystall  Nr.  17. 

Fig.  17  A  und  B  stellen  die  beiden  Projectionen  dieses  Kry- 
stalles,  und  Fig.  17  D  und  D  die  Netze  der  an  den  Enden  der  Ma- 
krodiagonale gelegenen  Flächen  oo  P  und  oo  P  2  in  halber  linearer 
Grösse  dar.  Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  1 7  stammt 
von  Horzowitz  und  gleicht  dem  zuletzt  beschriebenen  der  ersten  Gruppe 
Nr.  16  in  der  Beschaffenheit  seiner  Masse  so  vollständig,  dass  beide 
wohl  derselben  Grube  entnommen  sind.  Der  Krystall  Nr.  17  ist 
ringsum  ausgebildet  und  ziemlich  vollkommen.  Nur  auf  der  Fläche 
oo  P  3  haben  sich  nach  dem  linken  Ende  hin  kleinere  Schwerspath- 
platten,   zum  Theil   in   nicht  ganz  paralleler  Stellung*  aufgelegt,   und 
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auf  der  unteren  Seite  treten  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
mehrere  Absätze  oder  treppenförmige  Bildungen  auf. 

Die  hauptsächliche  Begrenzung  bilden  die  Flächen  OP,  £Poo 
und  ooP;  dazu  treten  noch  kleine  Flächen  Poo,  die  auf  allen  Ab- 
sätzen wiederkehren;  sodann  erscheint  auf  der  hinteren  Seite  rechts 
eine  grosse  vertical  gestreifte  Fläche  ooP2,  während  am  vorderen 
Ende  der  Brachydiagonale  die  beiden  Flächen  der  Gestalt  ooP2  nur 
eine  sehr  schmale  Zustumpfung  der  von  ooP  gebildeten  verticalen 
Kante  bilden. 

Auf  den  Flächen  OP  finden  sich  die  negativen  Maxima  in  der 
Nähe  der  nach  der  hinteren  und  der  rechten  Seite  hin  liegenden  Rän- 
der; die  schwache  negative  Spannung  an  den  vorderen  Rändern 
hängt  mit  der  Verbreitung  der  positiven  Spannung  über  die  vorderen 
Flächen  |Poo  zusammen.  Die  negative  Elektricität  auf  den  verticalen 
Kanten  am  Ende  der  Makrodiagonale  nimmt  infolge  der  unvollkonim- 
neren  Bildung  auf  der  unteren  Seite  von  oben  nach  unten  an  Inten- 
sität ab. 

b)   Krysiall  unbekannten  Fundortes, 
Krystall  Nr.  18. 

Den  Fundort  dieses  Krystalles,  dessen  Netz  Fig.  1 8  D  in  natür- 
licher Grösse  darstellt,  vermag  ich  aus  seiner  äusseren  Beschaffenheit 
nicht  zu  bestimmen.  Die  Masse  desselben  ist  weisslich  grau  und 
fast  durchsichtig.  Auf  der  unteren  Seite  löst  er  sich  an  beiden  Enden 
der  Makrodiagonale  in  mehrere  Spitzen  auf.  Am  hinteren  Ende  der 
Brachydiagonale  ist  er  zum  Theil  verbrochen,  zum  Theil  mangelhaft 
ausgebildet;  am  vorderen  Ende  desselben  treffen  die  beiden  Flächen 
ooP  in  einer  nur  sehr  kurzen  Kante  zusammen. 

Wie  die  Zeichnung  Fig.  1 8  nachweist,  ist  an  dem  vorderen  aus- 
gebildeten Ende  der  Brachydiagonale  die  negative  Polarität  ver- 
schwunden, die  positive  beherrscht  dort  die  Kante  und  die  kleinen 
Flächen  £Poo,  so  dass  sie  selbst  noch  schwach  auf  die  untere  Fläche 
0  P  übergreift.  An  den  beiden  Enden  der  Makrodiagonale  besteht 
ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle  die  negative  Spannung 
noch  fort. 
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c)  Kryslalle  van  Felsöbanya. 

Die    nachfolgenden   drei    Kryslalle,    oder  vielmehr  Bruchstücke 

^r-  19,  20  und  24    sind  einer  sehr  schönen    aus  Felsöbanya  stam- 

^snden  und  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörigen  Druse 

^tnommen.      Die  Figuren  19,    20  und  21    stellen   die   beiden  Pro- 

l^ctionen  in  natürlicher  Grösse  dar;  neben  die  Projection  A  sind  die 

seitlichen  Krystallflächen  ooP  und  Durchgangsflachen  [ooP]  gezeichnet. 

Ihre  Masse   ist   farblos    und    theilweise  völlig   klar    und   durchsichtig, 

teilweise   aber   auch  rissig  und  etwas  trübe.     Sie  werden  begrenzt 

von  den  Gestalten  0P,  ooP,  iPoo,  ooPoo,   Poo  und  ooPoo.     Die 

Flachen  ooPoo   zeigen   oft  eine  beträchtliche  Ausdehnung,   während 

sie  in  anderen  Fällen    nur   als   schmale  Abstumpfung   auftreten ;    sie 

besitzen   einen  geringeren  Glanz  als  die  umliegenden  Flächen  l^oo, 

ooP  und  0P. 

In  elektrischer  Beziehung  sind  die  Flächen  0  P  negativ  und  die 
Krystallflächen  ooP  positiv  (mit  wachsender  Stärke  von  den  Enden 
der  Makrodiagonale  gegen  die  Enden  der  Brachydiagonale  hin). 

Krystall  Nr.  49. 

Von  den  verticalen  Seitenflächen  sind  als  Krystallflächen  voll- 
ständig ausgebildet  die  Flächen  ooP,1  und  ooP  2,  und  die  hintere 
Fläche  <x> Poo.  Die  Fläche  <x>P,3  ist  sehr  mangelhaft  vorhanden. 
Die  vordere  Fläche  ooPoo  zeigt  blos  am  oberen  Rande  einen  schmalen 
ebenen  Streifen,  während  der  grössere  untere  mit  Gruben  ver- 
sehene Theil  schief  nach  hinten  geht.  Der  Krystall  hat  mit  dem  • 
linken  Ende  der  Makrodiagonale  angesessen. 

Auf  der  oberen  Fläche  0P  liegt  ein  kleiner  dünner  Krystall  in 
nicht  genau  paralleler  Stellung  mit  dem  grossen;  seine  Makrodiago- 
nale  steigt  nach  rechts  und  seine  Brachydiagonale  nach  vorn. 

Der  grosse  farblose  Krystall  wird  von  einer  durch  die  Mitte 
mit  den  Flächen  ooP,1  und  ooP  3  parallel  gelegten  Ebene  in  zwei 
in  Betreff  ihrer  Durchsichtigkeit  verschiedene  Hälften  getheilt;  die 
nach  vorn  und  rechts  gelegene  Hälfte  ist  klar  und  durchsichtig,  die 
nach  hinten  und  links  gelegene  aber  trübe  und  kaum  durchscheinend. 

Krystall  Nr.  20. 
Der  Krystall  ist  parallel  mit  der  Fläche  ooP4   (in  der  Richtung 
des  mit  ihr  parallelen  Durchganges)  abgebrochen;  es  ist  daher  unter 
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den  Seitenflächen  nur  die  Fläche  ooP  2  vollständig  vorhanden,  ooP  1 
und  ooP, 3   werden  auf  der   linken  Seite   von  dem  Durchgange  be- 
grenzt; ausserdem  ist  ooP  3,  ebenso  wie  die  hintere  Fläche  ooPoo 
nur  unvollkommen  ausgebildet. 

Die  Seitenfläche  ooP, 4,  auf  welcher  die  negative  Spannung  auf- 
tritt, ist,  wie  zuvor  angegeben,  keine  Krystallfläche ,  sondern  ein 
Durchgang. 

Krystall  Nr.  24. 

Der  Krystall  Nr.  21  ist  auf  der  linken  Seite  theils  in  dem  mit 
oo  P  3  parallelen  Durchgange ,  theils  unregelmässig  abgebrochen. 
Unter  den  Seitenflächen  ist  also  nur  die  Fläche  ooP,i  vollständig 
vorhanden,  ooP  2  und  ooP  4  sind  nur  Theile  von  Krystallflächen. 
Am  vordem  Ende  der  Brachydiagonale  liegt  ausser  kleinen  Flächen 
J^Poo  auch  eine  kleine  Fläche  ooPoo,  und  an  dem  rechten  Ende 
der  Brachydiagonale  ausser  kleinen  Flächen  Poo  auch  noch  eine 
kleine  Fläche  ooPoo. 

y.    Dritte  Gruppe,   mit  horizontalen  Kanten  an  den« Enden  der  Makro-  und 

Brachydiagonale. 

Bei  den  Krystallen  dieser  Gruppe  treten  die  Flächen  ooP  nur 
in  geringer  Grösse  auf,  und  schneiden  sich  daher  weder  an  den 
Enden  der  Makrodiagonale,  noch  auch  der  Brachydiagonale.  An 
den  Enden  der  Makrodiagonale  bilden  vielmehr  die  Flächen  Poo  eine 
horizontale  Kante,  die  öfter  wieder  durch  eine  Fläche  ooPoo  abge- 
stumpft wird;  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegt  gleichfalls 
eine  horizontale  Kante,  entweder  durch  den  Durchschnitt  der  Flächen 
iPoo  wie  in  der  ersten  Gruppe,  oder  durch  den  Durchschnitt  der 
Flächen  Poo  gebildet.  Mit  dem  in  grösserer  Ausdehnung  erfolgenden 
Auftreten  der  Flächen  Poo  vermindert  sich  die  Grösse  der  Flächen 
OP  und  zwar  meistens  bis  zum  gänzlichen  Verschwinden. 

Je  nach  dem  Fehlen  oder  dem  Vorhandensein  grösserer  Flächen 
OP  lassen  sich  die  Krystalle  dieser  Gruppe  in  zwei  Unterabtheilungen 
zerlegen. 

aa)    Krystalle,    bei    denen    die    Flächen    OP   ganz    fehlen 

oder  nur  sehr  klein  sind. 

Aus  dieser  Unterabtheilung  lagen  mir  vier  Krystalle  vor:  drei 
aus  Przibram,  dem  Prager  Museum  gehörig,  und  einer  aus  Runder- 
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roth  in  Westphalen,  der  Freiberger  Sammlung  angehörend.  Alle 
vier  sind  vollkommen  wasserhell  und  durchsichtig,  und  stellen  in  der 
Richtung  der  Makrodiagonale  verlängerte  Säulen  vor,  die  sämmtlich 
an  dem  linken  Ende  dieser  Diagonale  abgebrochen  sind.  An  dem 
rechten  sehr  gut  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  finden  sich 
die  Flachen  Poo,  ooP,  P  und  00P00  in  verschiedener  Grösse. 
Parallel  mit  der  Makrodiagonale  laufen  die  Flachen  Poo,  £Poo  und 
bisweilen  auch  sehr  schmale  Flachen  0P. 

Die  Figuren  22,  23  und  24  stellen  in  A  und  B  die  Projectionen 
der  drei  Przibramer  Kry stalle  in  natürlicher,  und  in  C  die  Netze  der- 
selben in  doppelt  linearer  Vergrösserung  dar. 

Die  von  der  Form  der  ersten  Gruppe  abweichende  Bildung  an 
den  Enden  der  Makrodiagonale,  wo  infolge  des  Durchschnittes  der 
Flächen  Poo  eine  horizontale  durch  eine  Flache  ooPoo  mehr  oder 
weniger  abgestumpfte  Kante  entsieht,  bedingt  an  dieser  Stelle  eine 
Abweichung  von  dem  elektrischen  Verhalten  jener  Krystalle:  auf 
dieser  abgestumpften  horizontalen  Kante  erscheint  positive  Elektri- 
cität, wahrend  in  der  ersten  Gruppe  die  daselbst  befindliche  verticale 
Kante  negativ  war.  Im  Uebrigen  stimmt  aber  die  elektrische  Ver- 
theilung  auf  den  vorliegenden  Krystallen  mit  der  auf  analogen  Bruch- 
slücken der  ersten  Gruppe  beobachteten  überein. 

Ist  das  Bruchstück  nur  kurz  (Nr.  22),  so  erscheint  (analog  wie 
auf  dem  früheren  Krystalle  Nr.  8)  auf  der  oberen  und  unteren  Seite 
auf  den  Flächen  £  P  oo  und  der  von  ihnen  an  Stelle  von  0  P  gebil- 
deten Kante  nur  die  negative  Elektricität,  die  sich  auch  über  den 
grössten  Theil  der  Flächen  Poo  ausbreitet,  so  dass  nur  die  am  Ende 
der  Makrodiagonale  von  den  Flächen  Poo  gebildete  und  durch  ooPoo 
abgestumpfte  Kante  nebst  den  unmittelbar  ihr  anliegenden  Theilen 
der  Flachen  Poo,  wie  bereits  zuvor  angegeben,  positive  Elektricität 
besitzt.  Auf  der  vorderen  und  hinteren  Seite  dringt  die  positive 
Elektricität  von  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  über 
die  Flächen  Poo  und  die  von  ihnen  gebildete  horizontale  Kante  vor, 
und  es  nimmt  die  Intensität  dieser  positiven  Spannung,  ebenso  wie 
bei  den  Bruchstücken  der  ersten  Gruppe,  von  dem  ausgebildeten 
Ende  der  Makrodiagonale  gegen  das  verbrochene  hin  ab. 

Ist  das  Bruchstück  länger  (Nr.  23  und  24),  so  tritt  (analog  wie 
hei  den  früheren  Krystallen  Nr.  5  und  6)  die  eben  beschriebene  Ver- 
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theilung  nur  auf  der  am  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale 
liegenden  (also  in  den  Zeichnungen  A  rechten)  Hälfte  ein,  während 
auf  der  linken  Hälfte  oben  und  unten  (d.  h.  auf  den  Flächen  £Poo 
und  der  von  ihnen  gebildeten  Kante  oder  der  daselbst  noch  vor- 
handenen kleinen  Fläche  0P)  positive,  und  auf  den  Flächen  Poo, 
sowie  auf  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante  negative 
Elcktricität  erscheint. 

Die  Bruchflächen  am  linken  Ende  sind  entweder  ganz  positiv 
(analog  wie  bei  Nr.  8)  oder  zeigen  bei  längeren*  Bruchstücken  nur 
in  dem  mittleren  grösseren  Theile  positive,  auf  den  an  die  horizon- 
talen von  P  oo  gebildeten  horizontalen  Kanten  liegenden  Theilen 
dagegen  negative  Spannungen  (analog  wie  Nr.  5,  7,  12  und  14). 

Da  der  Krystall  von  Ründerroth  den  Przibramern  in  elektrischer 
Beziehung  genau  gleicht,  so  wird  die  Abbildung  der  drei  Przibramer 
Krystalle  zum  Nachweise  der  obigen  Angaben  genügen. 

Krystall  Nr.  22. 

Die  Fläche  ooPoo  am  rechten  Ende  der  Makrodiagonale  ist  nur 
schmal;  am  linken  Ende  zeigt  die  Bruchfläche,  obwohl  sie  nahe 
parallel  mit  der  Fläche  oo  P,  4  verläuft ,  einen  schön  muscheligen 
Bruch  und  nur  dicht  an  der  von  den  vorderen  Flächen  Poo  gebil- 
deten horizontalen  Kante  ist  ein  wenig  von  dem  Durchgange  ooP 
sichtbar. 

Krystall  Nr.  23. 

Auf  der  oberen  Seite  findet  sich  eine  schmale  Fläche  0  P ;  auf 
der  unteren  erscheint  diese  Fläche  nur  auf  dem  Absätze  in  der 
Nähe  des  ausgebildeten  Endes  der  Makrodiagonale.  Die  an  diesem 
Ende  befindliche  Fläche  ooPoo  ist  breiter  als  beim  vorhergehenden 
Krystalle. 

Krystall  Nr.  24. 

Die  Flächen  0  P  sind  bei  diesem  Krystalle  vollständig  ver- 
schwunden ;  die  Fläche  oo  P  oo  a  mausgebildeten  Ende  der  Makro- 
diagonale ist  schmäler  als  bei  Nr.  23,  aber  breiter  als  Nr.  22. 
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ßß)  Krystalle,  auf  denen  die  Flächen  0P  in  beträcht- 
licherer Grösse  auftreten. 
Das  elektrische  Verhalten  gestaltet  sich  etwas  verschieden,  je 
nachdem  bei  den  zu  dieser  Unterabtheilung  gehörigen  Krystallen  die 
Flächen  ooP  in  massig  grosser  oder  nur  in  sehr  geringer  Ausdehnung 
auftreten. 

q)   Krystalle  mit  massig  grossen  Flächen  ooP. 

Die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  diesen  Krystallen  gleicht  im 
Ganzen  der  auf  entsprechenden  kurzen  Bruchstücken  der  ersten  Gruppe 
beobachteten.  Die  positive  Spannung  verbreitet  sich  von  den  Flächen 
oo  P  über  die  von  den  Flächen  ±  P  oo  (oder  P  oo)  gebildete  Kante 
und  die  grössten  Theile  dieser  Flächen;  die  negative  erstreckt  sich 
von  den  Flächen  OP  in  abnehmender  Stärke  über  die  Flächen  Poo, 
so  daßs  die  von  diesen  Flächen  Poo  gebildete  horizontale  Kpnte  ent- 
weder in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  noch  negativ  ist,  oder  in  ihrer 
Mitte  unelektrisch  (wie  bei  Krystall  Nr.  26)  oder  selbst  (wie  bei 
Kry stall  Nr.  25)  positiv  erscheint. 

a)   Krystalle  von  Przibram. 

Es  standen  mir  zwei  an  dem  linken  Ende  der  Makrodiagonale 
verbrochene  Krystalle  zu  Gebote.  Beide  zeigen  in  ihrer  Gestaltung 
dieselbe  Eigentümlichkeit :  legt  man  nämlich  durch  die  von  den 
Flächen  Poo  am  rechten  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale 
erzeugte  horizontale  Kante  eine  mit  OP  parallele  Ebene,  so  theilt 
diese  die  Krystalle  in  zwei  horizontale  Platten,  von  denen  die  obere 
sechs-  bis  achtmal  dicker  ist,  als  die  untere.  Bei  dem  Krystalle 
Nr.  25  sieht  die  untere  Fläche  0  P  matt  aus,  als  hätte  sie  angelegen ; 
bei  dem  Krystalle  Nr.  26  ist  sie  dagegen  vollkommen  glänzend. 

Die  Masse  beider  Krystalle  ist  in  dem  mittleren  mit  der  Makro- 
diagonale  parallelen  Streifen  bräunlich,  und  wird  nach  dem  vorderen 
und  hinteren  Rande  zu  farblos.  Bei  dem  Krystalle  Nr.  25  ist  die 
Durchsichtigkeit  dieser  weisslichen  Ränder  geringer  als  die  der 
bräunlichen  Mitte. 

Krystall  Nr.  25. 
Die  Fig.  25  A  und  B  stellen  die  beiden  Projectionen,  D  das  Netz 
der  am  rechten  Ende  (1er  Makrodiagonale  gelegenen  Flächen  oo  P  und 

Abhandl.  d,  K.  S.  UeselUch.  d.  WiMensch.  XV.  %\ 
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£  P  2,  und  E  die  Bruchfläche  am  linken  Ende  in  halber  linearer  Grösse 
dar.  An  diesem  linken  Ende  ist  der  dem  Berliner  Museum  gehörige 
Krystall  von  einer  unebenen,  ungefähr  dem  Durchgange  ooPoo  ent- 
sprechenden FlUche  begrenzt;  am  rechten  ausgebildeten  Ende  finden 
sich  die  Flachen  der  Pyramide  jj  P  2.  Die  elektrischen  Spannungen 
sind  ziemlich  stark. 

Krystall  Nr.  26. 

Dieser  Krystall,  welcher  Fig.  26  in  natürlicher  Grösse  abgebildet 
ist,  wird  auf  der  linken  Seite  von  zwei  mit  ooP  parallelen  Durch- 
gängen begrenzt.  Am  Ende  der  Brachydiagonale  finden  sich  aussei 
\  Poo  auch  kleine  Flächen  Poo. 

b)  Krystall  von  Marienberg. 
Krvstall  Nr.  27. 
Fig.  27  C  stellt  das  Netz  des  Krystalles  in  natürlicher  Grösse  dar. 
Der  vorliegende  Krystall  hat  ein  ganz  anderes  Aussehen  als  der 
Krystall  Nr.  11  ;  während  Nr.  1 1  rauchgrau  und  nur  durchscheinend 
ist,  zeigt  der  Krystall  Nr.  27  eine  gelbliche  Färbung  und  ziemliche 
Durchsichtigkeit;  jedoch  wird  er  nach  dem  linken  verbrochenen  und 
von  zwei  mit  oo  P  parallelen  Durchgängen  begrenzten  Ende  hin 
undurchsichtig.     Die  elektrische  Erregung  ist  stark. 

V)  KrystaUe  mit  kleinen  Flächen  ooF. 
Während  bei  den  vorhergehenden  Kry stallen  die  positive  Elek- 
tricität  auf  den  Flächen  oo  P  hinreichenden  Raum  für  ihre  Entwickelung 
fand,  und  deshalb  die  von  den  Flächen  Poo  an  den  Enden  der  Makro- 
diagonale gebildete  horizontale  Kante  nebst  diesen  Flächen  Poo  fast 
ganz  negativ  blieb,  tritt  bei  den  jetzt  vorliegenden  Krystallen,  wo  die 

* 

Flächen  oo  P  klein  sind  und  bisweilen  fast  ganz  verschwinden,  die  posi- 
tive Polarität  (ebenso  wie  bei  den  Krystallen  Nr.  22,  23  und  2i, 
wo  die  Flächen  ooP  gleichfalls  nur  eine  sehr  geringe  Ausdehnung 
besitzen,)  mehr  oder  weniger  auf  die  von  den  Flächen  Poo  gebildete 
Kante,  sowie  auf  diese  Flächen  selbst  über;  sie  dringt  ferner,  eben- 
falls wie  bei  den  Krystallen  Nr.  22,  23  und  24  mehr  oder  weniger 
auf  den  von  den  Flächen  f  Poo  gebildeten  horizontalen  Kanten  und 
auf  diesen  Flächen  selbst  vor. 

Eigenthümliche  Störungen  in  der  Regelmässigkeit  der  elektrischen 
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,  Qfcilung  treten  bei  mehreren  der  zu  dieser  Unterabtheilung 
f  r*gen  Przibramer  Krystallen  (wie  Nr.  30  und  31)  auf,  indem 
^n  Flächen  0P  die  negative  Elektricität  nicht,  wie  bei  den 
WtWgehenden  Krystallen,  von  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makro- 
diagonale nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  ab-,  sondern  zunimmt; 
öfter  sind  die  an  dem  ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  ge- 
legenen Theile  dieser  Flächen  sogar  positiv,  und  zeigen  erst  weiter 
nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  negative  Spannung.  Auch  auf 
einzelnen  Flächen  |  Poo  zeigen  sich  gewisse  Abweichungen  von  der 
bisher  beobachteten  elektrischen  Vertheilung,  indem  positive  Zonen 
in  die  sonst  negativen  Stellen  eindringen,  und  auch  wohl  eine  ganze 
Fläche  \  Poo  positiv  erscheinen  lassen. 

a)  Krystalle  van  Felsöbanya. 

Krvstall  Nr.  28. 

« 

Die  Zeichnungen  Fig.  28  A  und  ß  stellen  die  beiden  Projectionen 
in  natürlicher  Grösse  dar.  Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Kry- 
stall  Nr.  28  ist  ringsum  ausgebildet  und  besteht  hauptsächlich  aus 
zwei  parallel  der  Makrodiagonale  verwachsenen  Individuen,  von  denen 
jedoch  das  kleinere  wieder  mehrfach  zusammengesetzt  ist.  Seine 
Masse  ist  graulich  weiss  und  durchscheinend,  mit  weisslichen  den 
Flächen  ooP  3  und  ooP,4  parallelen  Streifen. 

Auf  der  vorderen  Seite  besitzen  die  Flächen  ooP*)  noch  eine 
massige  Grösse,  und  mit  diesem  Umstände  hängt  die  negative  Pola- 
rität auf  den  Flächen  Poo,  wie  sie  namentlich  auf  den  vorderen 
Theilen  der  Flächen  Poo  am  rechten  Ende  erscheint,  zusammen. 

Krystall  Nr.  29. 
Die  Abbildung  Fig.  29  ist  in  natürlicher  Grösse  ausgeführt. 
Der  Fundort  dieses  Krystallbruchstückes  war  nicht  angegeben;  das- 
selbe kann  aber  nach  seiner  ganzen  Beschaffenheit,  für  welche  be- 
sonders die  eingesprengten  Theilchen  von  Realgar  charakteristisch 
sind,  nur  von  Felsöbanya  stammen.  Seine  Masse  ist  kaum  durch- 
scheinend; sein  linkes  Ende  uneben  verbrochen. 


*)  Neben  den  linken  Flächen  ooP  liegt  noch  eine  Fläche  von  ooP| 

2** 
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b)  Krysialle  von  Przibram. 
Die  Masse  der  betreffenden  Krystalle,  die  wahrscheinlich  mit 
Nr.  25  und  26  aus  derselben  Grube  stammen,  ist  im  Innern  gelb- 
bräunlich und  unrein,  wird  aber  nach  den  Rändern  hin  farbloser 
und  durchsichtiger.  Es  mag  die  Abbildung  zweier  derselben  genügen; 
beide  Abbildungen  geben  die  natürlichen  Dimensionen. 

Krystall  Nr.  30. 
Das  linke  Ende  dieses  Kr y Stalles  ist  auf  der  hinteren  Hälfte  von 
einer  ziemlich  ebenen  dem  Durchgange  oo  P  oo  parallelen  Fläche,  auf 
der  vorderen  Seite  von  einer  weniger  ebenen  dem  Durchgange  ooP 
parallelen  Fläche  begrenzt.  Da  die  Flächen  ooP  am  rechten  ausge- 
bildeten Ende  nur  klein  sind,  so  nimmt  die  positive  Elektricitdt  die 
Flächen  Poo  nebst  den  benachbarten  Theilen  der  Flächen  4-P00  ein. 
Auf  die  eigeüthümliche  elektrische  Vertheilung,  welche  die  beiden 
Krystalle  Nr.  30  und  31  zeigen,  habe  ich  schon  oben  S.  305  auf- 
merksam gemacht. 

Krystall  Nr.  3*. 
Am  linken  verbrochenen  Ende   ist  der  Krystall  von   einer  un- 
ebenen mit  dem  Durchgange  00  P  4  parallelen  Fläche  begrenzt. 

B.   Zweite  Abtheilung. 

Die  Krystalle  der  vorhergehenden  ersten  Abtheilung  stellen  mei- 
stens in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  mehr  oder  weniger  ver- 
längerte Säulen  dar,  haben,  wenn  sie  nicht  ringsum  ausgebildet 
sind,  mit  dem  einen  Ende  der  genannten  Diagonale  am  Gesteine  auf- 
gesessen, lösen  sich  an  den  Enden  eben  dieser  Axe  gewöhnlich  in 
mehrere  Schneiden  auf  und  erscheinen  aus  zwei  oder  mehreren 
parallel  derselben  verwachsenen  Individuen  zusammengesetzt.  Unter 
den  Krystallen  der  jetzt  zu  behandelnden  zweiten  Abtheilung  erscheint 
dagegen  eine  grosse  Zahl  (Krystalle  von  Dufton  und  aus  der  Auvergne 
als  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  sehr  beträchtlich  verlängerte 
Säulen,  die,  wenn  sie  nicht  ringsum  ausgebildet  sind,  mit  dem  einen 
Ende  der  Brachydiagonale  angewachsen  waren.  Ein  anderer  Theil 
der  zu  dieser  Abtheilung  gehörenden  Krystalle  stellt  zwar  nahe  oder 
vollkommen  rhombische  Tafeln  dar;  dieselben  zeigen  aber  gleichfalls 
ein   in  der  Richtung   der  Brachydiagonale  erfolgtes  Wachsthum:   es 
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liegt  entweder  der  Ansatzpunkt  noch  deutlich  an  dem  einen  Ende 
dieser  Diagonale  (Nr.  37),  oder  es  lösen  sich  die  Krystalle  an  den 
Enden  derselben  in  oft  sehr  zahlreiche  Spitzen  auf  oder  es  finden 
sich  daselbst  wiederholte  Absätze,  während  die  Enden  der  Makro- 
diagonale rein  und  vollkommen  ausgebildet  sind  (Nr.  33,  38,  39,  40, 
12  und  44).  Nur  in  einigen  aus  der  Auvergne  stammenden  Kry- 
stallen  (Nr.  68 — 72)  erscheint  eine  nach  der  Makrodiagonale  ver- 
längerte Säulenform ;  doch  lässt  sich  auch  bei  ihnen  (vergl.  S.  325) 
eine  gleiche  Beschaffenheit,  wie  bei  den  übrigen  Krystallen  dieser 
Abtheilung  nachweisen. 

Charakteristisch  für  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Kry- 
stallen der  ersten  Abtheilung  ist  das  Vorherrschen  der  negativen 
Polarität  auf  den  Flächen  0P;  bei  den  ringsum  ausgebildeten  Kry- 
stallen erscheint  höchstens  in  der  Mitte  dieser  Flächen  eine  positive 
Zone  von  geringer  Ausdehnung;  bei  kurzen  Bruchstücken  fehlt  die- 
selbe gänzlich,  bei  längeren  tritt  sie  meistens  nur  in  der  Nähe  des 
verbrochenen  Endes  auf  den  genannten  Flächen  (oder  den  an  ihre 
Stelle  getretenen  Kanten)  auf,  und  bildet  nur  in  wenigen  Krystallen 
(Nr.  5,  16,  23  und  24)  eine  etwas  grössere  Zone.  Auf  den  Flächen 
oo  P  wächst  die  positive  Elektricität  von  dem  Ende  der  Makro- 
diagonale nach  dem  Ende  der  Brachy diagonale  hin. 

In    der    jetzt    zu    behandelnden    zweiten    Abtheilung    herrscht 
dagegen   auf  den  Flächen  OP  (oder   den   an   ihre  Stelle  getretenen 
Kanten)    die    positive  Elektricität   vor.      Andererseits  zeigt  sich   auf 
den  seitlichen  Flächen  ooP   die   negative   Polarität    stärker    und   in 
anderer  Weise  vertheilt  als  auf  den  Krystallen  der  ersten  Abtheilung; 
sie  wächst  auf  ihnen  in  der  Richtung  von  der  Makrodiagonale  nach 
der   Brachydiagonale.      Es    haben    also    diese  Flächen  oo  P    in    der 
zweiten  Abtheilung  durch  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale 
ein«  andere  Beschaffenheit  angenommen  als  in  der  ersten,   wo  das 
Wachsthum   nach   der  Makrodiagonale   stattfand.     Durch   diese  Um- 
stände erhält  die  gesammte  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den  Kry- 
stallen der  zweiten  Abtheilung  einen  anderen  Charakter  als  auf  den 
Krystallen  der  ersten.     Es   kann,   wie  sich  später  zeigen  wird,   der 
Unterschied   in  der   elektrischen  Vertheilung  auf  den  Krystallen  der 
beiden  Abtheilungen  so  weit  gehen,  dass  auf  entsprechenden  Flächen 
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von  Krystallen  der   ersten   und  der  zweiten  Abtheilung  gerade  ent- 
gegengesetzte Elektricitäten  beobachtet  werden. 

Ich  werde  die  Krystalle  dieser  zweiten  Abtheilung  in  zwei 
Gruppen  trennen,  1)  in  solche  von  vollkommen  oder  sehr  nahe 
rhombischem  Querschnitte,  und  2)  in  solche,  welche  die  Form  von 
Säulen  oder  von  mehr  oder  weniger  dicken  rectangulären  Tafeln 
besitzen. 


er.   Krystalle  von  nahe  rhombischem  Querschnitte. 

a)  Krystalle  von  Töplüz. 

Die  Schwerspathkrystalle  von  Töplitz  stellen  eine  Combination 
der  Gestalten  OP,  ooP,  iPoo,  Poo  und  Poo  dar.  Ihre  Masse  ist 
gelblichbraun,  von  geringer  Durchsichtigkeit. 

Unter  den  fünf  von  mir  untersuchten  Krystallen  ist  nur  einer 
(Nr.  32)  ringsum  ziemlich  vollkommen  ausgebildet ;  die  übrigen 
vier  (Nr.  33  —  36)  zeigen  eine  eigentümliche  Bildung:  es  liegt 
nämlich,  wie  auf  den  angeschlagenen  Durchgangsflächen  sichtbar 
wird,  innerhalb  der  gelblichbraunen  Masse  ein  gelblichweisser  un- 
durchsichtiger Kern,  dessen  Begrenzungsflächen  bei  drei  Krystallen 
den  äusseren  Krystallflächen  genau  parallel  laufen,  bei  dem  vierten 
(Nr.  35)  aber  in  ihrer  Richtung  etwas  abzuweichen  scheinen. 

Ein  vollkommen  ausgebildeter  Krystall  dieses  Fundortes  (Nr.  32) 
zeigt  zwar  im  Allgemeinen  dieselben  elektrischen  Pole,  wie  wir  solchfc 
auf  den  vollständigen  Krystallen  von  Przibram  (Nr.  1 — 4)  beobachtet 
haben,  jedoch  mit  den  schon  zuvor  angegebenen  Modificationen. 

Die  Flächen  0  P  (Fig.  32)  sind  fast  gänzlich  positiv  und  es  ver- 
breitet sich  auch  diese  positive  Spannung  mehr  oder  weniger  auf 
die  anliegenden  Theile  der  Flächen  Poo;  dagegen  findet  sich  auf 
den  Flächen  £Poo  und  Poo  an  den  Enden  der  Brachydiagonale, 
ferner  auf  den  an  N  den  Enden  der  Makrodiagonale  von  den  Flächen 
Poo  gebildeten  horizontalen  Kanten  nebst  den  Flächen  Poo  oder 
wenigstens  ihren  an  diese  Kanten  grenzenden  Theilen,  sowie  auf 
dem  grössten  Theile  der  Krystallflächen  ooP  negative  Elektricttät ; 
nur  auf  den  in  der  Nähe  der  eben  bezeichneten  Kanten  gelegenen 
Theilen  der  Flächen  ooP  erscheint  noch  positive  Polarität  in  geringer 
Ausdehnung  und  Stärke.     Sowohl  die  Enden  der  Makrodiagonale  als 
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auch  die  Enden  der  Brachydiagonale  sind  also,  ebenso  wie  bei  den 
zuvor  bezeichneten  Przibramer  Krystallen  negativ. 

Unter  den  unvollständigen  Krystallen  zeigt  Nr.  33  noch  deutlich 
die  treppenförmige  Bildung  an  dem  Ende  der  Brachydiagonale,  und 
gleicht  daher  auch  in  seiner  elektrischen  Vertheilung  dem  Krystalle 
Nr.  32.  Dagegen  ist  an  den  drei  übrigen,  allerdings  nur  sehr  unvoll- 
ständigen Bruchstücken  das  eine  vorhandene  Ende  der  Brachydiago- 
nale vollkommen  gebildet,  und  Nr.  35  zeigt  sogar  eine  Verlängerung 
nach  der  Makrodiagonale.  Diese  Bruchstücke  scheinen  also  in  die 
Form  der  ersten  Abtheilung  überzugehen  und  dem  entspricht  auch 
ihre  elektrische  Vertheilung:  auf  den  Flächen  0P  wird  die  positive 
Elektricität  zurückgedrängt  und  kommt  bei  kürzeren  Bruchstücken 
auch  wohl  gar  nicht  mehr  zur  Erscheinung;  dagegen  sind  die  Flächen 
oo  P  wieder  positiv  und  es  verbreitet  sich  diese  positive  Polarität  auch 
über  die  Flächen  4  Poo  und  Poo  an  dem  ausgebildeten  Ende  der 
Brachydiagonale. 

Die  Krystalle  Nr.  34,  35  und  36  hätten  daher  sowohl  nach  ihrer 
Bildung  als  auch  nach  ihrer  elektrischen  Vertheilung  in  die  erste  Ab- 
theilung gestellt  werden  sollen;  ich  mochte  sie  aber  von  dem  Krystalle 
Nr.  33,  welcher  ihnen  in  der  Beschaffenheit  seiner  Masse  völlig 
gleicht,  nicht  trennen,  um  den  Uebergang  der  elektrischen  Verthei- 
lung deutlicher  hervortreten  zu  lassen.  Auf  Nr.  32  erscheint  die 
positive  Elektricität  auf  den  Flächen  00  P  nur  schwach  in  der  Nähe 
der  makrodiagonalen  Enden;  auf  Nr.  33  hat  sie  sich  schon  weiter 
ausgedehnt,  und  auf  Nr.  34,  35  und  36  verbreitet  sie  sich  über  die 
ganzen  Flächen  00 P  und  selbst  über  die  Flächen  £Poo  und  Poo. 

Als  einer  dieser  Krystalle  (Nr.  36)  parallel  dem  Durchgange  OP 
in  der  Mitte  zersprengt  wurde,  so  zeigten  die  beiden  Durchgangs- 
flachen OP  (Fig.  36  /und  K)  negative  Elektricität.  Auf  den  angeschlagenen 
Durchgängen  00  P  tritt  vorzugsweise  positive  Spannung  auf. 

Krystall   Nr.  32. 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  Krystall  Nr.  32  ist  ringsum 
ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  am  mangelhaftesten  erscheinen  die 
untere  Fläche  OP  und  die  Fläche  00P  3.  Fig.  32  C  stellt  sein  Netz 
in  natürlicher  Grösse  dar. 
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Krystall  Nr.  33. 
Der  Krystall  Nr.  33,  dessen  Netz  Fig.  33  C  nur  in  halber  linearer 
Grösse  gezeichnet  worden,  ist  an  Stelle  der  Fläche  oo  P,  3  von  einem 
mit  ihr  parallelen  Durchgange  begrenzt;  die  Fläche  ooP  4  ist  man- 
gelhaft ausgebildet.  In  der  Zeichnung  stellt  das  Rechteck  aß  yd  auf 
dem  Durchgange  ooP  3  den  Umriss  des  oben  erwähnten  gelblich- 
weissen  Kernes  dar.  Auf  der  unteren  Fläche  0  P  und  auf  der  Fläche 
ooP,2  liegt  eine  undurchsichtige  dünne  Platte  von  hellerer  Farbe  als 
die  übrige  braungelbe  Masse  des  Krystalles. 

Krystall  Nr.  34. 
Die  Flächen  ooP,2  und  ooP  3  sind  Durchgänge;  die  Fläche  ooP  4 
ist  theils  verbrochen,  theils  sehr  mangelhaft  ausgebildet.  Das  Rechteck 
aßy  d  in  den  Durchgangsflächen  oo P, 2  und  oo P, 3  deutet  den  innern 
undurchsichtigen  Kern  an;  er  dringt,  wie  die  Zeichnung  in  der  Fläche 
ooP2  nachweist,  ungefähr  3mm  tief  ein.  Das  Netz  ist  in  Fig.  34  C 
in  natürlicher  Grösse  entworfen. 

Krystall  Nr.  35. 
Die   untere  Fläche  0P  dieses  Krystalles   ist  mangelhaft  ausge- 
bildet;  die  Flächen  ooP  2    und  ooP  3   sind   etwas   unebene  Durch- 
gangsflächen.    Fig.  35  C  stellt  das  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Krystall  Nr.  36. 

Der  Krystall  Nr.  36  war  nur  am  vorderen  und  am  rechten  Ende 
theil weise  ausgebildet;  Fig.  36  A  und  B  stellt  ihn  in  seinen  beiden 
Projectionen  dar;  die  mit  H  bezeichneten  seitlichen  Flächen  sind 
unebene  Bruchflächen. 

Er  ward  zunächst  in  der  Richtung  aß  nach  dem  Durchgange 
ooP,3  zersprengt;  die  an  dem  vorderen  grössern  Stücke  entstandene 
Durchgangsfläche  ooP  3  (Fig.  36  F)  war  fast  ganz  positiv;  die  am 
kleineren  Stücke  entstandene  Durchgangsfläche  oo  P,  1  (Fig.  36  G) 
dagegen  in  ihrem  grössten  Theile  negativ. 

Darauf  wurde  das  vordere  Stück  in  seiner  Mitte  parallel  dem 
Durchgange  0P  zersprengt;  beide  so  entstandenen  Durchgangsflächen 
0P  (/  am  oberen,  K  am  unteren  Stücke)  waren  negativ  und  zwar 
mit  Bezug  auf  die  Projection  A  in  abnehmender  Stärke  nach  rechts 
und  nach  hinten  zu. 
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b)  Krystalle  von  Felsöbanya. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  werden  hauptsächlich  von  den  Flächen 
OP  und  ooP  begrenzt;  nur  untergeordnet  treten  die  Gestalten  £Poo, 
Poo,  00P00  und  00P00  auf.  Ihre  Masse  ist  weisslich-  oder  gelblich- 
grau gefärbt  und  mehr  oder  minder  durchsichtig. 

Auf  ringsum  ausgebildeten  Krystallen  wird  folgende  elektrische 
Verkeilung  beobachtet:  die  grossen  Flachen  OP  sind  positiv,  und 
zwar  nimmt  die  positive  Spannung  von  der  Mitte  nach  den  Rändern 
hin  ab.  Dagegen  zeigen  die  Flächen  00  P  gewöhnlich  überall  nega- 
tive Elektricität,  deren  Intensität  von  den  Enden  der  Makrodiagonale 
nach  den  Enden  der  Brachydiagonale  hin  wächst;  auch  greift  diese 
negative  Elektricität  zum  Theil  an  den  Rändern  auf  die  Flächen 
OP  über. 

Ist  ein  solcher  Krystall  an  den  Seiten  verbrochen,  so  findet 
sich  auf  den  Flächen  OP  in  der  Nähe  der  verbrochenen  Ränder 
starke  positive  Spannung;  die  durch  den  Bruch  entstandenen  Durch- 
gangsflächen 00  P  bleiben  je  nach  ihrer  Lage  zum  vollständigen  Kry- 
stalle entweder  negativ  oder  gehen  mehr  oder  weniger  ins  Positive 
über;  dabei  ändert  sich  die  elektrische  Spannung  auf  diesen  Durch- 
gangsflächen in  der  Weise,  dass  sie  in  negativem  Sinne  von  den 
Enden  der  Makrodiagonale  nach  den  Enden  der  Brachydiagonale 
hin  wächst. 

Andererseits  habe  ich  aber  Krystallbruchstücke  (Nr.  43)  beobachtet, 
bei  denen  die  ausgebildeten  Krystallflächen  00  P  zum  grössten  Theile 
positiv  sind,  und  nur«  auf  den  in  der  Nähe  der  Enden  der  Makrodia- 
gonale gelegenen  Theilen  sammt  den  daselbst  befindlichen  Flächen  Poo 
negative  Elektricität  auftritt.  Eben  diese  negative  Polarität  erscheint 
dann  auch  auf  den  an  die  Krystallflächen  00  P  grenzenden  Rändern 
der  Flächen  OP  in  etwas  grösserer  Ausdehnung  als  bei  Krystallen, 
wo  die  Flächen  00 P  negativ  sind.  Der  übrige  Theil  der  Flächen  OP 
bleibt  positiv,  und  zwar  in  wachsender  Spannung  gegen  die  ver- 
brochenen Ränder  hin.  Auf  den  durch  Bruch  entstandenen  Durch- 
gangsflächen 00  P  nimmt  die  positive  Elektricität  ab  und  geht  mehr 
oder  weniger  in  die  negative  über. 

Wird  ein  Krystall  dieser  Gruppe  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem 
Durchgange  OP  zersprengt,  so  zeigen  beide  Durchgangsflächen  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  negative  Polarität. 
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Krystall   Nr.  37. 

Der  ringsum  ausgebildete  Krystall  Nr.  37,  dessen  beide  Pro- 
jectionen  Fig.  37  in  halber  Grösse  gezeichnet  sind,  trägt  am  hinteren 
Ende  der  Brachydiagonale  noch  ein  Bruchstuck  des  Gesteins,  an 
welchem  er  festgesessen  hat.  Der  mittlere  Theil  desselben  erscheint 
durch  eine  von  dem  Anheftungspunkte  ausgehende  strahlige  Impräg- 
nation mit  feinem  Grauspiessglanzerze  nahezu  schwärzlichgrau,  wäh- 
rend der  umliegende  Rand  farblos  und  ziemlich  durchsichtig  ist;  aber 
auch  der  mittlere  Theil  ist  in  seiner  Masse  ebenso  farblos  und  durch- 
sichtig, und  erhält  das  eben  beschriebene  Aussehen  nur  durch  die 
inliegenden  schwärzlichen  Nadeln. 

Die  obere  Fläche  0  P  zeigt  einen  stärkeren  Glanz  als  die  untere, 
und  besitzt,  wohl  im  Zusammenhange  damit,  auch  eine  stärkere 
positive  Spannung  als  die  untere. 

Krystall   Nr.  38. 

Die  vier  folgenden  Krystalle  sind  von  einer  und  derselben  Druse 
abgebrochen  worden.  Das  Netz  Fig.  38  und  die  Projection  Fig.  41 
sind  in  natürlicher,  die  beiden  Netze  39  und  40  aber  in  halber 
linearer  Grösse  gezeichnet  worden. 

Der  Krystall  Nr.  38  ist  ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt, 
mit  Ausnahme  der  Fläche  oo  P,  2 ,  welche  von  einem  Durchgange 
gebildet  wird. 

Krystall  Nr.  39. 

Auch  der  Krystall  Nr.  39  war  von  Krystallflächen  begrenzt, 
nur  bildete  an  Stelle  der  Fläche  ooP,2  eine  un regelmässige  Bruch- 
fläche mit  ansitzenden  fremden  Krystallmassen  die  Begrenzung.  Die 
untere  Fläche  0P  und  die  Flächen  ooP  1  und  ooP  3  zeigen  Ein- 
drücke von  anderen  Krystallen. 

In  Fig.  39  C  sind  die  Beobachtungen  an  dem  Krystalle  in  dem 
eben  beschriebenen  Zustande  eingetragen.  Später  wurde  derselbe  in 
der  Richtung  aß  parallel  dem  Durchgange  ooP  zersprengt.  Fig.  39 F 
stellt  die  an  dem  grösseren  und  Fig.  39  G  die  an  dem  kleineren  Stücke 
entstandene  Durchgangsfläche  mit  den  auf  ihnen  beobachteten  elek- 
trischen Spannungen  dar.  Die  mit  gleichen  Buchstaben  bezeichneten 
Punkte  haben  vor  der  Zersprengung  auf  einander  gelegen.  Auf  der 
Fläche  F  nimmt  die  negative  Spannung  von  ßß'  gegen  aa,  und  auf 
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der  Fläche  G  von  ad  gegen  ß(?  hin  zu.  Auf  beiden  Durchgangs- 
flächen wächst  also  die  negative  Intensität  in  der  Richtung  von  dem 
•  Ende  der  Makrodiagonale  nach  dem  Ende  der  Brachydiagonale,  wie 
dies  auch  auf  den  unverletzten  Krystallflächen  stattfindet;  denn  wäh- 
rend die  Kante  ad  am  grojssen  Stück  am  Ende  der  Brachydiagonale 
liegt,  tritt  die  gleiche  Kante  ad  am  kleinen  Stück  an  das  Ende  der 
Makrodiagonale. 

Krystall  Nr.  40. 
Dieser  Krystall  ist  auf  der  linken  Seite  unregelmässig  verbrochen ; 
die  drei  vorhandenen  Flächen  ooP  sind  Krystallflächen.    Die  Flächen 
OP  zeigen  Eindrücke  anderer  Krystalle. 

Krystall   Nr.  41. 
An  dem  Krystallbruchstücke  Nr.  41  waren  nur  die  beiden  Flächen 
OP  und   die   eine  Seitenfläche,  ooT  2,   Krystallflächen;   die   übrigen 
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seitlichen  Begrenzungen  wurden  theils  von  Durchgängen,  theils  von 
unregelmässigen  Bruchflächen  gebildet. 

In  Fig.  41  A  ist  nur  die  Ansicht  der  oberen  Fläche  OP  nebst  der 
auf  ihr  beobachteten  elektrischen  Vertheilung  abgebildet. 

Der  Krystall  wurde  später  in  seiner  Mitte  parallel  mit  OP  zer- 
sprengt; die  beiden  entstandenen  Durchgangsflächen  zeigten  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  negative  Spannungen. 

Krystall  Nr.  42. 
Die  Masse  dieses  Krystallös  ist  gelblicher  als  die  der  vorher- 
gehenden und  kaum  durchscheinend.  Fig.  42  stellt  ihn  wegen  seiner 
ausserordentlichen  Grösse  nur  in  ±  linearer  Grösse  dar.  Er  ist 
ringsum  von  Krystallflächen  begrenzt,  mit  Ausnahme  der  Fläche  oo  P  3, 
welche  von  einem  sehr  ebenen  Durchgange  gebildet  wird;  ausser- 
dem ist  die  Fläche  oo  P,  4  mangelhaft  ausgebildet.  Bei  a  ist  ein 
anderer  Schwerspathkrystall  eingewachsen.  Das  eine  an  der  rechten 
Seite  vorhandene  Enrfe  der  Makrodiagonale  ist  vollkommen  ausge- 
bildet, während  beide  Enden  der  Brachydiagonale  äusserst  zahlreiche 
Spitzen  und  Absätze  zeigen. 

Krystall   Nr.  43. 
Die  Masse  dieses  Bruchstückes,  dessen  Netz  Fig.  43  C  in  halber 
Grösse  dargestellt  ist,  kommt  in  ihrer  Farbe  den  oben  beschriebenen 
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Krystallen  Nr.  38  bis  41  nahe,  ist  aber  nur  durchscheinend.  Die  Be- 
grenzung wird  von  Krystal  Mächen  gebildet  mit  Ausnahme  der  Flächen 
ooP,3  und  ooP,4,  welche  durch  Spaltung  entstanden  sind. 

Auf  der  unteren  Fläche  OP  ist  am  Rande  nach  den  Flächen  ooP,1 
und  ooP  2  hin  die  negative  Elektricität  stärker  ausgebreitet  als  auf 
der  oberen.  Während  bei  den  vorhergehenden  Krystallen  auf  den 
Flächen  ooP  die  negative  Elektricität  in  der  Richtung  von  dem  Ende 
der  Makrodiagonale  nach  dem  Ende  der  Brachydiagonale  wuchs, 
nimmt  auf  der  Fläche  ooP  1  des  vorliegenden  Krystalles  die  positive 
Spannung  in  derselben  Richtung  ab,  was  also  eine  Aenderung  der 
elektrischen  Intensität  auf  diesen  Flächen  in  gleichem  Sinne  darstellt. 
Auf  den  Durchgangsflächen  ooP,3  und  ooP  4  tritt  die  negative  Elek- 
tricität in  ziemlicher  Ausdehnung  hervor. 

Das  Fig.  43  C  abgebildete  Bruchstück  war  durch  Zerspringen 
eines  grösseren  Krystallbruchstückes  entstanden ;  ein  dabei  gebildetes 
zweites  Bruchstück  (in  der  Fig.  43  mit  F  bezeichnet)  von  nahe  rhom- 
bischem Querschnitte  hatte  in  der  Länge  a  ß  an  dem  Fig.  43  C 
gezeichneten  Bruchstücke  angesessen.  Da  dieses  zweite  Bruchstück 
nahe  der  Mitte  des  Krystalles  angehörte,  so  zeigten  beide  an  ihm 
befindliche  Krystallflächen  OP  eine  starke  positive  Spannung,  die 
auch  an  den  Rändern  sich  erhielt.  Später  zersprang  dieses  zweite 
Bruchstück  F  ungefähr  in  seiner  Mitte  parallel  mit  OP;  die  beiden 
so  entstandenen  Durchgangsflächen  OP  zeigten  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung negative  Polarität. 

c)  Krystall  von  Przibram. 
Krystall  Nr.  44. 

Auch  in  Przibram  finden  sich  Krystalle  von  derselben  Form, 
wie  die  eben  beschriebenen;  sie  stimmen  in  ihrer  elektrischen  Ver- 
theilung  mit  den  vorhergehenden  Nr.  38 — 42  .überein. 

Der  Krystall  Nr.  44,  dessen  Netz  Fig.  44  C  in  natürlicher  Grösse 
darstellt,  gehört  dem  Prager  Museum;  er  ist  graulich  und  kaum 
durchscheinend.  Seine  äussere  Begrenzung  wird  überall  von  Kry- 
stallflächen gebildet,  mit  Ausnahme  von  ooP  3,  welche  durch  Spal- 
tung entstanden  ist. 
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ß.    Säulenförmige  oder  rectangulare  tafelförmige  Ery  stalle. 
a)  Krystalle  von  Dufton  in  England. 

Die  Krystalle  von  Dufton  sind  theils  farblos  und  dann  oft  sehr 
rein  und  durchsichtig,  theils  mehr  oder  weniger  rauchgrau  und 
wenig  durchsichtig  oder  nur  durchscheinend.  In  grosser  Ausdehnung 
treten  bei  ihnen  die  Flächen  OP,  Poo  und  4- Poo  auf,  denen  sich 
meistens  nur  in  geringer  Grösse  die  Flächen  ooP,  Poo,  iPoo  und 
ooPoo  anschli essen. 

Bei  rechtwinklig  tafelförmigen  Krystallen  (Nr.  53)  sind  öfter  die 
rechten  und  linken  Ränder  (an  den  Enden  der  Makrodiagonale)  in  zahl- 
lose mehr  oder  weniger  feine  Spitzen  aufgelöst ;  infolge  dessen  erscheinen 
die  Flächen  ooP  und  £Poo  völlig  matt.  Von  dieser  Bildung  zeigen 
sich  auch  bei  grösseren  säulenförmigen  Krystallen  *)  noch  Andeutungen 
in  dem  mehr  oder  weniger  gekerbten  Zustande  der  von  den  Flächen 
Poo  gebildeten  Kanten  oder  der  sie  abstumpfenden  Flächen  ooßoo. 

Oben  S.  278  habe  ich  bereits  erwähnt,  dass  die  ringsum  ausge-   • 
bildeten  Krystalle  dieses  Fundortes  häufig  an  den  Enden  der  Brachy- 
diagonale  eine  verschiedene  Gestaltung  zeigen. 

Die  elektrischen  Vorgänge  gestalten  sich  auf  den  Dufloner  Kry- 
stallen sehr  einfach:  die  Flächen  OP  und  ein  mehr  oder  weniger 
grosser  Theil  der  Flächen  £  P  oo  sind  positiv ;  dagegen  erscheinen  die 
durch  die  Flächen  ±  P  oq  oder  Poo  an  dem  gut  auskrystallisirten 
Ende  der  Brachydiagonale  gebildeten  horizontalen  Kanten  sammt  den 
anliegenden  Theilen  der  Flächen  £Poo  oder  Poo  negativ;  und  eben 
diese  negative  Polarität  findet  sich  meistens  auch,  jedoch  nur  in 
sehr  geringer  Stärke,  auf  den  Flächen  des  Brachydomas  Poo.  Nur 
bei  tafelförmigen  Krystallen,  und  namentlich,  wenn  die  an  den  Enden 
der  Makrodiagonale  liegenden  horizontalen  Kanten  in  zahlreiche  Spitzen 
aufgelöst  sind  (Krystall  Nr.  53),  zeigt  sich  auf  diesen  Kanten  die  nega- 
tive Elektricität  in  stärkerem  Grade.  Treten  bei  solchen  Krystallen 
die  matten  Flächen  ooP  in  nicht  zu  geringer  Grösse  auf,  so  erscheint 
auf  ihnen  die  positive  Elektricität  mit  ziemlich  grosser  Intensität, 
während  bei  den  säulenförmigen  Krystallen  die  Flächen  ooP  in  das 
Bereich  der  negativen  Polarität  gezogen  werden. 


*\     «2 


)  Siehe  oben  S.  278. 
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Wird  ein  ziemlich  dicker  Duftoner  Krystall  parallel  mit  dem 
Durchgange  0  P  so  gespalten ,  dass  das  eine  Stück  nur  eine  geringe 
Dicke  besitzt,  so  erscheint  an  diesem  Stücke  die  Durchgangsfläche  OP 
negativ;  die  Durchgangsfläche  an  dem  grossen  Stücke  dagegen,  welche 
an  der  eben  zuvor  genannten  Durchgangsfläche  des  kleinen  Stückes 
angelegen  hatte,  behält  noch  die  positive  Elektricität ,  wie  solche 
sich  auf  der  Krystallfläche  OP  findet.  Hat  die  Spaltung  parallel 
OP  mehr  nach  der  Mitte  des  Krystalles  stattgefunden,  so  zeigt  sich 
die  Durchgangsfläche  am  kleineren  Stücke,  wie  vorhin,  negativ;  an 
dem  grösseren  dagegen  ist  sie  entweder  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
ebenfalls  negativ  oder  zeigt  an  der  vorderen  Seite  des  ausgebildeten 
Endes  noch  eine  positive  Zone. 

Werden  an  einem  ziemlich  dicken  Krystalle  auf  der  hinteren 
Seite  die  Durchgänge  ooP  angeschlagen,  so  erscheinen  die  Durch- 
gangsflächen nebst  der  von  ihnen  gebildeten  verticalen  Kante  positiv; 
bei  tafelförmigen  Krystallen  dagegen  zeigten  sich  diese  Durchgänge 
bei  einigen  negativ,  bei  anderen  positiv,  was  wohl  mit  ihrer  Lage 
im  ganzen  Krystalle  zusammenhängt. 

Krystall   Nr.  45. 
Die  Form   dieses   in   natürlicher  Grösse   abgebildeten   Krystalles 
ist  bereits  oben  S.  279  genauer  beschrieben  worden, 

Krystall   Nr.   46. 
Auch  die  Gestalt  dieses  Krystalles  findet  sich  oben  S.  278  naher 
angegeben.     Die  Zeichnungen  steifen  ihn  in  halber  Grösse  dar. 

Krysta*ll   Nr.  47. 

Die  genauere  Beschreibung  seiner  Form  s.  oben  S.  279.  Die 
Projectionen  sind  Fig.  47  in  halber  Grösse  ausgeführt  worden. 

Auf  dem  mangelhaft  ausgebildeten  Theile  der  unteren  Fläche  OP 
zeigt  sich  negative  Elektricität. 

Krystall   Nr.  48. 
Der  Fig.  48  ebenfalls  in  halber  Grösse   abgebildete  Krystall    ist 
ringsum    ausgebildet  mit  Ausnahme  des  hinteren  Endes  der  Brachy- 
diagonale,  wo  sich  eine  unebene  Bruchfläche  //  findet. 
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Krystall  Nr.  49. 

Ein  Krystall  von  ungefähr  6™  Länge,  2cm  Breite  und  2°"  Dicke 
zersprang  bei  sehr  starkem  Erhitzen  in  einige  grössere  und  zahllose 
kleinere  Stücke.  Die  grösseren  Stücke  wurden  einer  genauen  Unter- 
suchung unterworfen,  und  ich  lasse  hier  die  Resultate  der  auf  den 
Durchgangsflächen  OP  bei  vier  derselben  gemachten  Beobachtungen 
folgen.  Zuvor  sei  noch  bemerkt,  dass  der  Krystall  vor  seinem  Zer- 
springen die  auf  den  früher  beschriebenen  Krystallen  Nr.  45  —  48 
beobachtete  elektrische  Vertheilung  zeigte;  es  waren  also  die  Kry- 
stallflächen  OP  positiv,  ebenso  der  grösste  Theil  der  Flächen  jPoo; 
negative  Elektricitiit  fand  sich  nur  an  dem  vorderen  Ende  der  Bra- 
chydiagonale  auf  den  schmalen  Flächen  Poo  und  der  von  ihnen 
gebildeten  Kante ;  auf  den  Flächen  P  oo  waren  nur  Spuren  von 
negativer  Spannung  wahrzunehmen,  und  bei  einem  Versuche,  durch 
sehr  starke  Erhitzung  diese  Spannung  zu  steigern,  zersprang  der 
Krystall. 

1)  Auf  der  oberen  Seite  war  am  vorderen  Ende  eine  2,5mm  dicke 
und  17mm  lange  Platte  abgesprungen;  dieselbe  trug  oben  die 
Krystallfläche  OP,  vorn  die  Fläche  £Poo,  an  den  Seiten  die 
Flächen  Poo  und  war  unten  von  dem  mit  OP  parallelen  Durch- 
gange begrenzt.  Die  obere  Krystallfläche  OP  nebst  der  vor- 
deren Fläche  £  P  oo  waren  positiv,  die  untere  Durchgangsfläche 
OP  aber  negativ. 

2)  Ebenso  verhielt  sich  ein  gleichgestaltetes  Stück,  das  auf  der 
unteren  Seite,  gleichfalls  am  vorderen  Ende,  aus  der  Fläche  0  P 
herausgesprungen  war. 

3)  Ein  drittes  grösseres  Stück  von  \  2mm  Dicke  gehörte  ebenfalls  dem 
vorderen  Ende  der  Brachydiagonale  an;  Fig.  49  stellt  seine 
Protection  (von  oben  gesehen)  nebst  den  auf  dieser  Seite 
beobachteten  elektrischen  Spannungen  dar.  Am  vorderen  Ende 
trug  es  noch  die  von  den  Flächen  Poo  gebildete  Kante.  Auf 
der  unteren  Seite  wurde  es  von  einer  Durchgangsfläche  OP 
begrenzt.  Die  obere  Fläche  OP  war  eine  Durchgangsfläche, 
von  welcher  sich  das  oben  unter  1  beschriebene  Stück  abge- 
löst  hatte.  Die  obere  Durchgangsfläche  0  P,  welche  also  2,5mm 
unter  der  ursprünglichen  Krystallfläche  gelegen   hatte,   zeigte 
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sich  positiv;  die  untere  Durchgangsfläche  OP  war  dagegen  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 

Später  wurde  dieses  Stück  nochmals  parallel  dem  Durch- 
gange OP  zersprengt;  die  obere  Platte  hatte  5mm,  die  untere 
7mm  Dicke.  Die  untere  Durchgangsfläche  am  oberen  Stücke 
war  überall  negativ,  die  obere  Durchgangsfläche  am  unteren 
Stücke  dagegen  noch  überall  positiv. 
4)  Auf  der  oberen  Seite  des  ursprünglichen  Krystalles  war  ferner 
am  hinteren  Ende  ein  11,5mm  dickes  und  25mm  langes  Stück 
abgesprungen ;  oben  trägt  dasselbe  also  die  Krystallfläche  0  P, 
sowie  seitlich  die  Krystallflächen  Poo;  auf  der  unteren  Seite 
wird  es  von  dem  mit  OP  parallelen  Durchgange  begrenzt.  Die 
.obere  Krystallfläche  OP  ist,  wie  sonst,  positiv,  die  untere 
Durchgangsfläche  OP  dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
\      negativ. 

Krystall  Nr.  50. 

Ein  6,5cm  langer,  2,7CB  breiter  und  1,8°*  dicker  Krystall  zer- 
sprang  parallel  mit  dem  Durchgange  OP  in  zwei  Stücke;  das  obere 
war  H™,  das  untere  7™  dick.  An  dem  oberen  dickeren  Stücke 
zeigte  sich  die  untere  Durchgangsfläche  OP,  welche  Fig.  50 F  in 
halber  Grösse  darstellt,  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv; 
nur  nach  hinten  zu  trat  eine  schmale  negative  Zone  auf.  Die 
obere  Durchgangsfläche  OP  an  dem  unteren  nur  7mm  dicken  Stücke 
(Fig.  50  G)  war  dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  negativ. 

Krystall   Nr.  5*. 

An  einem  sehr  klaren  Krystalle  von  4cm  Länge  und  2ca  Dicke, 
der  die  gewöhnliche  elektrische  Vertheilung  der  Duftoner  Krystalle 
zeigte,  wurden  zuerst  die  beiden  Durchgänge  ooP  auf  der  hinteren 
Seite  angeschlagen,  so  dass  der  Krystall  noch  eine  Länge  von  2,7cm 
behielt;  beide  Durchgänge  sammt  der  von  ihnen  gebildeten  verticalen 
Kante  waren  positiv. 

Darauf  wurde  der  Krystall  parallel  mit  dem  Durchgange  OP 
zersprengt;  das  obere  Stück  war  8mm,  das  untere  12mm  dick;  die 
Durchgangsfläche  OP  auf  der  unteren  Seite  des  oberen  Stückes 
(Fig.  51  F)  zeigte  überall  negative,  dagegen  die  obere  Durchgangs- 
fläche OP  am  unteren  dickeren  Stücke  (G)  nur  auf  dem  hinteren 
Theile  negative,  auf  dem  vorderen  aber  positive  Elektricität. 
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Krystall   Nr.  53. 

Ein  6,5*"»  langer,  3,5cn  breiter  und  2,5CB  dicker  Krystall,  dessen 
Projection  von  oben  gesehen,  in  Fig.  52  A  in  halber  Grösse  abgebildet 
ist,  war  an  dem  vorderen  Ende  der  Brachydiagonale  vollständig,  am 
hinteren  aber  nur  unvollkommen  ausgebildet;  er  hatte  daselbst  theil- 
weise  angesessen,  theils  war  ein  anderer  Krystall  in  ihn  eingedrungen. 
Er  wurde  nach  der  punktirt  gezeichneten  Linie  uß  zerbrochen;  die 
einige  Absätze  enthaltenden  Bruchflächen  wurden  von  dem  Durch- 
gange ooP  gebildet.  Die  Bruchfläche  an  dem  vorderen  Stucke  war 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv,  die  andere  am  hinteren  Stücke 
befindliche  zum  grössten  Theile  negativ;  nur  auf  ihrer  rechten  Seite 
in  der  Nähe  von  ß)  zeigte  sich  positive  Elektricität. 

Krystall   Nr.  5.'*. 

Die  Zeichnungen  Fig.  534  und  B  stellen  den  flachen  tafelförmigen 
krvslall  Nr.  53  in  halber  Grösse  dar.  Auf  dem  rechten  und  linken  Rande 
sind  die  Flächen  P  oo  in  zahlreiche  feine  Spitzen  aufgelöst,  der  Krystall 
erscheint  gewissermassen  aus  feinen,  der  Makrodiagonale  parallelen 
Pasern  zusammengesetzt;  infolge  dieser  Bildung  sind  die  beiden  Kry- 
slallflächen  ooP  1  und  ooP  4  so  wie  die  vonleren  Flächen  £Poo  matt. 
Die  mit  ooP,2  und  ooP  3  parallelen  Flächen  sind  ebene  Durchgänge. 
Die  Flächen  OP,  besonders  die  untere,  sind  an  manchen  Theilen, 
namentlich  infolge  des  Anliegens  anderer  Schwerspathmassen ,  man- 
gelhaft ausgebildet. 

Die  Masse  des  Krystall  es  ist  farblos  und  durchsichtig.  Die  elek- 
trische Erregung  ist  beträchtlich  stärker  als  auf  den  übrigen  Kry- 
stallen  dieses  Fundortes  und  eben  dies  gilt  auch  von  anderen  der- 
selben Krystalldruse  entnommenen  Bruchstücken. 

Während  bei  dem  Fig.  53  abgebildeten  Kry stalle  die  Durchgänge 
oo  P  auf  der  hinteren  Seite  negativ  waren,  fanden  sich  dieselben  an 
einem  anderen  ähnlichen  Bruchstücke  zum  grössten  Theile  positiv. 

b)  Krystall  von  Freibery. 

Krystall   Nr.  54. 
Der  Fig.  54  in  natürlicher  Grösse  abgebildete,  dem  Berliner  Mu- 
seum gehörige  Krystall   ist  am   hinteren   Ende   der  Brachydiagonale 
verbrochen,   und  stellt  eine  Kombination  von'OP,   frPoo,  Poo,  Poo, 

AbluAdl.  d.  K.  S.  G«w«ltsch.  d.  Wissensch.  XV.  g£ 


320  W.  G.  Hankbl,  [50 

• 

00P00,  ooP  und  P  dar;  doch  finden  sich  die  Flächen  ooP  und  P 
nur  auf  der  linken  Seite  des  vorderen  Endes.  Auf  der  rechten  Seite 
zeigt  die  vordere  Hälfte  der  horizontalen  Kante  des  Brachydomas  Poo 
eine  Kerbung,  ähnlich  wie  sie  zuvor  bei  mehreren  Duftoner  Krystallen 
beschrieben  worden.  J)ie  farblose  Masse  dieses  Kry Stalles  ist  am 
hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  etwas  trüblich,  entwickelt  sich 
aber  nach  dem  vorderen  ausgebildeten  Ende  hin  zu  hoher  Klarheit 
und  Durchsichtigkeit. 

Auf  den  Flächen  Poo  tritt  die  negative  Elektricität  in  etwas 
grösserer  Stärke  als  bei  vielen  Duftoner  Krystallen  auf. 

c)  Krystalle  aus  der  Auvergne. 

Die  Krystalle  aus  der  Auvergne  lassen  sich  der  Form  nach  in 
drei  Gruppen  theilen,  die  jedoch  in  ihrem  elektrischen  Verhalten 
nicht  verschieden  sind.  Bei  allen  ringsum  ausgebildeten  Krystallen 
dieses  Fundortes  liegen  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Makro- 
diagonale positive,  und  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  negative 
Zonen. 

a)  Krystalle  mit  rectangulärem  basischen  Querschnitte. 

Die  Krystalle  dieser  ersten  Gruppe  werden  fast  nur  von  den 
Flächen  der  Gestalten  £Poö,  Poo  und  auch  wohl  0P  begrenzt;  in 
den  meisten  Fällen  treten  jedoch  die  Flächen  OP  sehr  zurück  oder 
fehlen  auch  gänzlich.  Alle  Krystalle  besitzen  in  der  Richtung  der 
Brachydiagonale  eine  grössere  Ausdehnung  als  in  der  Richtung  der 
Makrodiagbnale,  und  zeigen  sehr  gewöhnlich,  wie  schon  oben  S.  281 
erwähnt,  darin  eine  mangelhafte  Ausbildung,  dass  neu  angesetzte 
Schichten  sich  nicht  gleichförmig  über  die  ganze  Oberfläche,  sondern 
nur  an  bestimmten  Stellen  aufgelagert  haben.  Vorzugsweise  finden 
sich  solche  Auflagerungen  an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale, 
welche  dieses  Ende  wie  ein  Schuh  umgeben;  aber  auch  auf  den 
Flächen  des  Brachydomas  Poo  finden  sich  grössere  oder  kleinere 
aufgelagerte  Platten  bis  zur  Dicke  von  2mm.  Häufig  treten  dann  auf 
diesen  Auflagerungen  die  Flächen  OP,  ooP  und  Poo  hervor. 

Die  Farbe  dieser  Krystalle  ist  graugelb  oder  gelblichbraun, 
wenig  durchsichtig  bis  schwach  durchscheinend.  Sämmtliche  Kry- 
stalle  dieser  Gruppe   mit  Ausnahme  von  Nr.  61   sind   in   natürlicher 
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Grösse  dargestellt;  Fig.  61  zeigt  dagegen  den  betreffenden  Kry stall 
nur  in  halber  Grösse. 

In  elektrischer  Beziehung  sind  die  Flächen  OP  und  Poo  positiv, 
die  Flächen  £  Poo  negativ ;  es  verbreitet  sich  aber  die  negative  Elek- 
tricität  öfter  noch  über  die  den  Flächen  des  Makrodomas  \  P  00 
benachbarten  Theile  des  Brachydomas  Poo.  Ein  Mal  fand  sich  auch 
in  der  Mitte  der  einen  horizontalen  Kante  dieses  Brachydomas  Poo 
(s.  Krystall  Nr.  59)  eine  abgesonderte  negative  Zone. 

Tritt  an  dem  einen  Ende  der  Brachy diagonale  ausser  dem  Ma- 
krodoma  £ Poo  auch  noch  das  Makrodoma  Poo  (s.  Krystall  Nr.  56 
und  57)  auf,  so  zeigt  das  Ende,  wo  nur  die  Flächen  £Poo  sich 
finden,  eine  stärkere  negative  Elektricität  als  das  andere,  wo  die 
Flächen  beider  Makrodomen  vorhanden  sind. 

Eine  mangelhafte  Ausbildung  des  einen  Endes  der  Brachydia- 
gonale  schwächt  daselbst  ebenfalls  die  negative  Polarität  (Krystall 
Nr.  60).  Werden  an  dem  hinteren  verbrochenen  Ende  eines  in  der 
Richtung  der  Brachydiagonale  ziemlich  langen  Krystalles  die  mit 
00 P  2  und  00 P  3  parallelen  Durchgänge  angeschlagen,  so  erscheinen 
diese  Durchgangsflächen  (Krystall  Nr.  62  und  63)  noch  grossentheils 
negativ;  doch  treten  auch  bereits  positive  Stellen  auf,  und  zwar  in 
um  so  grösserer  Ausdehnung,  je  näher  die  Durchgangsflächen  dem 
ausgebildeten  Ende  der  Makrodiagonale  liegen. 

Bildet  bei  einem  kurzen  Bruchstücke,  welches  vorn  die  Flächen 
jPoo  trägt,  am  hinteren  Ende  nur  eine  mit  00 P  parallele  Durch- 
gangsfläche die  Begrenzung,  so  erscheint  diese  Fläche  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  positiv.  Wird  ein  am  hinteren  Ende  der  Dia- 
gonale angewachsen  gewesener  Krystall  in  seiner  Mitte  nach  einem 
mit  00 P  parallelen  Durchgange  zerbrochen,  so  zeigt,  im  Einklänge 
mit  dem  eben  Angeführten,  die  am  hinteren  Ende  des  vorderen 
Stuckes,  welches  das  ausgebildete  Ende  der  Makrodiagonale  trägt, 
entstandene  Durchgangsfläche  00 P  positive,  dagegen  die  an  dem  hin- 
teren Stücke  durch  diesen  Bruch  hervorgetretene  Durchgangsfläche 
negative  Elektricität. 

Als  ein  Auvergner  Krystall  dieser  Gruppe  (Nr.  63)  parallel  dem 
Durchgänge  OP  in  zwei  Stücke  von  sehr  verschiedener  Dicke  zer- 
sprengt wurde,  so  besass  die  am  dünneren  Stücke  entstandene  Durch- 
gangsfläche OP  negative,  die  am  dickeren  entstandene  aber  positive 

22* 
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Elektrizität.  Ging  die  Spaltungsfläche  (Nr.  64;  näher  durch  die  Mitte, 
so  dass  der  Unterschied  in  der  Dicke  beider  Stücke  geringer  wurde, 
so  zeigte  die  Spaltungsfläche  OP  an  dem  etwas  dickeren  Stücke  fast 
überall  positive  Elektricität ;  nur  an  dem  vorderen  Ende  Rieben  der 
Krystallfläche  £  Poo)  erschien  eine  schmale  Zone  negativer  Elektri- 
cität; auf  der  entsprechenden  Durchgangsfläche  des  dünneren  Stückes 
erweiterte  sich  diese  negative  Zone  bis  zur  Mitte,  so  dass  nur  der 
hintere  Theil  positive  Spannung  darbot. 

Krystall   Nr.  55. 

Der  Krystall  Nr.  55  gehört  der  Freiberger  Sammlung ;  seine 
untere  Fläche  0  P  ist  infolge  unvollkommener  Ausfüllung  durch  einen 
von  den  Flächen  $  P  oo  gebildeten  einspringenden  Winkel  in  zwei 
ziemlich  gleich  grosse  Hälften  getrennt.  Veranlasst  ist  diese  Bildungs- 
vveise  wahrscheinlich  durch  einen  an  dieser  Stelle  quer  eingewach- 
senen anderen  Schwerspathkrystall.  In  dem  vorderen  Theile  der 
linken  oberen  Fläche  des  Brachydomas  Poo  zeigen  sich,  wenn  gleich 
nur  sehr  wenig  hervortretend  die  Köpfe  zweier  kleinen  Sehwerspath- 
krvstalle,  welche  in  den  grossen  in  abweichender  Lage  eingewachsen 
sind,  und  es  könnte  ihr  Einwachsen  wohl  die  daselbst  beobachtete 
kleine  negative  Zone  bedingt  haben.  An  den  hier  und  da  auf- 
gelegten Platten  finden  sich  ausser  den  Flächen  J  P  oo  auch  die 
Flächen  Poo. 

Die  Masse  des  Krystalles  ist  ziemlich  unrein. 

Krystall  Nr.  56. 
Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  (Nr.  56)  zeigt  (s.  oben 
S.  280)  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  die  Flächen  {  Poo  und 
Poo,  während  am  vorderen  nur  die  Flächen  \  Poo  auftreten;  die  ge- 
nannten Flächen  am  hinteren  Ende  besitzen  einen  sehr  geringen,  am 
vorderen  Ende  aber  einen  starken  Glanz.  Das  hintere  Ende  ist  schwächer 
elektrisch  als  das  vordere. 

Krystall   Nr.  57. 
Auch  dieser  gleichfalls  dem  Berliner  Museuni  gehörige  Krystall 
zeigt  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale,   welches  die  Flächen 
4- Poo  und  Poo  trägt,  eine  geringere  Stärke  der  negativen  Elektricität 
als  am  vorderen,  auf  welchem  nur  die  Flächen  \  Poo  auftreten. 
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KrystaU   Nr.  58. 

Der  KrystaU  Nr.  58,  gleichfalls  an  beiden  Enden  der  Brachy- 
diagonale  ausgebildet,  trägt  an  beiden  die  Flächen  £  Poo  und  Poo; 
doch  ist  das  hintere  Ende  durch  einen  anderen  kleinen  in  schiefer 
Richtung  sich  eindrängenden  Schwerspathkrystall  in  zwei  überein- 
ander liegende  Schneiden  aufgelöst.  Die  linke  untere  Fläche  des 
Brachydomas  Poo  ist  fast  zur  Hälfte  mit  braunem  Eisenoxydhydrate 

überzogen. 

KrystaU  Nr.  59. 

Der  dem  Würzburger  Universitätsmuseum  gehörige  KrystaU  Nr.  25 
ist  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  nur  unvollkommen  aus- 
gebildet. 

In  der  Mitte  der  rechten  oberen  Fläche  des  Brachydomas  Poo 
zeigt  sich  innerhalb  der  positiven  Zone  eine  negative  Stelle;  es  ist 
daselbst  am  KrystaU  äusserlich  kein  Anzeichen  sichtbar,  aus  welchem 
man  auf  eine  solche  Störung  schliessen  könnte. 

KrystaU  Nr.  60. 
Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  dieses  Krystalles  ist  sehr 
unvollkommen  ausgebildet;  nur  auf  der  oberen  Seite  sind  zwei  kleine 
Beste  der  Fläche  £  P  oo  sichtbar,  während  auf  der  unteren  *  eine  rauhe 
mit  braunem  Eisenoxydhydrate  überzogene  Fläche  sich  findet. 

KrystaU  Nr.  61. 
Der  KrystaU  Nr.  61  ist  auf  der  rechten  Seite  unvollkommen  aus- 
gebildet; er  wird  daselbst  von  einer  sehr  unebenen  Fläche,  welche 
angelegen  zu  haben  scheint  und  sich  nach  hinten  in  eine  Art  Kry- 
stallfläche  ooP  2  fortsetzt,  begrenzt.  Die  am  vorderen  Ende  neben 
die  Protection  gezeichnete  Fläche  oo  P  1  ist  eine  angeschlagene  Durch- 
gangsfläche. 

Krvstall  Nr.  62. 

*  « 

An  diesem  dem  Halle'schen  Museum  gehörigen  Krystalle  ist  das 
hintere  Ende  der  Brachydiagonale  durch  zwei  angeschlagene  Durch- 
gangsflachen ooP,2  und  ooP  3  begrenzt. 

KrystaU  Nr.  63. 
Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  war  von  einer  unebenen 
Durchgangsfläche   ooP,2   begrenzt.      In  Fig.  63   sind   die   auf  dieser 
Fläche  gemachten  Beobachtungen  eingetragen;    dieselbe  war  negativ 
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mit  Ausnahme  einer  ungefähr  in  der  Mitte  liegenden  Stelle,  welche 
positive  Spannung  besass.  Später  wurde  in  einer  mit  dem  Durch- 
gange ooP3  parallelen  Fläche  die  hintere  Hälfte  des -Krystalles  abge- 
schlagen,  und  dann  auf  der  am  vorderen  Theile  gebildeten  Fläche 
ooP,3  überall  positive  Spannung  gefunden. 

Darauf  wurde  der  Krystall  parallel  dem  Durchgange  OP  zer- 
sprengt. Die  beiden  Stücke  hatten  sehr  verschiedene  Dicken ;  die  am 
dickeren  Stücke  entstandene  Durchgangsfläche  OP  war  positiv,  die 
am  dünneren  entstandene  am  vorderen  Ende  negativ;  diese  negative 
Elektricität  nahm  nach  hinten  zu  ab,  so  dass  der  hintere  Rand  der 
Durchgangsfläche  unelektrisch  erschien.  Uebrigens  sei  noch  bemerkt, 
dass  die  Spaltung  nicht  in  einer  Ebene  erfolgt  war,  sondern  in 
einigen  Absätzen,  infolge  dessen  das  kleinere  Stück  nach  hinten 
zu  dicker  wurde. 

Krystall  Nr.  64. 

Ein  18B,1U  dicker  Krystall,  der  die  gewöhnliche  elektrische  Ver- 
keilung zeigte,  wurde  parallel  dem  Durchgange  OP  zersprengt;  die 
Dicke  des  oberen  Stückes  betrag  im  Mittel  10,  die  des  unteren  8om. 
Fig.  64  F  stellt  die  auf  der  Durchgangsfläche  am  oberen  dickeren 
Stücke,  und  G  die  auf  der  Durchgangsfläche  am  unteren  dünneren 
Stücke  beobachtete  elektrische  Vertheilung  dar.  Auch  bei  diesem 
Krystalle  war  der  Sprung  nicht  eben,  sondern  in  zwei  Absätzen 
erfolgt ,  so  dass  er  nach  hinten  zu  der  Mitte  des  Krystalles  näher 
lag ,  die  Dicke  des  unleren  dünneren  Stückes  also  hinten  etwas 
grösser  war  als  vorn. 

Krystall  Nr.  65. 

Der  Fig.  65  nur  in  der  oberen  Projection  abgebildete  Krystall 
war  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  von  einer  rauhen,  mit 
Eisenoxydhydrat  bedeckten  Fläche  begrenzt.  Diese  Fläche  zeigte 
schwache  negative  Elektricität.  Der  Krystall  wurde  nach  der  Richtung 
aß  parallel  mit  dem  Durchgange  ooP  zerbrochen.  Die  Spaltungsfläche 
am  vorderen  Stücke  war  positiv,  die  Spaltungsfläche  am  hintern  Stücke 
aber  negativ. 
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b)  Krystalle  mit  sechseckigem  in  der  Biohtang  der  Brachydiagonale  ver- 

längerten basischen  Querschnitte. 

Ausser  den  Flächen  OP,  P  oo  und  £Poo  treten  bei  den  Krystallen 
dieser  Gruppe  noch  die  Flächen  ooP  in  ziemlicher  Grösse  auf.  Die 
elektrische  Erregung  derselben  ist  stark,  besonders  erscheint  die 
negative  Elektricität  auf  den  Flächen  ooP  mit  grosser  Intensität. 
Uebrigens  ist  die  elektrische  Vertheilung  dieselbe  wie  bei  der  vor- 
hergehenden Gruppe.  Die  Zeichnungen  Fig.  66  und  67  stellen  die 
betreffenden  Krystalle  in  halber  Grösse  dar. 

Krystall  Nr.  66. 

Der  Krystall  scheint  ziemlich  vollständig  zu  sein,  ist  aber  an 
dem  hinteren  Ende  der  Diagonale  mangelhaft  ausgebildet.  Letzteres 
gilt  auch  von  der  linken  Hälfte  der  unteren  Fläche  OP  und  der  be- 
nachbarten Fläche  Poo.  Auf  der  linken  Seite  vorn  findet  sich  eine 
einzelne  Fläche  von  P. 

Das  hintere  Ende  der  Brachydiagonale  erscheint  noch  negativ, 
wenn  auch  schwächer  als  das  vordere,  wo  der  Krystall  zu  grösserer 
Vollendung  gelangt  ist. 

Krystall  Nr.  67. 
Das  hintere  Ende  des  Krystalles  wird  von  zwei  mit  ooP  2  und 
oo P  3  parallelen  Durchgängen  begrenzt;  sie  erscheinen  positiv,  weil 
sie  tiefer  in  die  Masse  des  gesammten  Krystalles  eingedrungen  sind. 
Die  Fläche  ooP  4  am  vorderen  Ende  is^  eine  Krystallfläche ,  ooP,1 
dagegen  ein  angeschlagener  Durchgang. 

c)  Krystalle  mit  sechseckigem  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  ver- 

längerten Querschnitte. 

Die  Krystalle  dieser  Gruppe  werden  hauptsächlich  von  den  Flächen 
k  P  oo  und  oo  P,  und  auch  wohl  0  P  begrenzt,  zu  denen  untergeordnet 
noch  die  Flächen  Poo,  ooPoo  und  ^Poo  hinzutreten.  Sie  ahmen 
daher  die  Gestalt  nach,  welche  wir  in  der  ersten  Abtheilung  ange- 
troffen haben ;  indess  ist  die  Bildungsweise  doch  eine  andere  gewesen 
als  in  jener  Abtheilung ;  sie  sitzen  nämlich  entweder  auf  einem  Stiele, 
der  einen  Krystall  der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form 
darstellt  und  sich  dann  regelmässig  weiter  zu  einer  nach  der  Makro- 
diagonale verlängerten  Gestalt  entwickelt ;  oder  wenn  ein  solcher  Stiel 
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aussen  nicht  mehr  sichtbar  ist ,  so  findet  sich  im  Innern  ein  Kern 
der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form,  um  welchen  sich  dann 
die  Entwickelung  weiter  fortgesetzt  hat.  Der  Stiel  oder  Kern  Über- 
trägt nun  seine  Eigenschaften  auf  den  ganzen  Krystall. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen  Krystallen  stimmt  daher 
mit  den  auf  den  übrigen  Auvergner  Krystallen  beobachteten  überein; 
d.  h.  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Makrodiagonale  findet 
sich  positive,  an  den  Enden  der  Brachv diagonale  negative  Elektricität. 
Eine  Abweichung  muss  aber  durch  den  Umstand  bedingt  werden, 
dass  die  Flächen  Poo  bei  ihnen  eine  viel  geringere,  dagegen  die 
Flächen  oo  P  eine  grössere  Ausdehnung  besitzen  als  bei  den  Krystallen 
unter  a) ;  infolge  dessen  erscheint  die  positive  Elektricität  auf  den 
Flächen  ooP  in  der  Nähe  der  verticalen  makrodiagonalen  Kanten. 
Von  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  Krystallen  der  ersten  Ab- 
theilung  unterscheidet  sich  die  Vertheilung  auf  den  vorliegenden 
Krystallen  bei  wesentlich  gleicher  äusserer  Form  dadurch,  dass  bei 
ihnen  die  Flächen  OP  oder  die  an  ihre  Stelle  getretenen  Kanten 
der  Flächen  $  P  oo  nebst  den  anliegenden  Theilen  eben  dieser 
Flächen,  und  ebenso  die  von  den  Flächen  ooP  an  den  Enden  der 
Makrodiagonale  gebildete  verticale  Kante  nebst  den  anliegenden  Theilen 
der  Flächen  ooP  positiv  sind,  während  bei  einem  vollständig  ausge- 
bildeten Krystalle  der  ersten  Abtheilung  die  Flächen  OP  nur  in  der 
Mitte  positiv,  die  an  den  Endpunkten  der  Makrodiagonale  befindlichen 
verticalen  Kanten  nebst  den  anliegenden  Theilen  der  Flächen  ooP 
aber  negativ  sind.  Bei  den  Krystallen  der  vorliegenden  Gruppe 
wächst  auf  den  Flächen  ooP  die  positive  Elektricität  nach  den  Enden 
der  Makrodiagonale  hin,  bei  den  gleichgestalteten  Krystallen  der  ersten 
Abtheilung  nimmt  sie  dagegen  in  dieser  Richtung  ab. 

Werden  an  einem  Krystalle  dieser  Gruppe  die  beiden  mit  ooP3 
und  ooP,4  parallelen  Durchgänge  in  gleicher  Grösse  angeschlagen, 
so  bleibt  die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen  Flächen  in  Bezug 
ihrer  Qualität  dieselbe,  wie  auf  den  früheren  ihnen  entsprechenden 
Krystallflächen. 

Wird  ein  solcher  Krystall  in  seiner  Mitte  parallel  mit  dem  Durch- 
gange OP  zersprengt,  so  erscheinen  die  Durchgangsflächen  an  beiden 
Stücken  positiv;   diese  positive  Polarität  nimmt  nach  den  Enden  der 
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Brachydiagonale   hin   ab.   und   geht   an  diesen  Enden  auch  wohl  in 
schwache  negative  über. 

Die  Krystalle  Nr.  68,  69  und  72  sind  in  naturlicher,  die  Krystalle 
Nr.  70  und  71  in  halber  Grösse  dargestellt.  A  und  B  bezeichnen  die 
beiden  Projectionen,  D  und  D  die  Netze  der  an  den  Endpunkten  der 
Makrodiagonale  liegenden  Flächen  ooP,  C  das  vollständige  Netz. 

Krystall  Nr.  68. 
Der  dem  Berliner  Museum  gehörige  Krystall  trägt  noch  den  Stiel 
auf  welchem  er  sich  ausgebildet  hat.     Der  grosse  Krystall  liegt  mit 
seinen  Axen  genau  parallel  den  Axen  des  kleinen  als  Stiel  fungirenden. 

Krystall  Nr.  69. 

Der  Stiel  ist  am  hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  dicht  am 
grossen  Krystalle  abgebrochen.  Die  Axen  des  Stieles  und  des  auf 
ihm  gewachsenen  Krystalles  liegen  ebenfalls  parallel. 

Der  Krystall  gehört  gleichfalls  dem  Berliner  Museum. 

Krystall   Nr.  70. 
Der  dem  Halle'schen  Museum  entliehene  Krystall  Nr.  70  ist  am 
hinteren  Ende  der  Brachydiagonale  mangelhaft  ausgebildet  und  ver- 
letzt; er  hat  daselbst  angesessen. 

Krystall  Nr.  7*. 
Der  Krystall  Nr.  71  ist  auf  der  hinteren  Seite  der  Brachydia- 
gonale angewachsen  gewesen;  von  da  aus  dringt  in  denselben  ein 
Kern  der  gewöhnlichen  unter  a)  beschriebenen  Form  ein,  von  welchem 
grössere  Theile  der  Flächen  ßco  auf  der  linken  Seite  (s.  Fig.  71 E  in  aßyd) 
sichtbar  werden.  Die  linke  Seite  ist  nämlich  etwas  uneben  nach  dem 
mit  ooPoo  parallelen  Durchgange  verbrochen  und  aus  dieser  Durch- 
gangsfläche ragt  scharf  ausgebildet  ein  Theil  {aß yd)  der  seitlichen 
horizontalen  Kante  ßd  des  Brachydomas  Poo  hervor. 

Krvstall   Nr.  72. 

•i 

Der  Fig.  72  C  in  seinem  Netze  abgebildete  Krystall  gehört  dem 
Berliner  Museum.  Während  die  Flächen  ooP,1  und  ooP  2  natürliche 
Krvstallflächen  waren,  bestanden  die  beiden  anderen  Seitenflächen 
oo  P  3  und  coP,4  aus  Durchgängen. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesem  Bruchstücke  glich  der  auf 
den  vollständigen  Kr\  stallen  beobachteten. 
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Spater  zersprang  dasselbe  parallel  mit  dem  Durchgange  OP  in 
zwei  nahe  gleich  grosse  Stücke;  die  beiden  Durchgangsflächen  warön 
positiv,  in  abnehmender  Stärke  nach  den  Enden  der  Brachydiago- 
nale.  An  diesen  Enden  selbst  ging  auf  dem  etwas  dünneren  Stücke 
die  positive  Polarität  in  schwache  negative  über. 


III.   Allgemeine  Folgerungen  ans  den  vorstehenden  Beobachtungen. 

1.    D'ie   thermoelektrischen  Erscheinungen    bei  den 

Schwerspathkrystallen. 

Ueberblicken  wir  die  im  vorhergehenden  Abschnitte  IL  mitge- 
teilten Beobachtungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des 
Schwerspathes,  so  zeigen  dieselben  allerdings  grosse  Verschiedenheiten 
in  dem  Verhalten  dieser  Krystalle,  die  sogar  soweit  gehen  können, 
dass  bei  den  an  dem  einen  Ende  verbrochenen  Krystallen  selbst  bei 
nahe  oder  ganz  übereinstimmender  äusserer  Form  auf  ihren  gleich- 
namigen Krystallflächen  gerade  die  entgegengesetzten  Elektricitäten 
beobachtet  werden.  Es  möge  genügen,  hier  nur  einige  Krystalle 
einander  gegenüber  zu  stellen. 

Vergleichen  wir  z.  B.  den  Krystall  Nr.  27  mit  dem  Krystall 
Nr.  67,  deren  äussere  Formen  im  Ganzen  übereinstimmen  und  nur 
dadurch  verschieden  sind,  dass  ersterer  am  makrodiagonalen,  letzterer 
aber  am  brachydiagonalen  Ende  abgebrochen  ist,  so  zeigt  ersterer 
an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Makrodiagonale  negative,  an 
den  Enden  der  Brachydiagonale  aber  positive  Elektricität ,  während 
letzterer  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Makrodiagonale  posi- 
tive, an  den  Enden  der  Brachydiagonale  aber  negative  Polarität 
darbietet. 

Bei  den  beiden  Krystallen  Nr.  20  und  Nr.  38  ist  die  äussere 
Form  übereinstimmend;  beide  werden  von  den  Flächen  OP  und  ooP 
(unter  welchen  letzteren  Flächen  nur  eine  ein  Durchgang  ist)  be- 
grenzt, und  doch  findet  sich  bei  Nr.  20  auf  den  Flächen  OP  nega- 
tive und  auf  den  Krystallflächen  ooP  positive  Spannung,  dagegen  bei 
Nr.  38  gerade  umgekehrt  auf  den  Flächen  OP  positive  und  auf  den 
Krystallflächen  ooP  negative  Elektricität. 

Trotz  aller  dieser  Verschiedenheiten  liegt  aber  doch  der  elektri- 
schen Vertheilung  auf  allen  Schwerspathkrystallen  eine  und  dieselbe 
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ursprüngliche  Form  zu  Grunde,  und  die  beobachteten  Abweichungen 
und  selbst  Gegensätze  sind  nur  durch  die  Art  der  Bildung  und  durch 
das  Auftreten  verschiedener  Krystallformen  bedingt.  Von  jener  über- 
einstimmenden Grundlage  überzeugt  man  sich  leicht  durch  die  Ver- 
gleichung  der  elektrischen  Vertheilungen  auf  den  vollständig  ausge- 
bildeten Krystallen  der  ersten  Abtheilung  Nr.  1 ,  2  und  3  mit  dem 
ebenfalls  ringsum  von  natürlichen  Krystallilächen  begrenzten  Krystalle 
der  zweiten  Abtheilung  Nr.  32.  Auf  den  Krystallen  beider  Abthei- 
lungen sind  die  Enden  der  Hauptaxe  positiv,  die  Enden  der  beiden 
Diagonalen  der  Basis  negativ  und,  um  einen  kurzen  Ausdruck  zu 
gebrauchen,  die  Enden  der  in  der  Basis  liegenden  Zwischenaxen 
wieder  positiv. 

Entsprechend  der  Art  der  Bildung  sind  aber  die  Ausdehnungen 
der  positiven  und  negativen  Zonen  auf  den  Krystallen  der  beiden 
Abtheilungen  verschieden. 

Durch  das  Wachsthum  der  Krystalle  der  ersten  Abtheilung  in 
der  Richtung  der  Makrodiagonale  haben  die  an  den  Enden  dieser 
Diagonale  gelegenen  negativen  Zonen  an  Ausdehnung  gewonnen,  und 
verbreiten  sich  nicht  blos  über  die  von  den  Flächen  ooP  gebildeten 
verticalen  Kanten  und  die  diesen  Kanten  benachbarten  Streifen  der 
Flächen  ooP,  sondern  besonders  auch  über  die  anliegenden  Theile 
der  Flächen  OP,  so  dass  die  positive  Polarität  auf  diesen  Flächen 
gewöhnlich  auf  die  Mitte  derselben  beschränkt  bleibt.  Andererseits 
dehnen  sich  die  positiven  Zonen  der  den  vorhingenannten  Zwischen- 
axen entsprechenden  Flächen  ooP  über  die  anliegenden  Theile  der 
Flächen  £Poo  und  der  von  ihnen  gebildeten  horizontalen  Kante  aus. 

In  der  zweiten  Abtheilung  dagegen,  in  welcher  das  Wachsthum 
in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgt  ist,  breitet  sich  die  posi- 
tive Elektricität  über  die  Flächen  0  P  aus,  so  dass  dieselben  entweder 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positive  Spannungen  zeigen,  oder  höch- 
stens an  ihren  Rändern  eine  schwache  negative  Polarität  annehmen. 
Als  Compensation  für  diese  grössere  Ausdehnung  der  positiven  Elek- 
tricität auf  den  Flächen  0  P  tritt  dann  bei  den  Krystallen  der  zweiten 
Abtheilung  die  positive  Polarität  auf  den  Flächen  ooP  mehr  zurück, 
und  es  breitet  sich  die  negative  auf  ihnen  weiter  und  überhaupt  in 
anderer  Weise  aus,  als  bei  den  Krystallen  der  ersten  Abtheilung. 

In  diesen  Vertheilungen  entstehen  nun  aber  durch  Aenderungen 
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in  der  Ausdehnung  der  Flächen   der   verschiedenen  Krystallgestalten 
mannichfache  Modificationen. 

Ich  wende  mich  zunächst  zu  den  Krystallen  der  ersten  Abthei- 
lung, deren  Wachsthum  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  statt- 
gefunden hat, 

Schon  zuvor  habe  ich  erwähnt,  dass  durch  das  Wachsen  nach 
der  Makrodiagonale  die  an  den  Enden  derselben  gelegenen  nega- 
tiven Zonen  sich  verstärken,  und  sich  namentlich  über  die  an  diesen 
Enden  gelegenen  Theile  der  Flächen  ü  P  ausbreiten.  Treten  an 
diesen  Enden  die  Flächen  Poo  in  so  geringer  Grösse  auf,  dass  sie 
noch  nicht  zum  Durchschnitte  kommen,  so  fallen  sie  in  die  negative 
Zone,  welche  sich  von  den  Flächen  0P  über  die  Flächen  Poo  nach 
der  von  den  Flächen  ooP  gebildeten  verticalen  Kante  hinzieht.  Ver- 
grössern  sich  die  Flächen  Poo  so  weit,  dass  sie  am  Ende  der  Makro- 
diagonale in  einer  horizontalen  Kante  zum  Durchschnitte  kommen,  so 
verbleiben  sie  noch  negativ  sammt  der  von  ihnen  gebildeten  Kante, 
solange  die  Flächen  ooP,  auf  denen  sich  die  positive  Elektricität 
entwickelt,  noch  eine  hinreichende  Grösse  bewahren  (Nr.  27) ;  treten 
jedoch  die  Flächen  ooP  mehr  zurück,  so  beginnt  die  von  den  Flächen 
Poo  gebildete  horizontale  Kante  in  ihrer  Mitte  unelektrisch  zu  werden 
(Nr.  26)  und  geht  dann  daselbst  ins  Positive  über  (Nr.  25).  Nehmen 
die  Flächen  ooP  noch  weiter  an  Grösse  ab,  so  verbreitet  sich  die 
positive  Zone  von  der  Mitte  jener  Kante  aus  auf  den  sie  bildenden 
Flächen  Poo  (Nr.  22,  23,  24)  und  nimmt  zuletzt  fast  die  ganzen 
Flächen  Poo  und  selbst  noch  Theile  der  Flächen  0P  ein  (Nr.  28,  29, 
30,  31).  Ist  die  von  Poo  gebildete  Kante  durch  eine  Fläche  ooPoo 
abgestumpft  (Nr.  22,  23,  24),  so  zeigt  diese  Fläche  selbstverständlich 
ebenfalls  positive  Polarität. 

Bei  den  Krystallen  der  ersten  Abtheilung  sind  ferner  die  Flächen 
oo  P  wesentlich  positiv ;  nur  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
gelegene  gewöhnlich  schmale  Streifen  sind  negativ,  und  auf  dem 
übrigen  grösseren  Flächenstücke  wächst  die  positive  Spannung  von 
der  Makrodiagonale  nach  der  Brachj diagonale  hin.  Je  mehr  sich 
daher  diese  Flächen  ooP  dem  Ende  der  Brachydiagonale  nähern, 
um  so  mehr  wird  hier  die  negative  Elektricität  verdrängt,  und  ver- 
schwindet ganz,  wenn  die  Flächen  ooP  an  den  Enden  der  Brachy- 
diagonale  selbst   zum   Durchschnitte   kommen   oder   ihr  Durchschnitt 
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durch  die  Fläche  oo  P  oo  abgestumpft  wird.  Dafür  verschwindet  dann 
andererseits  die  positive  Zone  auf  der  Fläche  OP,  die  also  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  negativ  erscheint  (Nr.  17 — 21). 

Wenn  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  neben  den  Flächen 
|Poo  noch  die  Flächen  Poo  (Nr.  22 — 24)  auftreten,  so  scheint  bereits 
das  Stumpfervverden  der  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  befind- 
lichen horizontalen  Kante  die  Ausbreitung  der  positiven  Elektricität 
von  den  Enden  der  Makrodiagonale  her  über  diese  Flächen  zu  be- 
günstigen. 

Bei  den  Krystallen  der  zweiten  Abtheilung  nehmen  ebenso  wie 
die  Flächen  OP,  welche  positiv  erscheinen,  auch  die  Flächen  ooP 
eine  andere  elektrische  Beschaffenheit  an;  auf  ihnen  wächst  die 
Intensität  der  elektrischen  Spannung  gerade  umgekehrt,  wie  in  der 
ersten  Abtheilung,  nach  der  Brachydiagonale  hin  in  negativem  Sinne. 
Diese  Flächen  ooP  können  auf  den  Krystallen  dieser  Abtheilung  von 
nahe  rhombischem  Querschnitte  entweder  ganz  negativ  erscheinen, 
oder  wenn  positive  Zonen  auf  ihnen  noch  hervortreten,  so  müssen 
solche  nach  den  Enden  der  Makrodiagonale  hin  liegen. 

Wenn  die  Krystalle  ihre  rhombische  Form  verlieren,  und  in  nach 
der  Brachydiagonale  verlängerte  Säulen  übergehen,  so  tritt  auf  den 
Flachen  ooP  selbst  bei  beträchtlicher  Grösse  (Nr.  66  und  67)  die  negative 
Elektricität  auf.  Dagegen  verbreitet  sich  die  positive  Polarität  von  den 
Flächen  OP  über  die  Flächen  Poo  (Nr.  55  und  ff.).  Verschwinden  die 
Flächen  OP  gänzlich,  so  erscheint  die  positive  Elektricität  dann  auf 
den  Flächen  ßoo,  und  die  negative  Spannung  der  Flächen  J  Poo 
greift  öfter  auf  die  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  liegenden 
Theile  dieser  Flächen  Poo   (Nr.  56,  57,  58,  60)   über. 

Nähert  sich  die  Form  der  Auvergner  Krystalle  (Nr.  68 — 72)  *) 
durch  eine  vergrösserte  Dimension  der  Makrodiagonale  wieder  den 
Formen  der  ersten  Abtheilung,  so  erhält  die  negative  Polarität  an 
den  Enden  der  Brachydiagonale  hinreichenden  Raum  zu  ihrer  Ent- 
wickelung  auf  den  grossen  Flächen  J  Poo.  Auf  den  Flächen  ooP  tritt 
dann  nur  auf  den  Theilen,  welche  an  den  Enden  der  Brachydiago- 
nale liegen,  negative  Elektricität  hervor,  die  nach  den  Enden  der 
Makrodiagonale  hin  in  eine  positive  übergeht;  es  nimmt  also  auf 
diesen  Flächen  die  Spannung  im  negativen  Sinne  von  der  Brachydia- 

*    Ueber  ihre  Bildung  s.  oben  S.  325  und  3  26. 
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gonale  nach  der  Makrodiagonale  hin  (ebenso  wie  auf  Nr.  33, 39, 40  u.  s.  w.) 
ab ;  und  es  kann  sonach  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  durchaus 
keine  negative  Spannung  erscheinen,  wie  dies  bei  den  Krystallen  der 
ersten  Abtheilung  der  Fall  ist,  wo  aber  auch  die  Flächen  ooP  einen 
anderen  Charakter  haben,  indem  auf  ihnen  die  elektrische  Spannung 
in  negativem  Sinne  in  der  zuvor  angegebenen  Richtung  wächst. 

Bei  manchen  tafelförmigen  Duftoner  Krystallen  haben  wir,  um 
es  kurz  auszudrücken,  eine  Vereinigung  beider  Bildungsweisen.*)  Be- 
trachten wir  den  Krystall  Nr.  53,  so  finden  wir  ihn,  während  sein 
Wachsthum  im  Grossen  nach  der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgt 
ist,  aus  lauter  feinen  der  Makrodiagonale  parallelen  Fasern,  deren 
Enden  auf  den  Flächen  Poo  und  ooP  deutlich  sichtbar  sind,  zusam- 
mengesetzt ;  daher  erscheinen  bei  ihm  die  Flächen  oo  P  wieder  positiv 
und  die  Flächen  Poo  negativ.  Verschwindet  diese  faserige  Bildung 
mehr  oder  wird  die  Dimension  nach  der  Makrodiagonale  kleiner,  so 
dass  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale  vorwaltet,  so  treten 
die  Flächen  ooP,  die  dann  glatt  sind  und  nicht  mehr  als  ein  in  einer 
Ebene  liegendes  Aggregat  von  Faserköpfen  erscheinen,  wieder  in  das 
Bereich  der  am  Ende  der  Brachydiagonale  vorhandenen  negativen 
Zone  (Nr.  45).  Dass  aber  stets,  auch  bei  den  dickeren  und  nach 
der  Brachydiagonale  gestreckten  Krystallen  in  einem  gewissen  Grade 
jene  der  Makrodiagonale  parallel  laufende  Faserung  existirt,  bezeugen 
die  gekerbten  seitlichen  Ränder,  die  sehr  häufig  anstatt  der  von  den 
Flächen  Poo  zu  bildenden  Kante  auftreten  (Nr.  45  und  46).  Ver- 
langt  diese  letztere  Bildung  auf  den  Flächen  Poo  eine  negative  Span- 
nung, so  ruft  das  Wachsthum  nach  der  Brachydiagonale  auf  el>cn 
diesen  Stellen  positive  hervor;  als  Resultat  beider  Einflüsse  erscheinen 
die  Flächen  Poo  gewöhnlich  sehr  schwach  negativ,  häufig  ganz 
unelektrisch  und  nur  höchst  selten  schwach  positiv. 

Mit  der  negativen  Beschaffenheit  der  sehr  grossen  Flächen  Poo 

*)  Auch  von  den  Krystallen  Nr.  30  und  31  Hesse  sich  ein  Gleiches  aus- 
sagen ;  die  Beschaffenheit  der  Enden  der  Makrodiagonale  sowie  ihre  Anwachsung 
zeigte  ein  Wachsthum  in  dieser  Richtung ,  während  die  Gesammtgestalt  durch  das 
vergrößerte  Auftreten  der  Flächen  Poo  sich  den  Formen  der  Auvergner  und  Duf- 
toner Krystaüe  nähert.  Haben  wir  in  diesem  (es  möge  der  Ausdruck  gestattet 
sein)  Wettstreite  zweier  Bildungsweisen  den  Grund  für  das  eigentümliche  Ver- 
halten der  beiden  Flachen  0P,  sowie  der  auf  den  Flächen  ^Poo  beobachteten 
Störungen  zu  suchen? 
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bei  den  Dufloner  Krystallen  hängt  der  Umstand  zusammen,  dass 
sich  die  positive  Elektricität  von  den  Flachen  OP  über  die  Flächen 
|Poo  hin  ausbreitet,  während  bei  den  Auvergner  Krystallen,  wo  die 
Flächen  Poo  positiv  sind,  umgekehrt  die  negative  Polarität  von  den 
Flächen  £Poo  über  die  benachbarten  Theile  der  Flächen  Poo  vor- 
dringt. 

2.  Bisherige  Ansicht  der  thermoelektrischen  Vorgänge. 

Bis  zu  meinen  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Topases  kannte  man  auf  den  Krystallen  nur  Vertheilungen 
mit  elektrisch  polaren  Axen,  d.  h.  solchen  Axen,  deren  eines  Ende 
positive,  das  andere  negative  Elektricität  zeigte;  und  es  schien  dies 
Verhalten  ein  physikalisch  notwendiges  zu  »sein.  Es  traten  nämlich, 
so  viel  man  eben  bis  dahin  wusste,  die  thermoelektrischen  Vorgänge 
stets  gleichzeitig  mit  dem  sogenannten  Hemimorphismus  auf,  und 
man  hielt  deshalb  beide  Erscheinungen  für  solidarisch  verbunden: 
man  schloss  auf  thermoelektrische  Erregung,  sobald  der  Krystall  sich 
hemimorphisch  zeigte,  und  glaubte,  falls  an  Bruchstücken  von  Kry- 
stallen thermoelektrische  Spannungen  beobachtet  wurden ,  Hemi- 
morphismus an  vollständigen  Krystallen  voraussagen  zu  dürfen,  wenn 
solche  später  gefunden  werden  sollten. 

Die  Ansicht,  dass  nur  hemimorphisch  gebildete  Krystalle  über- 
haupt elektrisch  sein  könnten,  schien  so  wohl  begründet,  dass  ich, 
als  mir  im  Jahre  1839  zuerst  am  weinsauren  Kali-Natron #)  und  1840 
am  Topase**)  auf  gegenüberliegenden  Stellen  der  Krystalle  eine  gleich- 
namige Polarität  entgegentrat,  eine  Zwillingsbildung  in  diesen  Kry- 
stallen annehmen  zu  müssen  glaubte,  dergestalt,  dass  die  beiden 
den  Zwilling  bildenden  Krystalle  mit  gleichnamigen  Polen  verwachsen 
und  also  auch  gleichnamige  Pole  nach  aussen  gewandt  wären.  Eine 
solche  Verwachsung  war  in  der  That  von  mir  bei  den  Krystallen  des 
Zuckers  und  der  Weinsäure  ***)  beobachtet  worden,  und  die  Beschaffen- 
heit der  gerade  damals  vorliegenden  Krystalle  des  weinsauren  Natron- 
Kalis  und  des  Topases  schien  eine  solche  Annahme  zu  rechtfertigen. 


*)   De   thermoelectricitate   crystallorum.    Hai.   4  839   S.  29;    Poggend.  Ann. 
Bd.  49.  S.  503. 

**)  Poggend.  Ann.  Bd.  56.  S.  44  u.  S.  57. 
*■*)    De  thermoeleet.  crystatl.  S.  4  9  u.  25  ;   Poggend.  Ann.  Bd.  49  S.  499  u.  502. 


334  W.  G.  Haneel,  [64 

Man  verglich  einen  elektrischen  Krystall,  wie  den  Turmalin,  mit 
einer  Volta'schen  Säule,  in  welcher  die  elektromotorische  Kraft  durch 
die  an  den  beiden  ungleichgestalteten  Enden  der  Molecüle  beim  Ein- 
und  Austreten  der  Wärme  entstehende  Temperaturdifferenz  erzeug! 
werde.  Es  schien  eine  solche  Yergleichung  besonders  durch  den 
Umstand  gerechtfertigt  zu  sein,  dass  die  damals  bekannten  thermo- 
elektrischen  Krystalle  sich  beim  Zerbrechen  genau,  wie  jene  Säule 
verhielten:  jedes  Stück  eines  Turmalins  zeigte  wieder  zwei  ent- 
gegengesetzte Pole,  und  die  beiden  Bruchfläphen ,  welche  im  ganzen 
Krystalle  aneinander  gelegen  hatten,  wiesen  nach  ihrer  Trennung 
entgegengesetzte  Polaritäten  auf. 

3.  Aenderung  und  Erweiterung  der  bisherigen  Ansicht. 

Die  in  meiner  letzten  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen 
Erscheinungen  am  Topase  veröffentlichten  Beobachtungen  haben 
gezeigt,  und  die  im  Vorstehenden  beschriebenen,  am  Schwerspathe 
wahrgenommenen  Vorgänge  bestätigen  es  noch  weiter,  dass  die  An- 
sicht, es  stehe  die  Thermoelektricität  der  Krystalle  mit  dem  Hemi- 
morphismus  derselben  in  causalem  Zusammenhange,  so  dass  jene  ohne 
diesen  nicht  auftreten  könne,  eine  völlig  unbegründete  ist.  Es  treten 
vielmehr  thermoelektrische  Erregungen  auch  auf  Krystallen  auf,  welche 
durchaus  nicht  hemimorphisch  sind ;  *  sie  bilden  sehr  wahrscheinlich, 
wie  ich  dies  auch  schon  am  Schlüsse  meiner  Abhandlung  über  die 
thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Topases  ausgesprochen  habe, 
eine  Eigenschaft  aller  Krystalle,  bei  denen  nicht  die  übrigen  physi- 
kalischen Verhältnisse  ihr  Auftreten  unmöglich  machen,  und  werden 
auf  ihnen  mit  dem  Elektrometer  nachgewiesen  werden  können,  wenn 
nicht  gewisse  Zustände  ihrer  Steigerung  bis  zu  einer  für  unsere  In- 
strumente messbaren  Höhe  hinderlich  sind. 

Wenn  nun  aber  an  nicht  hemimorphischen  Krystallen  thermo- 
elektrische Erregungen  auftreten,  so  bedingt  die  gleiche  Gestaltung 
der  beiden  Enden  einer  Axe  an  diesen  auch  eine  gleiche  elek- 
trische Polarität;  es  werden  also  bei  diesen  Krystallen,  wenn  man 
überhaupt  von  elektrischen  Axen  reden  will  oder  darf,  nicht  polare, 
sondern  an  beiden  Enden  gleichnamig  elektrische  Axen  auftreten. 
Und  in  der  That  haben  die  in  der  vorigen  und  der  gegenwärtigen 
Abhandlung  enthaltenen  Beobachtungen  über  das  elektrische  Verhalten 
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des  Topases  und  des  Schwerspathes  diesen  Satz  vollkommen  bestätigt, 
und  ebenso  werden  die  in  den  nächstfolgenden  Abhandlungen  über 
die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Aragonits,  Titanits  u.  s.  w. 
aufzuführenden  Versuche  die  Richtigkeit  desselben  noch  weiter  darthun. 
An  sämmtlichen  ringsum  gleichmässig  ausgebildeten  Sehwerspathkry- 
staUen  finden  sich  an  den  beiden  Enden  der  einzelnen  Axen  und 
Zwischenaxen  gleichnamige  Polaritäten;  und  dasselbe  gilt  auch  von 
Bruchstücken,  wenn  die  beiden  Enden  einer  Axe  noch  von  voll- 
kommenen Krystallflächen  gebildet  werden. 

Das  Auftreten  elektrisch  polarer  Axen  an  den  hemimorphen 
Krystallen  ist  ebenso  nur  ein  Ausnahmefall  im  Bereiche  der  Thermo- 

r 

elektricität,  wie  ihn  der  Hemimorphismus  selbst  im  Gebiete  der  Kry- 
stallformen  darstellt;  und  eben  dieselben  Zustände,  welche  den 
Hemimorphismus  hervorrufen,  bedingen  auch  die  Entstehung  pola- 
risch elektrischer  Axen. 

Der  Hemimorpthisnuis ,  wie  wir  solchen  beim  Tunualin,  Kiesel- 
zinkerz,  Bergkrystall,  Zucker,  den  beiden  Weinsäuren  u.  s.  w.  antreffen, 
wird  unmittelbar  durch  ein  hemimorphisches  Molecül  erzeugt;  die  ver- 
schiedenen Gestaltungen  der  Enden  einer  Axe  dagegen,  wie  wir  sie 
bei  manchen  Krystallen  des  Topases  und  des  Schwerspathes  gefunden 
haben,  verdanken  nur  zufälligen  Umständen  (Aonderungen'der  Tem- 
peratur, der  Concentration  und  der  Zusammensetzung  der  Mutter- 
lauge, aus  welcher  die  -Bildung  erfolgte)  ihre  Entstehung.  Aber 
auch  diese  letztgenannten  Abweichungen  von  der  Symmetrie  werden 
auf  die  elektrischen  Vorgänge  nicht  ohne  Einfluss  bleiben,  sei  es 
durch  die  blosse  Aenderung  der  Form  oder  durch  Modificationen  in 
den  übrigen  physikalischen  Eigenschaften,  welche  bei  Entstehung  der 
thermoelektrischen  Erscheinungen  mitwirken. 

So  habe  ich  schon  oben  S.  280  u.  321  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dass  duroh  das  Auftreten  der  Flächen  Poo  an  dem  einen  Ende  der 
Brachydiagonale  bei  den  Krystallen  Nr.  56  und  57  die  negative  Elek- 
tricität  geschwächt  wird,  während  bei  dem  Krystalle  Nr.  55  beide 
nur  die  Flächen  £Poo  tragenden  Enden  der  Brachydiagonale  eine 
gleiche  Stärke  der  elektrischen  Erregung  zeigen;  und  es  stimmt 
diese  durch  das  Auftreten  der  Flächen  Poo  bewirkte  Schwächung  der 
negativen  Elektricität  mit  dem  auch  auf  anderen  Krystallen  beob- 
achteten Verhalten  dieser  Flächen   überein.     Eine   mangelhafte  Aus- 

Abfaandl.  a.  K.  S.  Gewllsch.  d.  Wissensch.   XV.  <g3 
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bildung  des  einen  Endes  der  Rrachydiagonale  schwächt  daselbst 
ebenfalls  die  negative  Elektricität  (Nr.  60,  61,  66).  Treten  an  dem- 
selben anstatt  der  Flächen  J  Poo  mangelhaft  gebildete  Flächen  ooP  auf 
(Nr.  46  und  47) ,  so  bleibt  die  Spannung  entweder  noch  schwach 
negativ,  oder  geht  auch  in  eine  schwache  positive  über. 

Bei  den  früher  allein  ihrem  elektrischen  Verhalten  nach  genauer 
untersuchten  hemimorphen  Krystallen  scheint,  wenigstens  soweit  jetzt 
die  Beobachtungen  reichen,  der  oben  S.  334  erwähnte  Satz,  dass 
jedes  Bruchstück  zwei  entgegengesetzte  Pole,  ebenso  wie  der  ganze 
Krystall,  zeigte  und  dass  die  beiden  Bruchflächen,  in  welchen  der 
Krystall  zersprengt  wird,  entgegengesetzte  Polaritäten  besitzen,  Gel- 
tung zu  haben.  Dieser  Satz  ist  aber,  wie  die  von  mir  am  Topase 
und  am  Schwerspathe  ausgeführten  Untersuchungen  nachweisen,  bei 
symmetrisch  gebildeten  Krystallen  nicht  mehr  allgemein  gültig. 

Zersprengen  wir  z.  B.  einen  sächsischen  Topas,  bei  welchem  die 
an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe  befindlichen  Krystallflächen  0P 
positive  Elektricität  zeigen,  oder  einen  sibirischen  Topas  vom  Adun- 
Tschilon  bei  Nertschinsk,  bei  welchem  die  Flächen  des  Brachydomas 
an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe  ebenfalls  positive  Polarität  be- 
sitzen, oder  einen  der  Felsöbanyaer  Schwerspathe  Nr.  38 — 41 ,  bei 
denen  die"  Flächen  0P  gleichfalls  positiv  sind,  in  seiner  Mitte  nach 
dem  mit  0P  parallelen  Durchgange,  so  zeigen  beide  Durchgangs- 
flächen negative  Elektricität.  Wird  dagegen  bei  den  zuvor  genannten 
Topasen,  oder  einem  Schwerspathkrystalle  von  Dufton  Nr.  45 — 52  in 
der  Nähe  des  einen  Endes  der  Hauptaxe  nur  eine  dünne  Platte 
abgesprengt,  so  ist  der  Durchgang  an  der  dünnen  Platte  negativ; 
dagegen  kann  der  Durchgang  am  grossen  Stücke,  falls  die  abge- 
sprengte Platte  nur  dünn  ist,  noch  positiv,  wenn  auch  schwächer 
als  die  natürliche  Krystallfläche  0  P  erscheinen ;  bei  grösserer  Dicke 
der  abgesprengten  Platte  geht  aber  auch  auf  ihm  die  positive  Span- 
nung in  die  negative  über. 

Nach  den  bisherigen  Beobachtungen  steht  bei  den  hemimorphen 
Krystallen  die  Anordnung  der  positiven  und  negativen  Zonen  im  Allge- 
meinen mit  der  Lage  der  an  ihren  beiden  Enden  unsymmetrisch  ausge- 
bildeten Axe  in  festem  Zusammmenhange,  so  dass  ein  bestimmtes  Ende 
derselben  stets,  auch  in  Bruchstücken,  die  «ine,  das  andere  aber  die 
entgegengesetzte  Polarität  darbietet,  und  mithin  Aenderungen  in  den 
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äusseren  Begrenzungen  keinen  Eintluss  auf  die  Lage  der  elektrischen 
Pole,  wenn  auch  auf  ihre  Stärke,  ausüben.  Dagegen  finden  wir, 
wie  meine  Untersuchungen  des  Topases  und  des  Schwerspathes  dar- 
thun,  bei  den  symmetrischen  Krystallen  eine  beträchtliche  Einwirkung 
der  äusseren  Gestalt  auf  die  elektrische  Vertheilung,  sowohl  in  Betreff 
der  Anordnung  als  auch  der  Stärke  der  einzelnen  Zonen,  und  zwar 
zeigt  sich  dieselbe  nicht  blos  bei  Verschiedenheit  der  von  der  Natur 
selbst  hervorgebrachten  Gestalten,  sondern  ebenso  auch  bei  Aen- 
de rungen  der  äusseren  Begrenzung  durch  Zersprengen  oder  Zer- 
brechen gegebener  Krystalle.  Für  die  elektrische  Vertheilung  auf 
diesen  Krystallen  ist  also  ausser  der  Gestaltung  ihrer  Molecüle  auch 
noch  ihr  Wachsthum  und  die  äussere  Form  der  gesammten  Masse 
bestimmend. 

4.    Der  Kry stall  ein  Individuum. 

Die  Beobachtungen  der  elektrischen  Vertheilung  auf  ringsum 
ausgebildeten  und  auf  zerbrochenen  Krystallen  zwingen  uns,  unsere 
bisherige  Ansicht  über  das  Wesen  des  Krystalles  überhaupt  zu  modi- 
Kciren.  Es  hat  bisjetzt  wohl  jeder  Mineralog  und  Physiker  ange- 
nommen, dass,  wenn  ein  Krystall  zersprengt  wird,  sämmtliche  physi- 
kalische Eigenschaften  mit  Ausnahme  der  äusseren  Form  in  den 
einzelnen  Bruchstücken  dieselben  sind,  wie  in  dem  unverletzten 
ganzen  Krystalle,  und  dass  also  auch  die  sämmtlichen  Bruchstücke 
in  den  betreffenden  Beziehungen  einander  gleichen.  Und  in  ( der 
That  haben  die  bisherigen  Untersuchungen  der  optischen  und  ther- 
mischen Verhältnisse  keine  hierauf  bezüglichen  Unterschiede  wahr- 
nehmen lassen.  Dem  entgegen  zeigen  nun  die  thermoelektrischen 
Erscheinungen  am  Topase  und  Schwerspathe ,  dass  die  eben  ausge- 
sprochene Annahme  nicht  aufrecht  erhalten  werden  kann :  die  thermo- 
elektrischen Vorgänge  auf  ringsum  ausgebildeten  Krystallen  sind 
andere  als  auf  blossen  Bruchstücken,  und  ebenso  finden  sich  in  dem 
elektrischen  Verhalten  der  einzelnen  Bruchstücke  Verschiedenheiten, 
welche  von  der  speciellen  Lage  derselben  im  ganzen  Krystalle  ab1 
hängen.  Jedes  Bruchstück  behält  auf  seinen  ursprünglichen  Krystall- 
flächen  den  besonderen  Zustand,  welcher  diesen  Oberflächentheilen 
im  ganzen  Krystalle  eigen  war,  so  weit  bei,  als  bei  dem  Auftreten 
der  infolge  des   Zersprengens   neu  entstandenen  Begrenzungsflächen 
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(Bruch-  und  Durchgangsflächen)  nur  irgend  möglich  ist,  und  auf  den 
neu  entstandenen  Begrenzungsfluchen  werden  eigentümliche  elek- 
trische Erregungen  beobachtet. 

Wir  haben  daher  den  Krystall  als  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Individuum  in  der  unorganischen  Natur  zu  betrachten,  bei  welchem 
ebenso,  wie  bei  dem  Individuum  in  dem  Bereiche  des  Organischen, 
die  einzelnen  Theile  nicht  dem  Ganzen  und  einander  gleichen,  selbsl 
wenn  die  äussere  Form  des  Ganzen  und  der  Theile  einander  voll- 
kommen ähnlich  ist. 

Ich  will  dies  an  einigen  Beispielen  im  Speciellen  nachweisen. 

Der  vollständig  ausgebildete  Krystall  aus  Przibram  Nr.  1  zeigt 
auf  den  Flächen  OP  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  negative 
Elektricität,  die;  nach  der  Mitte  hin  abnimmt  und  in  der  Mitte  selbst 
in  die  positive  übergeht.  Auf  einem  an  dem  einen  Ende  der  Makro- 
diagonale abgebrochenem  kurzen  Bruchstücke  wie  Nr.  8  tritt  nun  die 
positive  Elektricität  gar  nicht  mehr  auf,  aber  die  Abnahme  der  nega- 
tiven Spannung  von  dem  noch  vorhandenen  ausgebildeten  Ende  der 
Makrodiagonale  nach  dem  verbrochenen  Ende  hin  bleibt  ebenso  wie 
im  unverletztem  Krystalle. 

Auf  dem  vollständig  ausgebildeten  Krystalle  aus  Felsöbanya 
Nr.  37  ist  die  Fläche  OP  fast  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv; 
die  Intensität  dieser  positiven  Spannung  nimmt  von  der  Mitte  nach 
den  Rändern  hin  ab,  und  geht  in  der  Nähe  der  Ränder  selbst  bereits 
an  vielen  Stellen  ins  Negative  über.  Zersprengen  wir  nun  z.  B.  einen 
solchen  Krystall  parallel  mit  einer  Fläche  ooP  in  zwei  nahe  gleich 
grosse  Stücke,  so  werden  die  Flächen  OP  an  den  neben  den  Kry- 
stallflächen  ooP  liegenden  Rändern  wie  bisher  negative  oder  schwache 
positive  Spaunung,  dagegen  in-  der  Mitte  des  Randes  neben  der  neu 
entstandenen  Durchgangsfläche  (also  auf  den  Theilen,  welche  im 
ganzen  Krystalle  nahe  in  der  Mitte  der  Flächen  OP  lagen)  stärkere 
positive  Polarität  zeigen.  So  ist  an  dem  Krystall  Nr.  38  auf  den 
Flächen  0  P  die  Spannung  in  der  Mitte  des  Randes  neben  der  Durch- 
gangsfläche  ooP,2  stark  positiv,  während  am  gegenüberliegenden 
Rande  neben  der  ursprünglichen  Krystallfläche  ooPi  eine  schwache 
negative  Elektricität  auftritt.  Ebenso  erscheint  bei  dem  Krystalle 
Nr.  43  auf  dem  Rande  der  Flächen  OP  neben  der  ursprünglichen 
Krystallfläche  <x>  P  1    negative ,    auf  dem   gegenüberliegenden  Rande 
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neben  dem  angeschlagenen  Durchgange  ooP,3  aber  positive  Elek- 
tricitat.  Ein  aus  der  Mitte  eines  solchen  Felsöbanyaer  Krystalles 
herausgeschlagenes,  und  von  vier  Durchgangsflächen  ooP  begrenztes 
Bruchstück  Fig.  43  F  bietet  in  der  ganzen  Ausdehnung  seiner  Flächen 
OP  starke  positive  Spannung  dar  u.  s.  w. 

Aehnliche  Erscheinungen  zeigen  auch  die  Seitenflächen  der  To- 
pase, wie  sich  leicht  durch  Vergleichung  der  in  meiner  Abhand- 
lung mitgetheilten  Beobachtungen  an  ganzen  und  zerbrochenen  Topas- 
krystallen  ergibt. 

In  den  vorstehenden  Beispielen  habe  ich  mich  absichtlich  auf 
die  elektrischen  Vorgänge  auf  den  unverletzt  gebliebenen  Theilen  der 
Kryslallflächen  beschränkt,  um  den  Unterschied  zwischen  der  elek- 
trischen Vertheilung  auf  einem  vollständigen  Krystalle  und  auf  seinen 
Bruchstücken  nachzuweisen ;  diese  Unterschiede  treten  nun  aber  noch 
stärker  hervor,  wenn  wir  die  elektrischen  Erregungen  auf  den  durch 
Bruch  oder  Spaltung  neu  entstandenen  Begrenzungsflächen  in  Betracht 
ziehen.  Für  eine  Reihe  von  Topaskrystallen  habe  ich  durch  Ab- 
schleifen oder  Zersprengen  ihre  äussere  Gestalt  geändert,  und  den 
Einfluss  dieser  Aenderungen  auf  die  elektrische  Vertheilung  unter- 
sucht; es  wird  daher  rücksichtlich  dieses  Minerals  genügen,  auf  den 
fünften  Abschnitt  meiner  Abhandlung ,  in  welchem  die  betref- 
fenden Beobachtungen  zusammengestellt  sind,  hier  hinzuweisen.  Für 
die  Schwerspathkrystaüe  bietet  die  vorliegende  Abhandlung  zahl- 
reiche Beweise  dar:  während  z.  B.  bei  den  Przibramer  Krystallen 
ein  aasgebildetes  Ende  der  Makrodiagonale  negativ  ist,  zeigt  ein  Ende 
eben  dieser  Diagonale,  weiches  durch  eine  senkrecht  gegen  ihre 
Richtung  gestellte  Bruch-  oder  Durchgangsfläche  begrenzt  wird,  posi- 
tive Spannung.  Während  auf  dem  Krystalle  Nr.  38  die  natürlichen 
KrystaHttächen  <x>P  negativ  sind,  tritt  auf  dem  grössten  Theile  der 
angeschlagenen  Durchgangsfläche  ooP,2  positive  Elektricität  auf  u.  s.w. 

5.    Einfluss*  der  Art  des  Wachsthums   der   Krystalle   auf 

die   elektrischen  Vorgänge. 

(m  Laufe  der  Untersuchungen  über  das  elektrische  Verhalten  der 
Scfcwerspatfekrystalle  hat  sich  ein  eigentümlicher  Einfluss  der  Art  und 
Weise,  wie  die  Krystalle  sich  gebildet  und  ihr  WachsAhum  vollendet 
haben,  herausgestellt.     Dieser  Einfluss  zeigt  sich  besonders  in  dem 
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Verhalten  der  Flächen  0  P  und  oo  P,  also  gerade  derjenigen  Flächen, 
welche  die  Grundgestalt  des  Schwerspathes  bilden. 

Ist  der  Krystall  nich  der  Makrodiagonale  gewachsen ,  so  tritt 
die  positive  Elektriciliit  auf  den  Flächen  0P  gewöhnlich  nur  sehr 
schwach  oder  auch  wohl  gar  nicht  hervor,  während  sie  im  anderen 
Falle,  wo  das  VYa  hsthum  nach  der  Brachydiagonale  stattgefunden 
hat,  die  Flächen  OP  gänzlich  oder  fast  gänzlich  beherrscht. 

Auf  den  Flächen  ooP  nimmt  die  elektrische  Spannung  nach  den 
Enden  der  Brachydiagonale  hin  in  positivem  Sinne  zu,  wenn  das 
Wachsthum  des  Krystalles  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale 
erfolgt  ist,  dagegen  nach  derselben  Richtung  hin  in  negativem  Sinne, 
falls  der  Krystall  nach  der  Brachydiagonale  gewachsen  ist.  Beide 
entgegengesetzte  Verhalten  dieser  Flächen  lassen  sich  in  den  einen 
Ausdruck  vereinigen :  es  ändert  sich  die  elektrische  Spannung  stets 
in  negativem  Sinne  zunehmend,  oder  in  positivem  Sinne  abnehmend 
nach  den  Enden  derjenigen  Diagonale  hin,  nach  welcher  das  Wachs- 
thum des  Krystalles  statt  gefunden  hat. 

Infolge  dieses  verschiedenen  Verhaltens  werden  wir  also  die 
Flächen  ooP  in  den  beiden  Abtheilungen  in  verschiedener  Weise 
betrachten  müssen:  wir  haben  sie  stets  auf  diejenige  Diagonale  zu 
beziehen,  nach  welcher  das  Wachsthum  erfolgt  ist,  und  zwar  ertheilt 
diese  Diagonale  ihnen  negative  Polarität,  deren  Intensität  von  ihr 
aus  gegen  die  andere  Diagonale  hin  abnimmt,  und  je  nach  den 
.  Umständen  entweder  auf  den  ganzen  Flächen  ooP  bleibt,  oder  aber 
mehr  oder  weniger  rasch  in  die  positive  übergeht,  welche  letztere 
dann,  entsprechend  einer  Abnahme  in  negativem  Sinne,  in  der  Rich- 
tung nach  der  anderen  Diagonale  hin  wächst. 

Wenn  ein  Krystall  bei  seiner  Bildung  einmal  eine  gewisse  Be- 
schaffenheit infolge  seines  ursprünglichen  Wachsthumes  angenommen 
hat,  so  kann  dieselbe  ungeändert  bleiben,  wenn  durch  zufällige 
äyssere  Umstände  eine  scheinbar  äussere  Aenderung  im  Wachs- 
thume  eintritt,  wie  dies  bei  den  Krystallen  Nr.  68 — 72  der  Fall  ist. 
Diese  Krystalle  sind  auf  einem  Stiele  oder  Kerne  gebildet,  der  nach 
der  Makrodiagonale  gewachsen  ist,  und  die  Eigenschaften  dieses 
Stieles  oder  Kernes  theilen  sich  der  ganzen  später  aufgelegten  und 
in  der  Richtung  der  Makrodiagonale  sich  erweiternden  Masse  mit. 
Andererseits    halte    ich    es    aber   nicht   für   unmöglich,    dass   durch 


71]  Elektrische  Untersuchungen.  344 

stärkere  äussere  Einflüsse  die  ursprüngliche  Beschaffenheit  bei  weiterem 
Wachsen  so  beträchtlich  gestört  werden  kann,  dass  sie  in  die  andere 
Form  übergeht;  und  es  dürften  vielleicht  die  oben  bei  den  Kryst allen 
Nr.  30  und  31  beobachteten  Vorgänge  auf  einem  solchen  Wechsel 
der  Bildungsweise  beruhen  (S.  332).  Ja,  es  können,  wie  ich  oben 
hei  dem  Krystalle  Nr.  53  (S.  315  und  332)  gezeigt  habe,  beide 
Arten  des  Wachsthumes  in  gewisser  Weise  sogar  neben  einander 
bestehen :  nach  der  Richtung  der  Makrodiagonale  gewachsene  Fasern 
legen  sich  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  zur  Bildung  tafel- 
förmiger Krystalle  aneinander. 
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Da  durch  meine  in  den  letzten  Jahren  ausgeführten  Unter- 
suchungen die  Lehre  von  der  Thermoelektricität  der  Krystalle  zu 
einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht  ist,  so  erscheint  es  mir  zweck- 
mässig, hier  die  Entwickelung  derselben  in  ihren  Hauptzügen  zusam- 
menzustellen. Ich  werde  dabei  nur  diejenigen  Arbeiten  besonders 
hervorheben ,  welche  einen  Fortschritt  darin  bewijkt  haben. 

Die  Entwickelung  unserer  Kenntnisse  von  der  Thermoelektricität 
der  Krystalle  hat  mit  der  Beobachtung  der  elektrischen  Kräfte  auf 
einem  erhitzten  Turmalin  begonnen.  Bei  diesem  Minerale  sind  durch 
seine  krystallographischen  und  übrigen  physikalischen  Verhältnisse 
die  vorteilhaftesten  Bedingungen  für  eine  möglichst  grosse  Intensität 
der  auftretenden  elektrischen  Spannungen  gegeben.  Einer  solchen 
Vereinigung  der  gunstigsten  Umstände  bedurfte  es  aber  gerade,  um 
im  Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  bei  der  Unvollkommenheit  der 
damaligen  physikalischen  Apparate  die  elektrischen  Wirkungen  eines 
Krystalles  überhaupt  wahrnehmen  zu  können. 

Die  älteste  Angabe  über  die  Anziehung,  welche  ein  erwärmter 
Turmalinkrystall  auf  kleine  Körperchen  ausübt,  findet  sich  in  einem 
merkwürdigen  4707  zu  Chemnitz  und  Leipzig  erschienenen  Buche: 
»Guriöse  Speculationen  bei  schlaflosen  Nächten.«*)  Es  heisst  daselbst 
S.  269:  »Wie  mir  denn  ohnlängst  nur  der  curiöse  Herr  Daumius, 
jetziger  wohlbestellter  Stabs-Medicus  bei  der  Königl.  Polnischen  und 
Churf.  Sachs,  am  Rhein  stehenden  Militz,  erzehlet  hat,  dass  anno 
1703  die  Holländer  einen  aus  Ost- Indien  von  Ceylon  kommenden 
Edelstein,   Turmalin  oder  Turmale,   auch  Trip  genannt,  zum   ersten 

*)  Das  von  mir  benutzte  Werk  findet  sich  in  der  Königl.  Oeflentlichen  Bibliothek 
zu  Dresden.    Sein  Verfasser  hat  in  Dresden  gelebt. 
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mahl  nach  Holland  gebracht  hatten,  welcher  die  Eigenschafft  hätte, 
dass  er  die  Turff-Asche  auf  der  heissen  und  glüenden  Turff-Kohle, 
nicht  allein  wie  ein  Magnet  das  Eisen,  an  sich  ziehe,  sondern  auch 
solche  Asche  zu  gleicher  Zeit  wieder  von  sich  stosse,  welches  mit 
Lust  zu  sehen  sei,  denn  bald  ein  wenig  Asche  darauf  hüpffte,  und  gleich- 
sam sich  stellete,  als  ob  es  sich  mit  Gewalt  in  den  Stein  hineindrehen 
wolte,  bald  spränge  dagegen  ein  wenig  wieder  davon  hinweg,  als 
wolte  es  gleichsam  von  neuem  ausholen  wieder  darauf  zu  springen, 
und  würde  deswegen  von  denen  Holländern  Aschentrecker  genannt; 
die  Couleur  sei  Pomerantzenroth  mit  Feuer- Farbe  erhöhet.  ^Wenn 
der  Turff  kalt  sei,  so  thäte  dieser  Stein  gar  nichts.« 

Im  Jahre  1717  hat  Lemery  der  Pariser  Akademie  einen  geschlif- 
fenen Turmalin  vorgelegt  und  die  von  ihm  ausgehende  Wirkung 
gezeigt.  Es  heisst  in  der  Histoire  de  Tacademie  royale  des  sciences 
vom  Jahre  1717,  S.  7  unter  dem  Abschnitte  Diverses  observations 
de  physique  generale:  »Voici  encore  un  petit  aiman.  Cest  une  Pierre, 
qu'on  trouve  dans  une  Riviere  de  Flsle  de  Ceylan,  grand  comme  un 
denier,  plate,  orbiculairc,  epaisse  d'environ  une  ligne,  brune,  lisse 
et  luisante,  sans  odeur  et  sans  goöt,  qui  attire  et  ensuite  repousse 
de  petits  corps  legers,  comme  de  la  Cendre,  de  la  limaille  de  Fer, 
des  parcelles  de  papier.  M.  Ltimery  la  fit  voir.  Elle  n'est  point 
commune  et  celle  qu'il  avoit  coötoit  15  livres.«  In  den  weiteren 
Reflexionen  über  die  obigen  Anziehungen  und  Abstossungen,  die  noch 
ungefähr  eine  halbe  Seite  einnehmen,  werden  dieselben  einem  Wirbel 
zugeschrieben,  der  sich  bildet,  aufhört,  und  sich  in  kleinen  Intervallen 
wiederholt;  eine  Andeutung,  dass  diese  Anziehungen  elektrischer 
Natur  seien,  findet  sich  aber  nirgends. 

In  dem  1727  erschienenen  Buche:  »Curieuses  und  reales  Natur-, 
Kunst-,  Berg-,  Gewerck-  und  Handelslexicon«  wird  die  Anziehung 
leichter  Körper  durch  den  Turmalin,  so  wie  die  Veranlassung  zur 
Entdeckung  dieser  Eigenschaft  ausführlicher  erwähnt.  Es  heisst  da- 
selbst S.  1958:  »Trip,  Turmalin  oder  Aschentrecker,  ein  Ceylanischer 
Edelgestein,  der  aus  selbigen  Landen  vor  ungefähr  20  Jahren  erst- 
lich roh  herauskommen  und  von  Ostindien-Fahrern  an  hochteutsche 
Juden  verkauft  worden,  welche  dieselbigen  Steine  sodann  zu  schleiften 
und  an  Mann  zu  bringen  gesucht.  Weil  aber  die  Jubeliers  an  deren 
Härte,  ohnerachlet  sie  die  coüleur  eines  Chrysolits  haben,  gezweiffeit; 
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ist  selbiger  von  ihnen  aufs  Feuer  zur  Probe  geleget  worden,  da  sie 
denn  nicht  allein  befunden,  dass  er  solche  ausgehalten;  sondern  auch 
wider  ihr  Vermuthen  die  Torffasche  an  sich  gezogen,  welches  ihnen 
als  etwas  sonderliches  lieber  gewesen,  denn  die  Güte  des  Steins 
selbst;  und  durch  diese  Begebenheit  ist  man  von  ohngeföhr  auf  dessen 
Benennung  gefallen,  sind  auch  die  grossen  Stücke  dünner  zu  schleiften 
angefangen  und  deren  Preis  auf  8.  10.  und  mehr  Holländische  Gulden 
gesteigert  worden.  Der  Stein  ist  sonst  in  weiterer  Würckung  nicht 
bekannt,  ziehet  aber  praeparata  metallica  chymica  eben  so  wohl  als 
gedachte  Torffasche  an,  welche  er  doch  jederzeit  nach  geschehener 
atlraclion  wieder  von  sich  wirft;  und  dieses  in  infinitum  repetiret.*) 
Kalt  ist  er  ohne  dergleichen  Würckung;  jedoch  darff  er  auch  nicht 
allzu  heiss  gehalten  werden.  Hierbei  ist  zu  mercken,  dass  unsere 
Land-Chrysoliten  dieses  nicht  thun  wollen,  noch  viel  weniger  eine 
andere  Species  Gemmae.« 

Erst  in  einer  \  756  der  Berliner  Akademie  vorgelegten,  aus  dem 
Deutschen  ins  Französische  übersetzten  Abhandlung  (Memoire  con- 
cernant  quelques  nouvelles  experiences  electriques  remarquables)  wies 
Aepin  nach,  dass  jene  Anziehungen  und  Abstossungen  durch  elek- 
trische Kräfte  erzeugt  werden.  Er  besass  zwei  Turmaline,  beide 
geschliffen,  und  zwar  auf  der  einen  Seite  eben,  auf  der  anderen  mit 
in  einer  Spitze  zusammenlaufenden  Facetten.  Jeder  dieser  beiden 
Steine  zeigte  beide  Elektricitäten,  die  eine  auf  der  einen,  die  andere 
auf  der  .entgegengesetzten  Seite.  Da  bei  dem  einen  die  ebene,  bei 
dem  andern  die  mit  Facetten  versehene  Seite  positiv  war,  so  gewann 


*)  Wie  bei  dem  Erhitzen  eines  Turmalins  auf  Kohle  die  Anziehung  der  Aschcn- 
theilchen  den  Blicken  der  Juweliere  nicht  entgehen  konnte,  ersieht  man  aus  dem 
nachstehenden  Berichte  über  einen  von  W  i  1  k  e  angestellten  Versuch  (Abhandlungen 
der  schwedischen  Akademie  der  Wissenschaften  aus  dem  Jahre  1768,  deutsch  von 
Kästner,  Bd.  30,  S.  125).  Wilke  streute  Asche  auf  eine  dünne  geschwärzte  Blech- 
scheibe, legte  einen  geschliffenen,  und  zwar  auf  der  einen  Seite  mit  einer  ebenen 
Fläche,  auf  der  anderen  mit  Facetten  versehenen  Turmalin  mit  seiner  ebenen  Seite 
darauf,  und  setzte  die  Scheibe  auf  einen  heissen  Metallcylinder.  »Der  Stein  fangt  da 
auf  dem  warmen  Cylinder  bald  an  mit  der  Asche  zu  spielen,  und  wirft  sie  ringsumher 
und  über  die  geschwärzte  Scheibe  oft  6  Zoll  weit ,  je  nachdem  die  Aschcntheilchen 
gross  sind.  Im  Ucbergange  zum  Abkühlen  hört  dieses  Spiel  auf,  fangt  aber  von  Neuem 
an,  nachdem  der  Stein  mehr  erkaltet  ist  und  noch  schneller,«  wenn  die  Scheibe  auf 
einen  kalten  Metallcylinder  gelegt  wird. 
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er  die  Ucberzeugung,  dass  da«  Auftreten  der  entgegengesetzten  Elek- 
trici  täten  auf  den  beiden  Seiten  der  geschliffeneri  Steine  nicht  durch 
die  Verschiedenheit  der  äusseren  Form,  sondern  durch  die  innere 
Structur  des   Steines  bedingt  sei. 

Aepin  beobachtete  ferner,   dass,  wenn  er  einen  seiner  beiden 

Turmalino  auf  einer   Glasplatte   oder   glühenden   Kohle    oder    durch 

« 

die  mittelst  eines  Hohlspiegels  concentrirten  Sonnenstrahlen  er- 
hitzte, derselbe  beim  Erhitzen  elektrisch  %  wurde,  merkwürdiger- 
weise aber  mit  gerade  entgegengesetzter  Lage  der  elektrischen  Pole 
als  bei  -der  Abkühlung  nach  dem  Eintauchen  in  siedendes 
Wasser.  Jedoch  vermochte  Aepin  nicht  diese  wichtige  Beobachtung 
richtig  zu  deuten;  er  glaubte,  diese  umgekehrte  Lage  der  elektrischen 
Pole  sei  eine  Folge  der  ungleichen  Erhitzung  beider  Seiten  des  Steines, 
und  gehe,  sobald  die  ungleichen  Temperaturen  sich  ausgeglichen 
hätten,  in  die  gewöhnlich    (beim  Abkühlen)  auftretende  über. 

Das  richtige  Verständniss  dieses  Vorganges  gewatin  erst  Can ton; 
er  sprach  1759  bestimmt  aus,  dass  der  Turmalin  nicht  im  er- 
wärmten Zustande  überhaupt,  sondern  nur  wahrend  des  Steigens  und 
Sinkens  seiner  Temperatur  elektrisch  werde,  und  zwar  bei  zuneh- 
mender Wärme  gerade  in  entgegengesetzter  Weise  als  bei  abnehmen- 
der, womit  die  zuvor  erwähnte  Beobachtung  des  Aepin  naturgemäß 
erklärt  war. 

Canton  benutzte  ungeschliffene  Turmaline  von  grösserer  Länge; 
dies  setzte  ihn,  indem  er  einen  solchen  von  einem  halben  Zoll  Län^c 
in  drei  Stücke  zerschnitt,  in  den  Stand,  die  weitere  Entdeckung  zu 
machen,  dass  jedes  dieser  Stücke  ebenfalls  wieder  zwei  entgegen- 
gesetzte Pole  zeigte,  und  überhaupt  in  qualitativer  Hinsicht  dem 
unzerschnittenen  Krystalle  glich. 

Als  er  einen  Turmalin  in  ein  mit  dem  Elektrometer  verbundenes 
blechernes,  mit  heissem  Wasser  gefülltes  Geföss  warf,  zeigte  das 
Instrument  weder  während  des  Erwärmens  des  Krystalles,  noch  auch 
während  der  Abkühlung  des  ganzen  Apparates  Elektricität;  ein  Be- 
weis, dass  die  Mengen  der  erregten  positiven  und  negativen  Elek- 
tricitäten  stets  gleich  gross  sind,  und  sich  durch  die  leitende 
Flüssigkeit  vollständig  ausgleichen. 

Im  folgenden  Jahre  beobachtete  Canton  eine  ähnliche  elektrische 
Erregung  an  den  Krystallen  des  brasilianischen  Topases. 
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Diese  auf  den  Krystaiien  durch  die  blosse  Wirkung  der  Wärme 
entstehende  Elektricitat  erregte  das  grösste  Interesse  der  Physiker 
und  Mineralogen  und  wurde  vielfach  Gegenstand  der  Forschung. 

Bei  seineu  Untersuchungen  Über  die  oben  beschriebenen  Vor- 
gänge entdeokte  Hauy  an  den  beiden  Enden  der  Hauptaxe  des  Tur- 
maJins  eine  verschiedene  Ausbildung  (Hemimorphismus),  und  brachte 
dieselbe  sogloich  in  Beziehung  zu  den  daselbst  auftretenden  Elektri- 
citöten.  Er  weist  auf  die  Wichtigkeit  der  Erforschung  der  thermo- 
etaktrischen  Erscheinungen  an  Krystaiien  hin,  weil  sie  (wenigstens 
fUr  damals)  das  einzige  Mittel  seien,  um  durch  die  alleinige  Einwir- 
kung der  Wärme  ElektricitiU  zu  erregen,  und  weil  die  chemische 
Verwandtschaft,  indem  sie  die  Molecille  dieser  Körper  zu  regel- 
mässigen Gestalten  vereinigt,  sich  mit  der  Elektricität  verbunden  zu 
haben  scheine,  um  die  verschiedenen  Wirkungen  der  beiden  elek- 
trischen Fluida  .durch  den  Unterschied  in  der  Ausbildung  der  beiden 
Axenenden  darzustellen.  Ueber  die  Verkeilung  der  beiden  Elektri- 
ciläten  an  dem  erkaltenden  Turmalin*)  äussert  er  nur,  dass  das  am 
einfachsten  gebildete  Ende  der  Axe  negative  Elektriciüit  zeigte. 

Hauy  entdeckte  ferner  die  thermoelektrischen  Erregungen  am 
Boraoit,  Mesotyp  (Skolezit  der  neueren  Mineralogen),  Kieselzinkerz 
und  Titanit,  während  Dr6**)  dieselbe  beim  Prehnit  und  Brard  beim 
Axinit  auffand.  Während  Hauy  bei  den  meisten  dieser  Krystalle 
nur  eine  an  ihren  beiden  Enden  mit  entgegengesetzten  Elektriciläten 
versehene,  sogenannte  polarelektrische  Axe  annahm,  beobachtete  er 
bei  dem  in  Würfeln  krystallisirenden  Boracit  vier  solche  polare  Axen, 
welche  je  zwei  diametral  gegenüber  liegende  Ecken  des  Würfels  ver- 
binden, und  dergestalt  angeordnet  sind,  dass  je  zwei  an  den  Enden 
einer  Seitenkante  liegende  Ecken  entgegengesetzte  Pole  zeigen. 

Beim  Boracit  fand  «Hauy  ebenso  wie  beim  Turmalin  die  beiden 
Enden  einer  jeden  polaren  Axe  in  ungleicher  Weise  ausgebildet ;  die 


*)  Da  die  elektrischen  Erregungen  bei  den  Krystaiien  während  des  Erkalten* 
gerade  die  entgegengesetzten  sind  als  beim  Erhitzen,  so  genügt  es,  nur  die  Vorgänge 
beim  Erkalten  anzugeben.  Diese  sind  im  Folgenden  also  stets  zu  versleben,  wenn 
elektrische  Verkeilungen  ohne  weiteren  Znsatz  aufgeführt   werden. 

**)  In  der  ersten  Auflage  seines  Tratte  de  mioeralogio  Bd.  3  S.  1 67  sagt  Hauy 
vom  Prehnit:  »Eteclrique  par  la  chaleur  (Observation  du  CiL  Dre}«,  während  in  der 
zweiten  Auflage  der  eingeklammerte  Zusatz  fehlt. 
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positiven  Enden  waren  entweder  durch  die  Flachen  eines  Tetraeders 
abgestumpft,  während  die  negativen  Enden  in  eine  unverletzte  Ecke 
ausliefen,  oder,  wenn  beide  Enden  abgestumpft  erschienen,  so  traten 
an  den  positiven  Enden  noch  die  Flächen  eines  Trigondodekaeders  auf. 

Auch  bei  den  übrigen  elektrischen  Krystallen,  bei  welchen  Hauy 
nur  eine  polarelektrische  Axe  annahm,  glaubte  er  eine  gleiche  heroi- 
morphische  Bildung  nach  dieser  Axe  erwarten  zu  dürfen.  „  Am  Kiesel- 
zinkerz, das  in  der  That  eine  polarelektrische  Axe  besitzt,  hat  später 
Mohs  den  in  ausgezeichneter  Weise  an  den  Enden  dieser  Axe  auf- 
tretenden Hemimorphismus  beobachtet.*) 

Schon  oben  wurde  erwähnt,  dass  die  thermoelektrischen  Vor- 
gänge das  lebhafteste  Interesse  erregt  haben,  und  wir*  finden  daher 
ausser  den  obengenannten  Physikern  noch  deh  Herzog  von  Noya, 
Wilson,  Bergmann,  Wilke  und  Priestley  mit  ausgedehnten  Unter- 
suchungen über  den  Turmalin  beschäftigt,  jedoch  ohne  dass  ihre  Ver- 
suche den  zu  ihrer  Zeit  bekannten  Gesetzen  wesentKch  Neues  hin- 
zugefügt haben. 

Bis  in  die  ersten  Jahrzehnte  dieses  Jahrhunderts  kannte  man  im 
Gebiete  der  thermoelektrischen  Erscheinungen  mit  Bestimmtheit  nur 
polarclektrische  Axen,  d.  h.  Axen,  welche  an  ihren  beiden  Enden 
entgegengesetzte  Elektricität  zeigen,**)  und  hielt  sich  daher  für  be- 
rechtigt, das  Vorkommen  solcher  Axen  allgemein  oder  vielmehr  aus- 
schliesslich anzunehmen,  obwohl  dieselben  mit  Sicherheit  nur  an 
den  unsymmetrischen  (hemimorphischen)  Krystallen  beobachtet  worden 
waren.  Aber  gerade  der  Umstand,  dass  die  polarelektrischen 
Axen  nur  bei  den  unsymmetrischen  Krystallen  auftreten,  veranlasste 
Schweigger*  **)  zu  dem  Ausspruche,  dass,  »da  durchaus  keine  äussere 

*)  Dagegen  sind,  wie  ich  gleich  hier  crwühncn  will,  die  anderen  oben  genannten 
Krystallc  nicht  hemimorphisch.  Wenn  bei  einzelnen  Individuen  an  dem  einen  Ende 
einer  Axe  einzelne  Flächen  auftreten,  welche  an  dem  anderen  Ende  fehlen,  so  bat 
diese  Abweichung  von  der  Symmetrie  nur  in  zufälligen  Störungen  ihren  Grund ,  und 
dem  entsprechend  besitzen  diese  Kryslalle  auch  nicht  eine  polarelektrische  Axe,  son- 
dern zeigen  an  den  beiden  Endeu  der  betreffenden  Axe  gleichnamige  Elektricitöten. 
Vgl.  meine  Untersuchungen  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Topases 
(Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen  S.  370)  und  des  Schwerspathes  (Bd.  XV  S.  *77). 

**)  Eine  vereinzelte  davon  abweichende  Beobachtung  H  a  u  y's  (Traitä  de  miner. 
Bd.  II.  S.  154)  an  dem  Bruchstücke  eines  brasilianischen  Topases,  dessen  Endflächen 
er  negativ  und  dessen  Seitenflächen  er  positiv  fand,  blieb  unbeachtet. 
***)  Jahrb.  der  Chcm.  und  Phys.  Bd.  39  S.  245  (Jahrgang  4  823). 
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Kraft  auf  das  Hauptgesetz  der  Krystallbildung  —  Symmetrie  —  Ein- 
fluss  zu  haben  vermag,  eine  innerlich  begründete  Kraft,  welche 
solches  vermag,  selbst  wesentlich  für  die  Krystallbildung  sein  müsse.« 
Er  betrachtete  daher  die  Unterschiede,  welche  je  nach  der  Richtung 
in  den  während  der  Bildung  der  Krystalle  thätigen  Kräften  vorhanden 
sein  müssen,  um  eine  bestimmte  regelmässige  Anordnung  der  Mole- 
cüle  zu  bewirken,  als  elektrische  oder  dieser  Kraft  verwandte.  Jedes 
Molectil  sollte  eine  polarelektrische  Axe  besitzen,  und  die  gegensei- 
tige Einwirkung  dieser  Polaritäten  sowohl  die  Cohäsion  überhaupt 
als  auch  die  besondere  Form  der  Krystallisation  hervorbringen. 

Eben  diese  thermoelektrischen  Erscheinungen  an  Krystallen  gaben 
auch  Berzelius  Anlass  zur  Aufstellung  seiner  elektrochemischen 
Theorie;  in  gleicher  Weise  wie  Schweigger  betrachtete  er  die  kleinsten 
Theile  (Molecüle)  ähnlich  wie  den  Turmalin  mit  einer  elektrischen  Polarität 
begabt,  »von  welcher  die  elektrochemischen  Erscheinungen  bei  ihrer 
Vereinigung  abhängen,  und  deren  ungleiche  Intensität  die  Ursache  des 
Kraftunterschiedes  ist,  womit  sich  ihre  Verwandtschaften  äussern.  . .  . 
Jede  chemische  Wirkung  ist  also,  ihrem  Grunde  nach,  ein  elektrisches 
Phänomen,  das  auf  der  Polarität  der  Partikeln  beruht.  Alles,  was 
Wirkung  der  sogenannten  Wahlverwandtschaft  zu  sein  scheint,  wird 
durch  eine  in  gewissen  Körpern  stärker  als  in  anderen  vorhandene 
elektrische  Polarität  bewirkt.« 

Die  bis  dahin  nur  sehr  geringe  Zahl  der  als  thermoelektrisch  be- 
kannten Krystalle  wurde  1824  durch  eine  Mittheilung  Brewster's  über 
die  von  ihm  während  der  Jahre  1817  und  1818  ausgeführten  Versuche 
nicht  unwesentlich  vermehrt.    Brewster  giebt  als  thermoelektrisch  an: 

Skolecit  *)  Diamant 

Mesolith  *)  Auripigment 

Grönländischer  Mesotyp  Analcim 

Kalkspath  Amethyst 

Gelber  Beryll  Bergkrystall  aus  dem  Dauphine 

Schwerspath  Idokras  (Vesuvian) 

Schwefelsaurer  Strontian  Honigstein 

Kohlensaures  Blei  Schwefel  (sulphur  native) 


*)  Es  ist  B re ws ler  wahrscheinlich,  dass  Hauy's  Mesotyp  eines  dieser  beiden 
Mineralien  ist. 
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Diopsid  Granat 

Roiher  und  blauer  Flussspath       Dichroit.*) 

Brewsler  gebührt  ferner  das  grosse  Verdienst,  zuerst  seine 
Aufmerksamkeit  auch  den  künstlich  aus  wässerigen  Lösungen  dargestell- 
ten Krystallen  zugewandt,  und  elektrische  Spannungen  durch  Temperatur- 
änderungen auf  ihnen  hervorgerufen  zu  haben.**)  Er  nennt  als 
thermoelektrisch  : 

Weinsaures  Kali-Natron  (Seignettesalz)  Schwefelsaure  Magnesia 

Weinsäure  Blausaures  Kali 

üxalsaures  Ammoniak  Zucker 

Chlorsaures  Kali  Essigsaures  Blei 

Schwefelsaure  Magnesia  mit  Natron  (?)  Kohlensaures  Kali 

Schwefelsaures  Ammoniak  Citronsäure 

Eisenvitriol  Quecksilbersublimat. 

Während  Brewsler  sich  die  Aufgabe  gestellt  hatte,  die  Reihe 
der  thcrmoclcktrischen  Krystalle  zu  vergrößern,  geht  das  Bestreben 
der  späteren  Forscher  besonders  auf  die  Ermittelung  der  Gesetze, 
denen  die  Krystalle  in  ihrem  elektrischen  Verhalten  unterworfen  sind. 

P.   Er  man    fand   bei  seinen  Untersuchungen   auf  Bruchstücken 


*)  Man  glaubte  Hingere  Zeit,  dass  Brcwster  bei  der  Unvollkommeiiheit  des  zu 
seinen  Versuchen  angewandten  Verfahrens  sich  in  Betreff  der  elektrischen  Anziehungen 
geirrt  haben  dürfte,  und  dass  die  meisten  der  von  ihm  genannten  Krystalle  nicht  elek- 
trisch würden .  K  i  e  s  s  und  Rose  seh  Hessen  ihre  Abhandlung  über  die  P  yr  o  e  I  e  k- 
tricitüt  der  Mineralien  (Abhandl.  der  Akad.  der  Wissensch.  zu  Berlin,  4843) 
mit  den  Worten:  »Von  dem  Brewster'schen  Verzeichniss  sind  daher  nur  Skolczit, 
Mesolith  (zum  Theil),  Schwerspath  und  Quarz  pyroelektrisch  gefunden  worden.«  An 
einer  anderen  Stelle  äussern  sie  sich  dahin,  dass  negativen  Resultaten  thermoeiektri- 
scher  Untersuchungen  nur  ein  temporärer  Worin  beizulegen  sei.  Und  in  der  Thal  ist 
es  mir,  wie  dieser  Bericht  in  seinem  weiteren  Verlaufe  zeigen  wird,  gelungen,  bei  den 
meisten  der  in  jenem  Verzeichnisse  stehenden  Mineralien  nicht  blos  dietbermoeleklrische 
Erregung  überhaupt  nachzuweisen,  sondern  auch  die  speeifische  Vertheiiung  der  Elek- 
tricität  auf  denselben  festzustellen.  Ob  freilich  Krystalle  wie  Flussspalh  und  Granat  Uier- 
moelektrisch  erregt  werden  können,  wird  erst  noch  weiterer  Forschung  bedürfen. 

**)  Ein  durch  Schmelzon'  erzeugtes  und  thermoclektrische  Erscheinungen  dar- 
bietendes Kunstprodukt  besass  schon  Hauy ;  es  war  eine  im  heftigsten  Schmelzfeuer 
von  dem  Jüngern  Saussure  durch  Zersetzung  des  Gypses  mittelst  concreter  Phos- 
phorsäure dargestellte  Masse  von  der  Grösse  einer  Haselnuss,  ohne  äusseres  Zeichen 
von  Krystallisation,  die  durch  Wärme  polarelektrisch  wurde  (Jahrb.  der  Ghetn.  und 
Phys.  Bd.  25  S.  17  J). 
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brasilianischer  Topase  *)  dieselbe  Verkeilung  der  Elektricitäl,  wie  sie 
bereits  Hauy  an  einem  eben  solchen  Bruchstücke  (s.  oben  S.  350)  wahr- 
genommen hatte:  die  beiden  Durchgangsflächen  erschienen  negativ, 
während  er  auf  den  Seitenflächen  blos  positive  Spannungen  nach- 
zuweisen vermochte  ;**)  und  er  schliessi  aus  seinen  Versuchen,  dass 
die  Art  der  Elektricitätsvertheilung  eine  ganz  eigentümliche,  von 
den  bisher  bekannten  Analogien  total  abweichende  sei,  indem  die 
eine  Thatigkeit,  namentlich  die  —  E,  in  der  Axe  und  den  Parallelen 
mit  ihr  herrsche,  während  die  andere  (+  E)  ihre  Richtung  senkrecht 
auf  die  Axe  habe  und  ihr  Sitz  überall  an  der  perimetrischen  Ober- 
fläche aller  Seitenflächen  sei. 

Wenn  auch,  wie  ich  in  Band  XIV  dieser  Abhandlungen  gezeigt 
habe,  die  vorstehende  Ansicht  über  die  elektrische  Vertheilung  am 
Topase  nicht  richtig  ist,  so  finden  wir  doch  in  ihr  zuerst  ein  Ab- 
gehen von  der  bis  dahin  allgemein  angenommenen  Vorstellung,  dass 
die  elektrischen  Axen  stets  polare  sein,  d.  h.  an  beiden  Enden  ent- 
gegengesetzte Elcktricitäten  zeigen  müssten.***) 

Becquerelf)  und 'etwas  später  Forbes  77)  suchten  das  Verhält- 
nis* der  Stärke  der  Elektricität  zur  Länge  und  zum  Querschnitte  der 
Krv  stalle,  sowie  zu  den  Temperaturänderungen  zu  erforschen.  Ihre 
Bemühungen  hatten  jedoch  nicht  den  gewünschten  Erfolg,  f ff) 

Diese  Untersuchungen  wurden  1859  von  Gauguinf*)  wieder 
aufgenommen;  nach  ihm  ist  die  Menge  der  von  einem  Turmalin 
entwickelten  Elektricität  proportional  seinem  Querschnitte,  aber  unab- 


*)  Äbbandl.  der  fierl.  Akad.  vom  Jahr  «829  S.  57. 

**)  Vergl.  hierüber  meine  Abhandlung  über  die  therm 0 elektrisch eo  Eigenschaften 
des  Topases  (Bd.  XIV  dieser  Abb.  S.  360). 

***)  Die  von  Er  man  angegebene  Vertheilung  exislirt  am  Topase  nicht ;  dagegen 
habe  ich  eine  ähnliche  Anordnung  der  Elektricitäten,  wie  ich  später  zeigen  werde,  au 
nicht  hemimorphischen  Krystallen  des  tetragonalen  und  hexagonalen  Systemes  aufge- 
funden. 

f)    Anna),  de  chim.  et  de  phys.   T.  37.  S.  5.  355.     Poggend.  Annal.  Bd.  13. 
S.  698. 

ff)  Transact.  of  the  roy.  soc.  of  Edinburgh  Bd.  13.  S.  25. 
fft)  Ein  allgemeines  Gesetz  hierüber  aufzustellen  würde  auch  nicht  möglich  sein, 
da  sieb  bei  meinen  vielfachen  Bcobachlungen  herausgestellt  hat,  dass  die  Intensität  der 
auf  den  einzelnen  Krystallen  derselben  Mineralspecies  auftretenden  Elektricität  je  nach 
der  individuellen  Beschaffenheit  derselben  sehr  verschieden  ist. 
7*)  Annal.  de  chim.  et  de  phys.    3  Se>.  Bd.  37.  S.  4. 
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hängig  von  seiner  Länge,  und  während  des  Sinkens  oder  der  Er- 
höhung der  Temperatur  um  eine  gegebene  Anzahl  Grade  wird  unab- 
hängig von  der  Dauer  der  Abkühlung  oder  Erwärmung  stets  dieselbe 
Blektricitätsmenge  entwickelt. 

In  der  zuvor  citirten  Abhandlung  von  Forbes  findet  sich  eine 
bis  jetzt  noch  nicht  wieder  beobachtete  Thatsache  verzeichnet;  For- 
bes beschreibt  einen  Turmalin,  der  an  beiden  Enden  positive,  in  der 
Mitte  aber  negative  Elektricität  besass.*)  Dieses  eigentümliche  Ver- 
keilung der  Elektricität  sucht  er  dadurch  zu  erklären,  dass  er  sich 
zwei  Turmaline  mit  ihren  negativen  Polen  aneinander  gelegt  und  so 
verwachsen  denkt,  dass  auf  ihren  Seitenflächen  keine  Spur  der  Zusam- 
mensetzung übrig  geblieben;  er  folgte  bei  dieser  Erklärung  Brewster, 
der  die  oben  S.  350  erwähnte,  von  Hauy  an  einem  Topasbruchstücke 
beobachtete  Vertheilung  durch  eine  Verwachsung  zweier  Topase  mit 
ihren  positiven  Enden  erklären  zu  können  vermeinte;  ein  Beweis, 
mit  welcher  Zähigkeit  man  die  Ansicht  von  durchweg  polarelektri- 
schen Axen  festhielt. 

Kieselzinkerz.  Nachdem  Mohs**)  die  hemimorphische  Bildung  der 
Enden  der  Hauptaxe  des  Kieselzinkerzes  nachgewiesen,  bestimmte  Köh- 
ler* **)  an  diesem  Minerale  die  Lage  der  elektrischen  Pole.  Dieselben 
finden  sich  an  den  Enden  der  Hauptaxe  und  sind  so  vertheilt,  dass  an 
dem  Ende  mit  der  geringeren  Anzahl  Flächen  (Grundpyramide)  die  po- 
sitive, an  dem  anderen  Ende  mit  der  grösseren  Anzahl  Flächen 
(ausser  der  Grundpyramide  auch  Flächen  von  horizontalen  Prismen) 
dagegen  die  negative  Elektricität  auftritt. 

StruviL  Eine  andere  ausgezeichnet  hemimorphisch  gebildete  Sub- 
stanz entdeckte  später  Hausmannf)   in  dem  Struvit  (phosphorsaure 


*)  Es  heissl  S.  3  5  :  In  the  course  of  my  researches,  I  have  met  with  a  cryslall 
of  turmaline,  possessing  no  external  irregularities  of  strueture  (the  terminations,  how- 
ewer,  of  the  crystall  are  not  preserved),  which  has  the  Singular  propertyof  presenting 
in  cooling  a  vitreons  pole  at  both  ends.  Ilaving  ascertaincd  Ihis  poinl,  I  proeeeded  to 
examine  the  electricity  of  its  parte,  by  means  of  Coulomb's  Proof-plane,  by  wbich  the 
electricity  of  any  portion  is  insulated  and  examined.  As  I  expected,  I  found  the  central 
portion  of  the  crystall  resinously  electrified. 

**)  Mohs,  Grundriss  der  Mineralogie,  2.  Bd.  Fig.  37. 
***)  Poggend.  Ann.  Bd.  <7.  S.  148. 

f)   Nachrichten  von  der  G.  A. -Universität  zu  Götlingen  1846.  S.  124. 
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Natron -Magnesia),  -der  ebenfalls  eine  stark  polarelektrische  Axe  in 
der  Richtung  seiner  unsymmetrisch  ausgebildeten  Hauptaxe  besitzt. 

Baracit.  Für  die  Lage  der  positiven  und  negativen  Pole  auf  den 
Ecken  der  BoracitwUrfel  stellte  Köhler  das  Gesetz  auf,  dass  die- 
jenigen Ecken,  welche  durch  glatte  Tetraederflachen  abgestumpft  sind, 
positive,  die  anderen,  welche  entweder  gar  nicht  oder  durch  matte 
Tetraederflachen  abgestumpft  erscheinen,  aber  negative  Klektricitöt 
zeigen. 

Rhodizit  Eine  gleiche  Vertheilung  der  Elektricitftt  beobachtete  G. 
Rose4)  an  dem  von  ihm  auf  seiner  Reise  nach  dem  Ural  aufgefundenen 
Rhodizit,  der  in  seinen  Formen  und  physikalischen  Eigenschaften  mit 
dem  Boracit  übereinstimmt.  Auch  hier  sind  die  durch  glatte 
Tetraederflachen  abgestumpften  Ecken  der  würfelförmigen  Kryslalle 
positiv,  die  nicht  abgestumpften  negativ. 

Turmalin.  Für  den  Turmalin  versuchte  G.  Rose**)  die  Lage  der 
elektrischen  Pole  in  Bezug  auf  die  Krystallgestalt  zu  bestimmen, 
worüber  Hauy  (s.  S.  349)  sich  sehr  vorsichtig  nur  dahin  geäussert, 
dass,  soweit  seine  Beobachtungen  reichten,  das  am  einfachsten  ge- 
bildete Ende  den  negativen  Pol  trage.  Rose  beachtete  besonders 
die  Stellung  des  Hauptrhomboeders  zu  dem  dreiseitigen  Prisma,  das 
nebst  einem  sechsseitigen  Prisma  gewöhnlich  die  Seitenflachen  der 
Turmalinkrystalle  bildet.  In  den  meisten  Fallen  erscheint  dasjenige 
Ende  der  Hauptaxe,  an  welchem  die  Flachen  des  Hauptrhomboeders 
auf  den  Kanten  des  erwähnten  dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  sind, 
positiv,  das  andere  dagegen,  an  welchem  sie  auf  den  Flachen  dieses 
Prismas  aufgesetzt  sind,  negativ.  Doch  finden  sich  auch  Krystalle, 
bei   welchen   die  Lage  der  Pole  gerade  die  umgekehrte  ist.*4*)     An 


*)  Poggend.  Ann.  Bd.  39.  S.  3*1  ;  Anhand),  der  Bert.  Akad.  4  843.  S.  88. 

**)   Anhand),  der  Berl.  Akad.  1836.  S.  H5. 

***)  Will  man  diese  letzteren  Krystalle  wieder  mit  dem  vorstehenden  Gesetz  in 
Einklang  bringen,  so  muss  man,  wie  6.  Rose  hervorhebt,  entweder  das  an  ihnen 
\  orkommcnde  Rhomboeder  als  das  sogenannte  Gogenrhomhoedor  oder  die  vorhandenen 
drei  Prismenflächen  als  nicht  dem  gewöhnlichen,  sondern  dorn  anderen,  dreiseitigen 
Prisma,  welches  jenes  zu  einem  sechsseitigen  ergänzt,  angehörend  betrachten.  In 
seiner  oben  citirten  Abhandlung  von  4  836  gab  Rose  der  erstem  Betrachtungsweise 
den  Vorzug,  wahrend  er  in  der  bereits  auch  schon  angerührten  in  Gemeinschaft  mit 
Ittess  veröffentlichten  Abhandlung  die  zweite  für  die  wahrscheinlichere  erklärt. 

Der  Umstand,   dass  Turmnline  exisliren,  deren  Pole  in  Bezug  auf  die  Krystallform 
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manchen  Krystallen  treten  ferner  ausser  jenem  dreiseitigen  Prisma 
zugleich  die  Flächen  eines  zweiten  dreiseitigen  Prismas  auf,  welche 
die  Flächen  des  ersten  zu  einem  vollständigen  sechsseitigen  ergänzen, 
so  dass  in  diesen  Fällen  die  Erkennung  der  Flächen  des  ersten 
Prismas  unmöglich  ist,  wenn  sie  nicht  durch  die  bisweilen  neben 
ihnen  erscheinenden  Flächen  der  Hälfte  eines  zwölfseitigen  Prismas 
ausgezeichnet  sind.  —  Auch  aus  dem  Auftreten  der  Flächen  be- 
stimmter Rhomboeder  lässt  sich  die  Lage  der  Pole  beim  Turmalin 
nicht  mit  absoluter  Sicherheit  erschliessen ;  denn  wenn  sich  auch  vor- 
zugsweise die  Flächen  des  ersten  spitzem  Rhomboeders  am  positiven, 
die  Flächen  des  ersten  stumpfern  am  negativen  Pole  finden,  so  er- 
scheinen doch  bisweilen  die  Flächen  des  ersten  spitzem  Rhomboeders 
auch  am  negativen,  und  die  Flächen  des  ersten  stumpferen  am  po- 
sitiven Pole.*) 

Die  künstlichen  Krystalle,  von  welchen  Brewster  nur  ganz  im 
Allgemeinen  angegeben  hatte,  dass  sie  thermoelektrisch  erregbar 
seien,  waren  ohne  Beachtung  geblieben.  Um  eine  genauere  Kennt- 
niss  der  bei  ihnen  auftretenden  elektrischen  Erscheinungen  zu  er- 
langen, begann  ich  im  Jahre  1833  eine  genauere  Untersuchung  des 
Zuckers,  der  Weinsäure  und  des  weinsauren  Kali-Natrons**)  (Seig- 
nettesalzes),  an  welche  sich  später  die  Prüfung  des  neutralen  wein- 
sauren Kalis***)  anschloss. 

An  den  Krystallen  des  Zuckers,  der  Weinsäure  und  des  neutralen 
weinsauren  Kalis  entdeckte   ich  einen  sehr  deutlich  ausgesprochenen 


gerade  entgegengesetzt  liegen,  roussle  bisher  bei  den  Vorstellungen,  die  man  sich  in 
mehr  oder  weniger  klarer  Weise  von  der  Entstehung,  der  Thermoelektricllät  machte, 
Mierdings  sehr  auffallend  erscheinen,  und  es  lag  daher  nahe,  durch  eine  der  obigen 
Annahmen  diese  Abweichung  zu  beseitigen.  Nach  den  von  mir  in  der  letzten  Zeit 
am  Vesuvian  und  Beryll  ausgeführten  Untersuchungen  wird  man  jedoch  an  den  in  Be- 
zug auf  die  Form  gerade  entgegengesetzt  liegenden  Polen  keinen  Anstoss  mehr  nehmen 
dürfen,  da,  wie  ich  später  mittheilen  werde,  auch  bei  den  genannten  Krystallen  ein 
eben  solcher  Wechsel  der  Polaritäten  in  Bezug  auf  die  Form  vorkommt,  der  seinen 
Grund  in  den  bei  ihrer  Bildung  obwaltenden  Umständen  hat.  Eben  diese  Beobach- 
tungen am  Vesuvian  und  Beryll  werden  auch  für  die  obenS.  354  erwähnte  eigentluim- 
liche,  von  Forb es  angeführte  Verkeilung  der  Polarität  an  einem  Turmalinkry stalle 
(beide  Enden  positiv,  die  Mille  negativ)  das  richtige  Verständniss  geben. 
*)  Abhandi.  der  Berl.  Akad.  1843.  S.  67. 

**)   De  Iberraoelectricitale  crystallorum,  Halae  4  839;  Pogg.  Annal.  Bd.  49  S.  493. 
***)  Pogg.  Annal.  Bd.  53.  S.  620. 
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Homomorphismus,  und  diesem  entsprechend  in  der  Richtung  der  un- 
symmetrisch ausgebildeten  Axe  eine  stark  polarelektrische  Axe. 

Zucker.  Stellen  wir  die  dem  monoklinoedrischen  Systeme  angehö- 
rten Krystalle  des  Zuckers  so,  dass  der  klinodiagonale  Hauptschnitt  auf 
uns  zugewandt  ist  und  in  ihm  der  spitze  Winkel  zwischen  der  Haupt- 
axe  und  der  Klinodiagonale  auf  der  vorderen  Seite  im  oberen  Qua- 
dranten liegt,  so  erscheinen  am  linken  Ende  der  Orthodiagonale  nur 
die  Flächen  des  verticalen  Prismas  oo  P;  dagegen  treten  9m  rechten 
Ende  der  Orthodiagonale  ausser  diesen  Flächen  auch  noch  die  zwei 
Flüchen  der  rechten  Hälfte  eines  sogenannten  Klinoprismas  (Klinodo- 
mas)  i?  00  auf.  Dasjenige  Ende  der  Orthodiagonale ,  welches  die 
Flachen  dieses  Klinoprismas  trägt  und  häufig  verwachsen  ist,  zeigt 
beim  Erkalten  positive, *)  das  andere  Ende  dagegen,  an  welchem 
diese  Flächen  fehlen,  negative  Elektricität.  Legen,  sich  zwei  Krystalle 
zu  einem  Zwillinge  zusammen,  so  geschieht  die  Verwachsung  mit 
denjenigen  Enden  der  Orthodiagonale,  an  welchen  sich  die  Flächen 
des  Klinoprismas  finden;  es  sind  dann  die  freien  Enden  eines  solchen 
Zwillinges  negativ,  die  Mitte,  wo  die  Verwachsung  stattgefunden 
hat,  positiv. 

Weinsäuren.  Aehnliche  Verhältnisse  und  Vorgänge  beobachtete  ich 
bei  den  Krystallen  der  Weinsäure,  welche  ebenfalls  dem  monoklinoedri- 
schen Systeme  angehören.  Stellen  wir  das  Axensystem  wieder  in  der 
beim  Zucker  angegebenen  Weise,  so  erscheinen  die  Weinsäurekrystalle 
gleichfalls  in  der  Richtung  der  Orthodiagonale  hemimorphisch :  während 
am  rechten  Ende  derselben  sich  nur  die  Flächen  des  verticalen 
Prismas  00  P  finden,  treten  ausser  diesen  auf  der  linken  Seite  noch 
zwei  Flächen  (die  Hälfte)  eines  Klinoprismas  i?  00  auf.  Mit  diesem 
linken  Ende  verwachsen  die  Krystalle,  wenn  sie  sich  nach  der  Rich- 
tung der  Orthodiagonale  zu  Zwillingen  zusammenlegen.  Dasjenige 
Ende  der  Orthodiagonale,  an  «welchem  sich  nur  die  Flächen  des 
Prisinas  00  P  finden,  zeigt  beim  Erkalten  negative,  das  andere  da- 
gegen, an  welchem  ausser  den  genannten  Flächen  auch  noch  die 
Flächen   des  Klinoprismas  i?  00   auftreten,   positive  Elektricität.     An 


*)  Selbstverständlich  ist  aucli  bei  den  künstlich  aus  wässerigen  Lösungen  er- 
zeugten Krystallen  die  elektrische  Polarität  bei  der  Erwärmung  gerade  die  entgegen- 
gesetzte als  bei  der  Abkühlung. 
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den  zuvor  beschriebenen  Zwillingskrystallen  sind  daher,  ebenso  wie 
beim  Zucker,  die  nach  aussen  stehenden  Enden  negativ,  die  Mitte 
aber,  wo  die  Verwachsung  stattgefunden  hat,  positiv. 

Ein  weiteres  Interesse  gewinnen  diese  Beobachtungen  durch 
die  Entdeckung  Pasteur's,  dass  ausser  der  gewöhnlichen  Weinsäure, 
deren  Kry stalle  die  oben  beschriebene  Gestalt  besitzen,  noch  eine 
zweite  Weinsäure  cxistirt,  welche  Pasteur*)  durch  Spaltung 
der  sogenannten  Traubensäure  in  diese  neue  Säure  und  die  gewöhn- 
liche Weinsäure  erhielt.  Diese  neue  Säure  besitzt  dieselbe  chemische 
Zusammensetzung  wie  die  gewöhnliche,  und  stimmt  mit  dieser  auch 
in  ihren  physikalischen  Eigenschaften  überein,  mit  Ausnahme  der 
Lage  der  den  Hemimorphismus  bedingenden  Flächen  des  Klinoprismas 
i?  oo  und  der  Drehungsrichtung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes. 
Die  Krystalle  dieser  zweiten  Weinsäure  haben  nämlich  zwar  im  All- 
gemeinen dieselbe  Form  mit  genau  denselben  Winkeln,  wie  die  zuvor 
beschriebenen  Krystalle  der  gewöhnlichen  Weinsäure;  dagegen  treten 
bei  der  oben  angenommenen  Stellung  der  Krystalle  die  Flächen  des 
Klinoprismas  U  oo,  welche  hemimorphisch  sich  nur  an  dem  einen 
Ende  der  Orthodiagonale  ausbilden,  nicht  wie  bei  der  gewöhnlichen 
Weinsäure  auf  dem  linken,  sondern  auf  dem  rechten  Ende  der  Or- 
thodiagonale auf.  Die  Formen  der  beiden  Säuren  sind  Spiegel- 
bilder von  einander,  wenn  man  die  Krystalle  mit  ihren  orthodia- 
gonalcn  Hauptschnitten  parallel  zur  Ebene  eines  Spiegels  aufstellt. 
In  elektrischer  Hinsicht  fand  Pasteur  eine  in  Bezug  auf  die 
Lage  der  hemimorphischen  Flächen  des  Klinoprismas  gleiche  Ver- 
keilung, wie  ich  sie  bei  der  ■  gewöhnlichen  Weinsäure  beob- 
achtet hatte,  d.  h.  das  nur  mit  den  Flächen  des  verticalen  Pris- 
mas oo  P  versehene  Ende  der  Orthodiagonale  ist  beim  Erkalten 
negativ,  das  entgegengesetzte  Ende,  welches  ausser  den  Flächen 
oo  P  auch  noch  die  zwei  Flächen  des  Klinoprismas  *  oo  trägt,  positiv. 
Mit  dem  Wechsel  in  der  Lage  der  unsymmetrischen  Flächen  an  deo 
beiden  Enden  der  Orthodiagonale  haben  also  in  gleicher  Weise  auch 
die  elektrischen  Pole  gewechselt. 

Die  neue  Säure  unterscheidet  sich  ferner  von  der  gewöhnlichen 
Weinsäure   dadurch,    dass   ihre   Lösung    die    Polarisationsebene   des 


*)    Annal.  de  chim.  et  de  phys.    3.  Sor.  Bd.  58.  S.  R6 
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Lichtes  nach  links  ablenkt,  während  die  Lösung  der  gewöhnlichen 
Weinsäure  dieselbe  um  dieselbe  Grösse  nach  rechts  dreht.  Pasteur 
hat  hiernach  die  neue  Säure  mit  dem  Namen  der  Linkstraubensäure 
belegt,  während  die  gewöhnliche  Weinsäure  als  Rechtstraubensäure 
bezeichnet  werden  kann. 

Weinsaures  Kali.  Bereits  1 841*)  habe  ich  auf  den  Zusammenhang 
der  hemimorphischen  Bildung  beim  Zucker  und  der  Weinsäure  mit  der 
Eigenschaft  ihrer  Lösungen,  die  Polarisationsebene  des  Lichtes  zu 
drehen,  hingewiesen;  und  gerade  der  Umstand,  dass  nach  Biot's 
Messungen  das  neutrale  weinsaure  Kali  ein  sehr  starkes  Drehungs- 
vermögen zeigt,  bewog  mich  damals,  die  Krystalle  dieses  Salzes  auf 
ihre  Form  und  ihr  elektrisches  Verhalten  genauer  zu  untersuchen.  Ich 
fand  in  der  That  die  Krystalle  des  neutralen  weinsauren  Kalis  sehr 
stark  hemimorphisch  gebildet:  an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe 
zeigten  die  zum  rhombischen  Systeme  gehörigen  Krystalle  eine  dach- 
förmige Zuschärfung,**)  während  sich  am  anderen  Ende  derselben 
eine  gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  Fläche  fand.  Das  erstere  Ende 
zeigte  beim  Erkalten  positive,  das  zweite  negative  Elektricität. 

Weinsaures  Kali-Natron.  Wenn  auch  in  der  Regel  die  beiden 
Weinsäuren  die  Verschiedenheit  von  rechts  nach  links  in  der  Lage  der 
unsymmetrischen  Flächen  auf  ihre  Salze  übertragen,  so  kommen  doch 
auch  Fälle  vor,  in  denen  die  Krystalle  mancher  Salze  vollkommen 
symmetrisch  ausgebildet  sind.  Dies  letztere  ist  nach  Pasteur ***) 
namentlich  der  Fall  bei  den  Krystallen  des  sogenannten  Seignette- 
salzes  (Doppelsalz  aus  weinsaurem  Kali  und  Natron),  wenn  dasselbe 
aus  der  gewöhnlichen  Weinsäure  bereitet  worden  ist.  Solche  Kry- 
stalle ohne  unsymmetrische  Flächen  lagen  mir  bei  meinen  früheren 
Untersuchungen  dieses  Salzes  vor;  sie  gehören  dem  rhombischen  Sy- 
steme an,  und  wenn  wir.  die  bei  den  tafelförmigen  Individuen  grössten 


*)  Pogg.  Annal.  Bd.  53.  S.  620. 
**)  Ebend.  S.  62  \. 
***)  In  der  zuvor  citirten  Abhandlung  heisstesS.  92  :  Les  cristaux  de  tevorac&nale 
et  de  dextrorac&nate  de  soude  et  de  potasse,  obtenus  en  essnyant  de  faire  le  raeämate 
double  de  ces  deux  bases,  diflerent  de  ces  sei*  obtenus  directement  avec  les  aeides 
levoracemique  et  tartrique  isoles,  en  ce  que,  dans  le  premier  cas,  les  facettes  h£mi- 
edriques  existent  toujours,  tandis  qu'elles  sont  souvenl  absenles  dans  le  second  cas, 
dans.le  sei  Seignette  ordinaire,  par  exemple. 

Ablundl.  d.  K.  S.  Oeaftlltth.  d.  Wissenich.  XV.  25 
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parallelen  Flächen  als  die  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  gerichteten 
Flächen  0  P  betrachten,  so  werden  die  gewöhnlich  vorhandenen  seit- 
liehen  verticalen  Flächen  gebildet  von  oo  P,  oo  P2,  oo  P  oo  und  oo  P  oo. 

Nach  meinen  Beobachtungen  ergab  sich  nun  auf  den  Flächen 
oo  P  oo,  also  an  den  Enden  der  Makrodiagonale,  beim  Erkalten  ne- 
gative, auf  den  Flächen  oo  P  oo,  also  an  den  Enden  der  Brachydiago- 
nale,  positive  Elektricität.  Auf  den  Flächen  0  P  war  mit  Bestimmtheit 
eine  elektrische  Erregung  nicht  nachzuweisen. 

Es  kommen  nun  aber  sehr  häufig  Krystalle  vor,  bei  denen  wahr- 
scheinlich infolge  des  Anliegens  auf  der  Bodenfläche  nur  die  zu 
der  einen  Hälfte  der  Makrodiagonale  gehörigen  Flächen  oo  P  und 
oo  P  2  ausgebildet  sind;  sie  stellen  nur  eine  der  mittelst  eines  Schnittes 
durch  die  Hauptaxe  und  die  Brachydiagonale  entstandenen  Hälften  des 
zuvor  beschriebenen  vollständigen  Krystalles  dar. 

Die  Beobachtung  hatte  an  den  Enden  der  beiden  Diagonalen  der 
Basis  keine  Unsymmetrien  oder  hemimorphisehe  Bildungen  ergeben; 
beide  Enden  einer  jeden  Diagonale  trugen  dieselben  Flächen,  aber 
auch  gleichnamige  elektrische  Pole.  Es  hätte  also  nahe  gelegen, 
hieraus  den  Schluss  zu  ziehen,  dass  an  den  gleichgebildeten  Enden 
einer  Axe  auch  nur  gleichnamige  Elektricitäten  auftreten  können,  und 
dass  bei  diesen  Krystallen  die  Enden  der  Makrodiagonale  negative, 
und  die  Enden  der  Brachydiagonale  positive  Zonen  tragen.  Indessen 
der  allgemeinen  Ansicht,  dass  im  Gebiete  der  thermo,elektrischen 
Krystalle  überhaupt  nur  polarelektrische  Axen  existiren  könnten, 
folgend,  glaubte  ich  damals  die  eben  beschriebenen  Hälften,  die  an 
den  beiden  Enden  der  Makrodiagonale  in  der  That  hemimorphisch 
gebildet  erschienen,  als  die  wirklichen  einfachen  Krystalle,  und  die 

■ 

zuerst  beschriebenen  vollständigen  Formen  als  Zwillinge,  in  denen 
sich  gerade  wie  beim  Zucker  und  der  Weinsäure  zwei  einfache 
mit  den  elektrisch  positiven  Polen  zusammengelegt  hätten,  betrach- 
ten zu  müssen.*) 


*)  Es  bedarf  noch  einer  genauem  Untersuchung,  ob  bei  den  Doppelsalzen  der 
beiden  Weinsäuren  mit  dem  Kali  undNalron  nicht  auch  ein  wirklicher  Hemimorphismiis 
sich  zeigt;  derselbe  würde  in  der  Richtung  der  Hauptaxe  zu  erwarten  sein,  und  nach 
dieser  müsste  dann  eine  polarelektrische  Axe  auftreten.  Ein  solcher  Krystall  würde 
in  seiner  elektrischen  Verkeilung  einem  sachsischen   oder  Adun-Tschiloner  Topase 
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Im  fahre  1842*)  jedoch  gewann  ich  durch  eine  sorgfältige  Unter- 
suchung der  Topaskrystalle  die  Ueberzeugung,  dass  die  Annahme  von 
ausschliesslich  polarelektrischen  Axen  eine  zu  enge  war,  dass  auch 
Axen  mit  gleichnamigen  Polen  an  den  Enden  existirten.  Gerade  wie 
bei  dem  Seignettesalze  fand  ich  bei  den  Topaskrystallen  an  den  Enden 
der  Brachydiagonale  positive,  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  ne- 
gative Zonen,  und  berichtigte  hiernach  sofort  meine  frühere  Ansicht 
über  das  elektrische  Verhalten  der  vollständigen  Krystalle  des  eben- 
genannten Salzes.  Aus  Mangel  an  geeigneten,  an  beiden  Enden  der 
Haaptaxe  ausgebildeten  Topaskrystallen  wagte  ich  aber  damals,  obwohl 
bereits  gewisse  Beobachtungen  darauf  hinwiesen,  noch  nicht,  auch 
an  beiden  Enden  der  Hauptaxe  des  Topases  dieselbe  Elektricität 
anzunehmen,  und  zwar  besonders  gehindert  durch  Hauy's  Beobach- 
tung zweier  Topaskrystalle,  welche  an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxen 
nicht  genau  dieselben  Flächen  trugen  als  an  den  anderen,  und  daher 
Hauy  veranlassten,  den  Topas  überhaupt  für  hemimorph  zu  erklären. 

In  ihrer  Abhandlung  **)  vom  Jahre  1843  kehrten  Riess  und 
G.  Rose  wieder  zu  einer  an  die  ältere  Auffassung  sich  anschliessen- 
den Ansicht  zurück ;  sie  nahmen  im  Topase  zwei  in  der  Brachydiago- 
nale liegende  gegen  einander  gekehrte  polarelektrische  Axen  an.  Die 
beiden  negativen  Pole  derselben  sollten  in  der  Mitte  der  Diagonale 
zusammenfallen  und  die  beiden  positiven  in  den  stumpfen  brachydia- 
gonalen  Seitenkanten  liegen.  Sie  bezeichneten  diese  eigenthümliche 
von  ihnen  aufgestellte  Vertheilung  der  elektrischen  Pole  an  den 
Kry  stallen  als  central  polarisch. 

Diese  centralpolarische  Vertheilung  glaubten  sie  beim  Prehnit***) 
ebenfalls  annehmen  zu  müssen :  auch  dieser  sollte  zwei  in  der  Bra- 
chydiagonale liegende  gegen  einander  gekehrte  polare  Axeu  besitzen, 
deren  negative  Pole  ebenso  wie  beim  Topase  in  der  Mitte  zusammen- 
fielen, während  die  positiven  sich  an  den  Enden  der  Brachydiagonale 
befänden. 

Boracü.     Es  ist  oben  S.  349  berichtet  worden,  dass  Hauy  in 

gleichen,  der  an  dem  einen  Ende  der  Haupfaxe  natürliche  Flächen  trägt,  am  andern 
aber  von  dem  auf  die  Hanplaxe  senkrechten  Durchgänge  begrenzt  wird. 
»)  Pogg.  Annat.  Bd.  56.  S.  37. 
**)  Abhandl.  der  Berl.  Äkad.  4  843.  S.  93. 
♦♦*)  Ebend.  S.  9t. 
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den  acht  Ecken  der  Boracitwürfel  elektrische  Pole  fand,  und  dass 
Köhler  (S.  355)  die  Bestimmung  hinzufügte,  dass  die  durch  glatte 
Tetraederflachen  abgestumpften  Ecken  positive,  die  gar  nicht  oder 
durch  rauhe  Tetraederflächen  abgestumpften  Ecken  dagegen  negative 
Elektricität  besitzen.  Um  nun  das  elektrische  Verhalten  der  Boracite 
vollständig  kennen  zu  lernen,  schien  es  mir  nothwendig,  auch  die 
elektrische  Beschaffenheit  der  Flachen  zu  erforschen.  Behufs  einer 
Verstärkung  der  oft  nur  schwachen  Polarität  der  Flächen  erhöhte  ich 
die  Temperatur  Über  die  sonst  gewöhnlich  benutzten  Grade,  und  ent- 
deckte im  Jahre  1835,  dass  in  der  auf  jeder  Ecke  auftretenden  Po- 
larität sowohl  bei  steigender,  als  auch  bei  sinkender  Temperatur  ein 
zweimaliger  Wechsel  eintritt.*)     Hiernach  sind  also 

die  nicht  abgestumpften  oder 
mit  malten  Tetraederfluchen 
versehenen  Ecken 


die  Ecken  mit  glatten 
Tel  raeder  (lachen 


bei  steigender    I 
Temperatur 


bei  sinkender 
Temperatur 


zuerst  — 

.  dann  -f- 

( darauf  — 

endlich  0 

ferst  + 

dann  — 

zuletzt  + 


+ 
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Die  Würfelflächen,  in  deren  Eckpunkten  vier  elektrische  Pole, 
je  zwei  gleichnamige  an  den  Endpunkten  einer  Diagonale,  liegen, 
zeigen  ebenfalls  elektrische  Spannungen  ;**)  dabei  treten  auf  ihnen 
dieselben  Verschiedenheiten  in  dem  elektrischen  Verhalten,  wie  auf  den 
Ecken  hervor.  Bei  den  Flächen  der  ersten  Art  erstreckt  sich  eine 
positive  Zone  von  der  einen  positiven  Ecke  über  die  Mitte  der  Fläche 
hinweg  bis  zur  diagonal  gegenüberliegenden,  bei  den  Flächen  der 
zweiten  Art  verbreitet  sich  die  negative  Elektricität  in  entsprechender 
Weise;  oft  wird  fast  die  ganze  Fläche,  im  ersten  Falle  von  der  po- 
sitiven, im  zweiten  von  der  negativen  eingenommen;  nur  seilen 
erscheint   die  Mitte   der  Fläche   unelektrisch  und   besitzen   dann   auf 


*)  Quaeslionis  de  thermoelectricitale  crystallorum  pars  altera.  Halae1840;  Pogg. 
Ann.  Bd.  50  S.  471  ;  Bd.  66  S.  58  ;  Bd.  61  S.  281  ;  Bd.  74  S.  231 . 

+*)  Diese  Abhandll.  Bd.  VI  S.  1  49  :  lieber  die  thermoeleklrischen Eigenschaften  des 
Boracites. 
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ihr  die  von  den  Ecken  ausgebenden  elektrischen  positiven  und  nega- 
tiven Zonen  fast  gleich  grosse  Ausdehnung.  Beim  Erhitzen  und 
Erkalten  zeigen  die  Flächen  in  der  Hauptsache  dieselben  Wechsel  der 
Polaritäten  wie  die  mit  ihnen  gleichnamigen  Ecken. 

Bergkrystall.  Der  Bergkrystall  ist  von  Brewster  in  dem 
S.  351  mitgeteilten  Verzeichnisse  ohne  weitere  Angaben  als  therrao- 
elektrisch  aufgeführt  worden.  Gleich  bei  den  ersten  Versuchen  ge- 
lang es  mir,  die  elektrische  Vertheilung  auf  seiner  Oberfläche  im 
Allgemeinen  festzustellen.*)  Der  BeFgkry stall  zeigte  hiemach  drei 
gegen  die  Hauptaxe  senkrechte  polarelektrische  Axen,  so  dass  auf 
den  Seitenflächen  abwechselnd  positive  und  negative  Zonen  auftraten. 
Jedocb  lagen  die  Pole  (Orte  der  stärksten  Spannungen)  nicht  in  der 
Mitte  der  Flächen,  sondern  erschienen  nach  der  einen  oder  anderen 
Seite  verschoben. 

Dies  veranlasste  mich,  später  den  Bergkrystall  mit  Rücksicht 
auf  seine  beiden  als  rechts-  und  linksdrehend  unterschiedenen  Formen 
einer  neuen  Prüfung**)  zu  unterwerfen.  Dieselbe  bestätigte  das 
frühere  Resultat  und  gab  eine  klare  Einsicht  in  die  krystallographi- 
schen  und  elektrischen  Verhältnisse  dieses  Minerales. 

Die  sechsseitige  Pyramide  des  Bergkrystalles  ist  nämlich  nicht 
als  die  gewöhnliche  sechsseitige  Pyramide,  sondern  als  ein  rechtes 
oder  linkes  hexagonales  Trapezoeder  zu  betrachten;  es  gehören  bei 
ihr  daher  nicht  die  beiden  in  einem  Sextanten  der  Basis  befindlichen, 
sondern  vielmehr  die  zwei  an  dem  Eckpunkte  einer  Nebenaxe  einander 
gegenüber  liegenden  Flächen  (die  rechte  obere  mit  der  linken  unteren, 
die  linke  obere  mit  der  rechten  unteren)  zu  einem  Systeme  zusam- 
men; und  von  den  vier  Flächen,  welche  um  den  Endpunkt  einer 
Halbaxe  liegen,  sind  also  jedes  Mal  nur  zwei  dieser  Flächen  (eines 
jener  Systeme)  auf  diesen  Endpunkt  zu  beziehen,  während  die  andern 
beiden  Flächen  den  Endpunkten  der  benachbarten  Halbaxen  ange- 
hören. 

Die  bei  den  Bergkrystallen  an  den  oberen  und  unteren  End- 
punkten der  abwechselnden  Seitenkanten  auftretenden  und  dieselben 
auch  äusserlich    als  rechte  oder  linke  Individuen   charakterisirenden 


*)  Quaestionis  de  tbermoel.  cryst.  pars  altera.  S.  41.  Poggend.  Ann.  50  S.  606 
*•)  Diese  Abhandll.  Bd.  XIH.  S.  3S«. 
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Flächen  gehören  einem  trigonalen  Trapezoeder  an,  welches  durch 
hemimorphische  Aus))ildimg  aus  dem  hexagonalen  Trapezoeder  ent- 
sieht, indem  die  an  dem  einen  Ende  einer  Nebenaxe  gelegenen 
Flächen  des  letztern  wachsen,  die  an  dem  anderen  Ende  gelegenen 
aber  verschwinden.  In  gleicher  Weise  ist  die  an  denselben  Seiten- 
kanten, an  welchen  die  trigonalen  Trapezoeder  liegen,  auftretende 
trigonale  Pyramide  die  hemimorphische  Ausbildung  einer  sechssei- 
tigen Pyramide  der  zweiten  Art. 

Auch  die  Flächen  der  sechsseitigen  Pyramide,  bei  welcher,  wie 
zuvor  erwähnt,  nur  zwei  der  um  einen  Endpunkt  einer  Nebenaxe 
liegenden  vier  Flächen  zu  dieser  Axe  gehören,  nehmen  an  einer 
solchen  hemimorphischen  Bildung  durch  ungleiche  Ausbildung  der  zu 
entgegengesetzten  Endpunkten  einer  Nebenaxe  gehörigen  Flächenpaare 
theil,  so  dass  die  sechsseitige  Pyramide  als  Combination  zweier  in 
verwendeter  Stellung  befindlichen  Rhomboeder  (Haupt-  und  Gegen- 
rhomboeder  genannt)  sich  darstellt.  Die  Flächen  dieser  beiden  Rhom- 
boeder unterscheiden  sich  von  einander  aber  nicht  immer  blos  durch 
die  Grösse,  sondern  öfter  auch  noch  durch  ihren  Glanz  und  ihre 
Glätte.  Die  Flächen  des  Gegenrhomboeders  weisen  durch  ihre 
schwächere  Ausbildung  auf  ein  minderes  Hervortreten  der  zu  ihnen 
gehörigen  Halbaxe  hin  und  sind  also  auf  denjenigen  Endpunkt  der 
Nebenaxe  zu  beziehen,  welcher  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramide 
trägt,  während  die  Flächen  des  Hauptrhomboeders  den  in  den  an- 
deren drei  Kanten  endenden  Halbaxen  angehören. 

Der  Bergkrystall  ist  hiernach  in  Bezug  auf  seine  drei  Nebenaxen 
hemimorphisch  gebildet,  und  nach  der  Richtung  dieser  ursprünglich 
ausgebildeten  Axen  liegen  also  auch  drei  polarelektrische  Axcn;  dabei 
fallen  die  positiven  Pole  dieser  Axen  in  diejenigen  Seitenkanten  des 
Prismas,  welche  an  ihrem  oberen  und  unteren  Ende  die  Flächen  der 
trigonalen  Pyramide  tragen,  die  negativen  Pole  dagegen  in  die  zwischen- 
liegenden Kanten.  Es  ziehen  sich  nun  die  positiven  Zonen  von  einer 
oberen  Fläche  des  Gegenrhomboeders  über  die  ihnen  zugehörige  Seiten- 
kante, in  welcher  die  positiven  Pole  liegen,  nach  der  nächsten  unteren 
Fläche  des  Gegenrhomboeders  herab,  während  sich  die  negativen 
Zonen  von  einer  oberen  Fläche  des  Hauptrhomboeders  über  die  zu 
ihnen  gehörige  Seitenkante,  in  welcher  die  negativen  Pole  liegen, 
nach  der  nächsten  unteren  Fläche  des  Hauptrhomboeders  herab  er- 
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strecken.  Die  elektrischen  Zonen  haben  also  eine  schiefe  Lage,  und 
diese  ist  je  nach  Art  des  Krystalles  verschieden;  bei  den  sogenannten 
rechten  Bergkrystallen  gehen  diese  Zonen  von  rechts  oben  nach  links 
unten,  bei  den  linken  Krystallen  von  links  oben  nach  rechts  unten. 
Die  Lage  der  Zonen  lässt  sich  an  der  Gestalt  äusserlich  leicht  er- 
kennen, wenn  die  Flächen  der  trigonalen  Pyramide  gestreift  sind; 
diese  Streifen  laufen  nämlich  stets  parallel  mit  den  Combinations- 
kanten  der  trigonalen  Pyramide  und  des  Hauptrhomboeders,  und  es 
haben  die  elektrischen  Zonen  dieselbe  schiefe  Lage,  wie  diese  Strei- 
fung. Auch,  wenn  die  Krystalle  nicht  ringsum  ausgebildet,  sondern 
mit  dem  unteren  Ende  angewachsen  und  zu  längeren  Prismen  aus- 
gebildet sind,  ist  die  zuvor  angegebene  schiefe  Lage  der  elektrischen 
Zonen  auf  den  Prismenflächen  noch  deutlich  wahrzunehmen.  —  Stö- 
rungen in  dem  regelmässigen  Verlaufe  der  Zonen  treten  ein  durch 
theilweise  mangelhafte  Ausbildungen  und  durch  Zusammenwachsen 
rechter  und  linker  Individuen  zu  einem  einfach  erscheinenden  Krystalle. 

Symmetrische  (nicht  heminorphe)  Krystalle. 

Krystalle  des  rhombischen  Systems. 

Topas.  Wenn  ich  auch  bereits  1842  beim  Topase  an  den 
beiden  Enden  einer  jeden  Diagonale  der  Basis  eine  gleichnamige 
Elektricität  gefunden  hatte  (s*  ob.  S.  361),  so  Vermochte  ich  doch 
aus  Mangel  an  geeigneten  Exemplaren  über  die  Natur  der  Hauptaxc 
nicht  zu  entscheiden.  Durch  die  bereitwillige  Unterstützung  seitens 
der  Vorsteher  ausgezeichneter  Mineraliensammlungen  mit  möglichst 
vollkommenen  Krystallen  ausgerüstet,  ist  es  mir  infolge  einer  umfas- 
senden Untersuchung  des  Topases*)  gelungen,  die  bis  dahin  fast 
allgemein  geltende  Ansicht  von  der  Nothwendigkeit  eines .  polaren 
Gegensatzes  an  den  Enden  einer  elektrischen  Axe  zu  beseitigen,  und 
das  Verhalten  der  symmetrisch  gebildeten  Krystalle  darzustellen.  Die 
Abhandlung  über  die  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Topases 
konnte  ich  mit  folgenden  Sätzen  schliessen: 

1)  Die  Thermoelektricität  der  Krystalle  ist  nicht  durch  den 
Hemimorphismus  bedingt,  sondern  wahrscheinlich  eine  allgemeine 
Eigenschaft  aller  Krystalle,  soweit  die  übrigen  physikalischen  Eigen- 


*)  Diese  Abltandll.  Bd.  XIV.  S.  357. 
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schaften  ihr  Auftreten  und  ihre  Anhäufung  bis  zu    messbarer  Stärke 
überhaupt  gestatten. 

2)  Da  bei  nicht  hemimorphischen  Kryslallen  die  beiden  Enden 
einer  und  derselben  Axe  krystallographisch  gleichwertig  sind,  so 
müssen  dieselben  sich  auch  elektrisch  gleich  verhalten,  also  dieselbe 
Polarität  zeigen,  falls  sie  eben  eine  wirklich  gleiche  Ausbildung  er- 
halten haben. 

3)  Die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  nicht  hemimorphischen 
Krystallen  hängt  ausser  von  dem  molecularen  Gefüge  auch  von  der 
äusseren  Gesammtform  ab,  und  kann  durch  Veränderungen  der  letz- 
teren in  bestimmter  Weise  modificirt  werden. 

4}  Wie  der  Hemimorphismus  überhaupt  in  der  Krystallographic 
als  ein  Ausnahmefall  dasteht,  so  ist  auch  das  Auftreten  polarer,  d.  h. 
an  den  Enden  mit  entgegengesetzter  Polarität  erscheinender  Axen  ein 
Ausnahmefall,  der  eben  durch  die  hemimorphische  Bildung  erzeugt 
wird. 

Für  den  Topas  speciell  ist  die  elektrische  Vertheilung  im  Allge- 
meinen folgende:  Bei  vollkommen  ausgebildeten  Topaskry stallen  sind 
die  Enden  der  Hauptaxe  und  der  Brachydiagonale  nebst  den  um- 
u nd  anliegenden  Flächenstücken  positiv,  die  Enden  der  Makrodia- 
gonale mit  ihren  Umgebungen  aber  negativ.  Sind  die  Enden  der 
Hauptaxe  unvollkommen  ausgebildet,  wie  bei  den  meisten  brasiliani- 
schen Krystallen,  so  verschwindet  daselbst  die  positive  Elektricität, 
und  tritt  die  negative  an  ihre  Stelle.  Eben  diese  negative  Elektri- 
cität erscheint  auch  auf  den  angeschlagenen  gegen  die  Hauptaxe 
senkrechten  Durchgangsflächen,  so  wie  auf  künstlichen  Schnittflächen, 
welche  die  an  sich  positiven  brachydiagonalen  Seitenkanten  abstum- 
pfen. So  stellt  z.  B.  "ein  sächsischer  an  dem  oberen  Ende  vollkommen 
ausgebildeter,  am  unteren  aber  von  einer  Durchgangsfläche  begrenzter 
Topas  gewissermassen  einen  künstlich  hemimorphisch  gemachten  Kry- 
stall  dar,  der  infolge  dieser  Gestaltung  nach  der  Hauptaxe  eine 
polare  Vertheilung  der  Elektricität  (das  obere  Ende  positiv,  das  untere 
negativ)  zeigt,  während  die  beiden  Enden  der  Brachydiagonale  po- 
sitive und  die  beiden  Enden  der  Makrodiagonale  negative  Elektricität 
entwickeln. 

Schwerspath.  Die  Krystalle  des  Topases  variiren  im  Ganzen 
nur  wenig  in  ihrer  Gestalt;  sie  bilden  vorzugsweise  verticale  Säulen, 
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welche  gewöhnlich  mit  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe  aufgewachsen 
sind.  Dagegen  bietet  der  Schwerspath  eine  viel  grössere  Mannich- 
faltigkeit  der  Form  und  des  Wachsthumes  dar;  ich  unterwarf  daher 
die  Krystalle  desselben  einer  umfassenden  Untersuchung,*)  um  den 
fiinfluss  des  Wachsthumes  und  der  äusseren  Begrenzung  auf  die  elek- 
trische Vertheilung  kennen  zu  lernen. 

Nach  der  Art  ihres  Wachsthumes  lassen  sich  die  Krystalle  des 
Schwerspathes  in  zwei  Gruppen  theilen,  1)  in  solche,  bei  denen  das 
Wachsthum  in  der  Richtung  der  Makrodiagonale,  und  2)  in  solche, 
bei  denen  es  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale  erfolgt  ist. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  Krystall  der  ersten  Gruppe,  z.  B. 
von  Przibram,  der  vorzugsweise  von  den  Flächen  OP,  oo  P,  £Poo 
begrenzt  ist,  so  sind  die  an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale  von 
den  Flächen  £  P  oo  gebildeten  horizontalen,  und  ebenso  die  an  den 
Endpunkten  der  Makrodiagonale  von  den  Flächen  oo  P  gebildeten  ver- 
ticalen  Kanten  negativ,  dagegen  die  Flächen  oo  P  (mit  Ausschluss  der 
an  den  ebengenannten  verticalen  Kanten  gelegenen  Theile),  so  wie 
die  Mitten  der  Flächen  0  P  in  mehr  oder  minder  grosser  Ausdeh- 
nung positiv.  Treten  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  Flächen 
des  Brachydomas  P  oo  auf,  so  wird  die  negative  Polarität  an  den 
Enden  der  Makrodiagonale  schwächer;  yergrössem  sich  jene  Flächen 
P  oo  noch  mehr,  so  erscheint  auf  ihnen,  besonders  wenn  die  Flächen 
oo  P  sehr  klein  werden,  oder  ganz  verschwinden,  positive  Elektri- 
cität.  Dehnen  sich  andererseits  die  Flächen  oo  P  mit  ihren  positiven 
Theilen  immer  weiter  nach  den  Enden  der  Brachydiagonale  hin  aus, 
so  wird  die  negative  Elektrizität  dort  immer  mehr  verdrängt;  kom- 
men die  Flächen  oo  P  daselbst  zum  Durchschnitt,  so  sind  die  dadurch 
an  den  Endpunkten  der  Brachydiagonale  entstehenden  verticalen 
Kanten  positiv,  und  die  negative  Elektricität  erscheint  auf  den  Resten 
der  Flächen  ±  P  oo,  so  wie  auf  den  Flächen  0  P,  wo  die  sonst  in 
der  Mitte  vorhandene  positive  Zone  durch  sie  unterdrückt  wird. 

Bei  den  Krystallen  der  zweiten  Gruppe,  welche  in  der  Richtung 
der  Brachydiagonale  gewachsen  sind,  wollen  wir  von  einem  ein- 
fachen Felsöbanyaer  Krystalle  mit  nahe  rhombischem  Querschnitte, 
der  hauptsächlich  von   den   Flächen  0  P   und  oo  P    begrenzt   wird, 


*)  Diese  Abhandll.  Bd.  XV.  S.  274. 
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ausgehen.  Die  Flächen  0  P  sind  bei  ihm  vorwaltend  positiv,  die 
prismatischen  Seitenflächen  oo  P  dagegen  im  Allgemeinen  negativ, 
mit  wachsender  Intensität  gegen  die  Enden  der  Brachydiagonale  hin. 
Entwickelt  sich  nun  an  den  Enden  der  Brachydiagonale  die  Gestalt 
-j-  P  oo,  und  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  die  Gestalt  P  oo,  so 
erscheinen  die  Flächen  J  P  oo  ganz  oder  doch  zum  Theil  negativ, 
während  die  Flächen  P  oo,  wenn  die  positiven  Endflächen  0  P  sehr 
gross  sind,  und  die  Krystalle  eine  Art  von  faseriger  Ausbildung  nach 
der  Richtung  der  Makrodiagonale  zeigen,  wie  die  Krystalle  von 
Dufton,  schwache  negative  oder  gar  keine  elektrische  Spannung, 
wenn  die  Flächen  0  P  aber  eine  geringere  Ausdehnung  (wie  bei  den 
Auvergner  Krystallen)  besitzen,  positive  Elektricität  entwickeln. 

Aragonit.  Topas  und  Schwerspath  haben  keine  Neigung  Zwil- 
lingskrystalle  zu  bilden;  dagegen  existirt  vom  Aragonit  wohl  kein 
wirklich  einfacher  Krystall.  Eine  genauere  Prüfung  des  Aragonites, 
wie  solche  im  Nachfolgenden  mifgetheilt  ist,  bot  daher  das  Interesse 
dar,  den  Einfluss  der  Zwillingsbildung  auf  die  thermoelektrischen 
Erscheinungen  untersuchen  zu  können. 

Auf  den  scheinbar  einfachen  Krystallen  von  der  Form  oo  P, 
oo  P  oo  und  P  oo  ist  die  elektrische  Vertheilung  folgende :  die  brach  j- 
diagonalen  Seitenkanten  sind  positiv,  und  ebenso  die  sie  bildenden 
Flächen  ooP;  es  nimmt  die  Intensität  dieser  positiven  Polarität  von 
den  brach\  diagonalen  Seitenkanten  nach  den  von  den  Flächen  oo  P  und 
oo  P  oo  gebildeten  Kanten  hin,  ab.  Die  Flächen  oo  P  oo  sind  negativ. 
Die  an  dem  einen  ausgebildeten  Ende  der  Hauptaxe  befindlichen 
Flächen  P  oo  sind  theils  negativ,  theils  unelektrisch,  theils  positiv. 

Legen  sich  nun  Krystalle  dieser  Form  zu  Zwillingen,  Drillingen, 
Vier-  und  Fünflingen  zusammen,  so  behalten  sie,  so  weit  möglich, 
die  zuvor  angegebenen  Polaritäten.  Brachydiagonale  Kanten  von  1 4  fr' 
sind  positiv,  Stücke  der  Flächen  oo  P  oo  überall,  wo  sie  auftreten, 
negativ.  Die  Kanten  von  \  28°,  in  welchen  zwei  Individuen  sich  zu 
einem  Zwillinge  vereinigen,  erscheinen  je  nach  den  Umständen  schwach 
positiv,  unelektrisch  oder  negativ;  die  negative  Elektricität  tritt  stets 
hervor,  wenn  die  Krystalle  eine  faserige  Structur  und  eine  im  Ver- 
hältniss  zur  Dicke  grosse  Höhe  oder  Länge  besitzen.  Eben  dieses 
Verhalten  zeigen  auch  die  Nähte,*)  in  welchem  auf  einer  Seitenfläche 

*)  S.  die  nachfolgende  Abhandlung. 
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des  zusammengesetzten  Krystalles  zwei  ebenfalls  in  Zwillingsstellung 
befindliche  Individuen  einander  berühren.  Bei  den  mehrfach  zusam- 
mengesetzten Krystallen  finden  sich  gewöhnlich  die  Flächen  OP; 
dieselben  sind  stets  negativ  elektrisch.  Bei  kleinen  Krystallen  ver- 
mag die  negative  Elektricität  dieser  beiden  Endflächen  der  positiven 
auf  den  Seitenflächen  das  Gleichgewicht  zu  halten;  vergrössern  sich 
die  Seitenflächen  durch  die  Verlängerung  des  Krystalles,  so  reicht 
die  negative  Elektricität  der  Endflächen  nicht  aus,  es  treten  dann  auf 
den  Zusammenfügungsstellen  der  Individuen  die  zuvor  beschriebenen 
negativen  Zonen  hervor,  und  bei  noch  grösserer  Länge  dehnt  sich 
die  negative  Elektricität  der  beiden  Endflächen  0  P  auch  über  die 
benachbarten  Theile  der  Seitenflächen  aus.4) 

Prehnit.  Nach  richtiger  Deutung  der  oben  S.  361  erwähnten 
Beobachtungen  von  Riess  und  Rose  gleicht  der  Prehnit  in  seinem 
elektrischen  Verhalten  dem  Topase  und  Aragonite ;  an  den  Enden  der 
Brachydiagonale  liegen  positive,  an  den  Enden  der  Makrodiagonale 
negative  Zonen. 

Krystalle  der  schiefaxigen  Systeme. 

Aus  diesen  Systemen  sind  jetzt  (nach  Ausschluss  der  hemimorphen 
Krystalle  des  Zuckers  und  der  beiden  Weinsäuren)  mit  Bestimmtheit  als 
elektrisch  bekannt:  Titanit,  Euklas,  Diopsid,  Skolezit**)  und  Axinit. 

Titanit.  Beim  Titanit  habe  ich  ebensolche  Wechsel  in  der  Po- 
larität der  elektrischen  Zonen  wie  beim  Boracit  entdeckt;  jedoch 
wechselt  auf  diesen  Krystallen  die  Elektricität  bei  steigender  Tem- 

*)  Durch  die  Zwillingsbildung  entstehen  (s.  d.  folgende  Abhandl.)  Aragonitkry- 
stalle,  die  gewissermassen  hemimorphisch  sind,  auf  der  einen  Seite  von  den  Flächen 
oo  P  oo  und  gegenüber  von  den  Flächen  oo  P  begrenzt ;  dieser  Bildung  entsprechend 
ist  die  erfitere  Seite  negativ,  die  zweite  positiv ;  scheinbar  besitzen  diese  Krystalle  also 
eine  polar  elektrische  Axe.  —  Diese  eben  beschriebenen  Beobachtungen  am  Aragonit 
erklären  die  von  Riess  und  G.  Rose  am  Skolezit  gemachten  Beobachtungen  (Abhdl. 
der  Berl.  Akad.  1843  S.  81).  Der  Zwillingskrystall  des  Skolezits  ist  nur  durch  seine 
Zwillingsbildung  hemimorphisch,  und  wenn  er  eine  Arl  polarelektrischer  Axe  zeigt,  so 
folgt  daraus  nicht,  dass  der  einfache  Kry stall,  weil  er  nicht  hemimorphisch  ist,  unelek- 
trisch sein  müsse,  sondern  vielmehr,  dass  er  ebenso  wie  der  Aragonit  vier  Pole  (je 
zwei  einander  diametral  gegenüberliegende,  gleichnamige]  besitzt. 

**)  Aus  Mangel  an  geeigneten  Krystallen  babe  ich  die  elektrischen  Vorgänge  auf 
dem  Euklas,  Diopsid  und  Skolezit  noch  nicht  speciell  erforschen  können.  Ueber  den 
Skolezit  s.  die  Vorstehende  Anmerkung. 
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peratur  nur  ein  Mal  ihr  Zeichen,  und  dem  entsprechend  auch  nur 
ein  Mal  bei  der  Abkühlung.  Uebrigens  besitzt  der  Titanit  vier  -elek- 
trische Pole,  welche  im  klinodiagonalen  Hauptschnitte,  je  zwei  gleich- 
namige einander  diametral  gegenüber  liegen.*)  Nehmen  wir  einen 
einfachen  von  den  Gestalten  oo  P,  0  P,  \  P  oo  und  P  oo  begrenzten 
Titanitkrystall,  so  erstrecken  sich  die  positiven  Zonen  von  den  Flächen 
0  P  hinüber  auf  die  anliegenden  Theile  der  Flächen  {  P  oo,  während 
die  Flächen  P  oo,  so  wie  der  Rest  der  Flächen  £  P  oo  negative  Po- 
larität zeigen. 

Aocinit.  Nach  den  Beobachtungen  von  Biess  und  Rose  hat 
der  Axinit  ebenfalls  vier  elektrische,  je  zwei  gleichnamige  einander 
diametral  gegenüberliegende  Zonen. **) 

Krystalle  der  einaxigen  Systeme  (des  hexagonalen  und 

tetragonalen  Systems). 

Wenn  die  Verschiedenheit  der  Axen  im  rhombischen  Systeme  hin- 
reichend ist,  um  thermoelektrische  Erscheinungen  zu  erzeugen,  so  muss 
auch  der  Unterschied  zwischen  der  Hauptaxe  und  den  Nebenaxen  in  den 
einaxigen  Systemen  zur  Hervorbringung  analoger  Vorgänge  genügen.  Und 
in  der  That  ist  es  mir  bereits  gelungen,  auf  den  Krystallen  des  Idokrases, 
Apophyllits,  Berylles  und  Kalkspathes  elektrische  Erregungen  zu  beob- 
achten. Indem  ich  die  ausführliche  Mittheilung  dieser  Untersuchungen 
einer  späteren  Abhandlung  vorbehalte,  mögen  hier  nur,  als  Abschluss 
dieses  Berichtes,  die  Hauptresultate  verzeichnet  werden. 

Da  bei  den  Krystallen  des  tetragonalen  und  hexagonalen  Sy- 
stemes  nur  eine  Art  von  Gegensatz  existirt,  nämlich  zwischen  der 
Hauptaxe  und  den  Nebenaxen,  so  werden  auch  nur  hiernach  die  entge- 
gengesetzten Elektricitäten  sich  vertheilen  können ;  an  den  beiden  Enden 

*)  Quaestionis  de  thermoelectr.  cryst.  pars  altera  S.  4  9.  Pogg.  Ann.B.  50  S.  24  4. 
Bd.  74  S.  239.  Ich  glaubte  damals  (4  840)  bei  den  Krystallen  des  Titanits  nicht  zwei  sich 
kreuzende  an  den  Enden  gleichnamige  elektrische  Axen,  sondern  vielmehr  zwei  polar- 
elektrische, einander  parallele,  nicht  durch  den  Mittelpunkt  des  Krystalles  gehende, 
mit  den  gleichnamigen  Polen  entgegengesetzt  gerichtete  Axen  annehmen  zu  müssen. 
Die  speciellen  Resultate  einer  neueren  umfassenden  Untersuchung  der  Titanilkrystallc 
werde  ich  in  einer  der  folgenden  Abhandlungen  mittheilen. 

**)  Abhandl.  der  Berl.  Akad.  4843.  S.  84.  Riess  und  G.  Rose  nahmen  für  den 
Axinit,  ebenso  wie  ich  dies  früher  beim  Titanit  gethan,  nicht  zwei  sich  kreuzende,  an 
den  Enden  gleichnamig  elektrische,  sondern  vielmehr  zwei  parallele  nicht  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  polarelektrische  Axen  an. 
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der  Hauptaxe  wird  sich  die  eine,  senkrecht  zu  dieser  Axe  aber  ringsum 
die  andere  Elektricitüt  entwickeln,  *)  wobei,  wie  meine  Beobachtungen 
lehren,  der  merkwürdige  Fall  eintritt,  dass  je  nach  der  Bildungs- 
weise der  Kry stalle  die  beiden  Elektricitäten  ihren  Ort  wechseln.**) 

Idokras  (Vestwian).  Bei  den  ringsum  ausgebildeten  Idokras- 
krystallen  vom  Wiluiflusse  aus  Sibirien  sind  die  Enden  der  Hauptaxe 
(die  Flüchen  0  P  und  P)  positiv,  die  Seitenflächen  oo  P  und  ooPoo 
aber  negativ.  Bei  den  an  dem  einen  Ende  angewachsenen  Krystal- 
len  von  Ala  in  Piemont  ist  die  Yertheilung  der  Polaritäten  die  um- 
gekehrte. 

Apophyttit.  Die  Apophyllitkrystalle  von  Andreasberg  zeigen 
auf  den  Flächen  P  positive,  auf  den  Flächen  oo  P  oo  aber  negative 
Spannungen. 

Beryll.  Bei  den  sibirischen  Beryllen  und  den  Smaragden  ist 
die  Endfläche  OP  positiv,  die  Seitenflächen  oo  P  im  Allgemeinen 
negativ.  Bei  den  meisten  kurzen  und  breiten  Beryllen  aus  Elba  ist 
Vertheilung  der  beiden  Elektricitäten  die  entgegengesetzte. 

Kalkspath.  An  einigen  bis  jetzt  untersuchten,  aber  nur  an 
dem  einen  Ende  ausgebildeten  Bruchstücken  von  Kalkspathkrystallen 
waren  die  Flächen  des  Rhomboeders  R  positiv,  die  Flächen  des 
Skalenoeders  R3  aber  negativ.***) 


Alle  in  den  letzten  Abschnitten  dieser  Uebersicht  mitgetheilten,  von 
mir  beobachteten  Thatsachen  haben  die  Richtigkeit  der  oben  beim 
Topase  ausgesprochenen  Gesetze  bestätigt;  es  ist  also  die  Thermoelek- 
tricität  eine  allgemeine  Eigenschaft  aller  Krystalle,   soweit  nicht  ge- 


*)  Die  eigentümliche  von  Porbes  beobachtete  Vertheilung  der  Elektricität  auf 
einem  Turmaline  würde  sich  erklären,  wenn  man  annimmt,  es  habe  ein  nicht  hemimor- 
pbisches  Individuum  vorgelegen. 

**)  Ist  ein  ähnlicher  Wechsel  der  Polaritäten  auf  den  Turmalinen  der  Grund, 
warum  am  positiven  Ende  die  Flächen  des  Hauptrhombogders  (s.  oben  S.  355)  bald 
aof  den  Kanten,  bald  auf  den  Flächen  des  dreiseitigen  Prismas  aufgesetzt  sind? 

***)  Ob  beim  Apophyllit  und  Kalkspath  auch  die  entgegengesetzten  Verkeilungen 
ähnlich  wie  beim  Idokrase  und  Beryll  vorkommen,  vermag  ich  wegen  Mangel  an  ge- 
eigneten Krystallen  noch  nicht  zu  entscheiden. 
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wisse  physikalische  Eigenschaften  ihr  Auftreten  unmöglich  machen, 
und  es  zeigen  an  beiden  Enden  gleichartig  gebildete  Axen  an  ihren 
Enden  dieselbe,  hemimorphisch  gebildete  Axen  dagegen  an  ihren 
Enden  entgegengesetzte  Polarität.  Die  von  mir  ausgeführten  Unter- 
suchungen weisen  aber  ferner  noch  hin  auf  einen  Einfluss  des  Wachs- 
thums  und  der  auftretenden  natürlichen  Krystallformen ,  scr  wie  der 
künstlich  hervorgebrachten  Gestaltveranderungen,  dessen  Erforschung 
erst  noch  weiter  vorschreiten  muss,  bevor  es  möglich  sein  wird, 
eine  vollständige  Theorie  für  alle  auf  den  Krystallen  wahrgenommenen 
elektrischen  Vorgänge  aufzustellen. 


I     ' 
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Theratoelektriscta  Verhalte»  der  Aragonitkrystelle» 

Wenn  die  thermoelektrische  Erregung  des  Aragonites  bisher 
gänzlich  unbekannt  geblieben  ist,  so  dürfte  der  Grund  dafür  wohl 
in  dem  Umstände  zu  suchen  sein,  dass  man  früher  die  Krystalle 
dieses  Minerales  entweder  gar  nicht  oder  höchstens  gelegentlich  einer 
oberflächlichen  Prüfung  unterworfen  hat,  weil  man,  befangen  in  der 
Ansicht,  nur  hemimorphisch  gebildete  Krystalle  seien  überhaupt  ther- 
moelektrisch  erregbar,  von  vornherein  ein  negatives  Resultat  erwartete; 
denn  die  elektrische  Spannung  auf  der  Oberfläche  der  Aragonite 
wäre  hinreichend  stark  gewesen,  um  sie  mit  denselben  Mitteln,  welche 
bei  den  sächsischen  Topasen  und  den  Schwerspäthen  zu  ihrer  Er- 
kennung gedient  haben,  ebenfalls  nachzuweisen.  Und  ia  der  That 
gelang  es  mir,  als  ich  durch  die  Untersuchung  des  Topases  mul,  des 
Schwerspathes  die  Ueberzeugung  gewonnen  hatte,  dass  auch  nicht 
hemimorphisch  gebildete  Krystalle  elektrisch  werden,  gleich  bei  der 
ersten  Prüfung  eines  böhmischen  Aragonits  freie  Elektricität  auf 
seiner  Oberfläche  wahrzunehmen. 

Während  die  ia  meinen  beiden  letzten  Abhandlungen  in  Bezug 
auf  ihr  thermoelektrisches  Verhalten  untersuchten  Krystalle  des  To- 
pases*) und  des  Schwerspathes**)  niemals  (wenigstens  so  viel  mir 
bekannt  ist)  eigentliche  Zwillingsformen  zeigen,  dürfte  gerade  ent- 
gegengesetzt beim  Aragonit  wohl  kaum  ein  wirklich  einfacher  Kr y stall 
gefunden  werden:  alle  Krystalle  desselben  sind  mehr  oder  weniger 
ein  Aggregat  von  Zwillingen.  Dieser  Umstand  hat  mich  besonders 
bewogen,  den  thermoelektrischen  Erscheinungen  auf  den  Aragonit- 

*)  Bd.  XIV  dieser  Abhandlungen. 
**)  Bd.  XV  dieser  Abhandlungen. 
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krystallen  eine  sehr  eingehende  Untersuchung  angedeihen  zu  lassen, 
um  einen  etwa  vorhandenen  Einfluss  der  Zwillingsbildung  auf  die 
Erregung  der  Elektricitat  zu  entdecken.  Es  würde  dies  gerade  hei 
dem  genannten  Minerale  um  so  leichter  möglich  gewesen  sein,  als 
einerseits  die  elektrische  Vertheilung  auf  der  allen  Gebilden  zu  Grunde 
liegenden,  aus  wenigen  Gestalten  zusammengesetzten  Form  sehr  ein- 
fach und  bestimmt  hervortritt,  und  andererseits  die  Zwillingsbildung 
sich  häufig  in  der  mannichfachsten  Weise  zur  Erzeugung  von  Dril- 
lingen, Vierlingen  und  Fünflingen  wiederholt. 

In  der  nachstehenden  Abhandlung  werde  ich  einen  Theil  meiner 
Beobachtungen,  soweit  sie  zu  einer  klaren  Darlegung  der  thermoelek- 
trischen  Vorgänge  auf  den  Aragoniten  erforderlich   sind,   mittheilen. 

Die  Stärke  der  Elektricitat  auf  den  Aragoniten  ist,  wie  schon 
zuvor  angedeutet,  ungefähr  dieselbe,  wie  auf  vielen  Topasen  und 
Schwerspäthen ;  es  konnte  daher  das  bei  der  Untersuchung  der  letzt- 
genannten Krystalle  von  mir  angewandte  Verfahren*)  auch  fiir  die 
analogen  Beobachtungen  auf  den  Aragoniten  mit  Erfolg  benutzt 
werden. 

Für  die  Unterstützung  meiner  Untersuchung  durch  Darleihung 
geeigneter  Krystalle  habe  ich  Herrn  Geheimen  Bergrath  Naumann, 
Herrn  Professor  Zirkel,  Herrn  Professor  Sandberger,  Herrn  Pro- 
fessor Weisbach  und  Herrn  Professor  Stelzner  meinen  verbind- 
lichsten Dank  zu  sagen. 

I.    Scheinbar  einfache  Krystalle  des  Aragonits. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  werde  ich  das  elektrische 
Verhalten  der  Aragonitkryställe  gleich  auf  die  Darlegung  ihrer  Form- 
verhältnisse  folgen  lassen. 

A.    Kr y stallformen. 

Die  gewöhnliche  Form  der  scheinbar  einfachen  Aragonitkrystalle, 

welche  überhaupt  dem  rhombischen  Systeme   angehören,  wird  von 

den   Gestalten  oo  P,  oo  P  oo  und  P  oo  gebildet.     Fig.   I.    stellt  den 

Querschnitt   des   Prismas    oo  P,   und   Fig.   II.   den   Querschnitt   eben 


*)  Abhandl.  der  K.  Sachs.  Gesellsch.  der  Wissenschaften  Bd.  XIV  S.  377  ff.,  and 
Bd.  XV  S.  873. 
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dieses  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  durch  oo  P  oo  abgestumpften 
Prismas,  wie  es  gewöhnlich  bei  den  böhmischen  Aragoniten  auf- 
tritt, dar. 

Nehmen  wir  den  Winkel  des  Prismas  oo  P  an  den  Enden  der 
Brachydiagonale  116°  1 0',*)  und  den  über  dem  Ende  der  Hauptaxe 
liegenden  Winkel  des  Brachydomas  P  oo  108°  26',  so  ergibt  sich  das 
Verhaltniss  der  drei  Axen,  wenn  a  die  Hauptaxe,  b  die  Brachydia- 
gonale und  c  die  Makrodiagonale  bedeutet, 

a  :  b  :  c  =  1  :  0,8641  :  1,3874. 

Die  Anzahl  der  beim  Aragonite  beobachteten  Krystallgestalten  ist 
keine  grosse;  es  finden  sich 

1)  Grundpyramide  P. 

2)  Pyramiden  der  Hauptreihe :  \  P,  1 0  P,  24  P. 

3)  Brachydiagonale  Pyramiden :    \  P  2,  P  2,  2  P  2  und  6  P  f. 

4)  Makrodiagonale  Pyramiden:  \P% 

5)  Verticales  Hauptprisma:   ooP. 

6)  Brachydiagonale  horizontale  Prismen  oder  Brachydomen : 
iPoo,  Poo,  2Poo,  3Poo,  5foo,  6P00,  16Poo,  20  Poo 
und  24  Poo. 

7)  Makrodiagonale  horizontale  Prismen  oder  Makrodomen :  £  P  00, 
und  Poo. 

8)  Flächenpaar  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe:  0P. 

9)  FlUchenpaar  senkrecht  gegen  die  Makrodiagonale:   00 Poo. 
Uebrigens  sind  die  gewöhnlichen  Krystalle,  welche  hauptsächlich 

von  den  Gestalten  00 P,  00 Poo  und  Poo  begrenzt  werden,  keine 
einfachen  Krystallindividuen,  sondern,  wie  der  nächste  Abschnitt  zeigen 
wird,  mehr  oder  weniger  ein  Aggregat  von  einfachen  Krystallen, 
welche  sich  in  der  später  zu  beschreibenden  Zwillingsstellung  anein- 

« 

ander  gelegt  haben.  Da  jedoch  diese  häufig  eingeschobenen  Zwil- 
lingslamellen (s.  S.  382)  keinen  wesentlichen  Einfluss  auf  die  Ver- 
keilung der  Elektricität  ausüben,  so  werde  ich  die  betreffenden 
Krystalle  als  einfache  behandeln,  und  ihr  elektrisches  Verhalten  im 
Folgenden  darstellen. 


*)  Der  Kürze  wegen  werde  ich  sowohl  im  Texle  als  auch  in  den  beigegebenen 
Figuren  die  beiden  Winkel  dieser  Rhomben,  welche  also  116°  4  0'  und  63°  50'  be- 
tragen, gewöhnlich  in  runder  Zahl  K  \  6°  und  64°  setzen.    Entsprechend  soll  der  Winkel 

Abkandl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissen  seh.  XV.  26 
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B.    Thermoelektrisches  Verhalten  der  (scheinbar)  ein- 
fachen Aragonitkrystallfe. 

Die  von  mir  untersuchten  scheinbar  einfachen  Aragonitkrystalle 
von  Horschenz  bei  Bilin  waren  an  dem  einen  Ende  der  Hauptaxe 
(dem  oberen)  mehr  oder  weniger  vollkommen  ausgebildet,  am  an- 
deren (unteren)  dagegen  verbrochen,  und  zeigten  meistens  eine  Com- 
bination  der  Gestalten   ooP,   00P00,  Poo,  P  und  2  ß  2. 

Ich  werde  die  auf  einem  Theile  derselben  ausgeführten  Beob- 
achtungen in  den  dieser  Abhandlung  beigefügten  Zeichnungen  dar- 
stellen, indem  ich  in  das  Netz")  die  beobachteten  elektrischen 
Spannungen  eintrage  und  zur  leichteren  Uebersicht  die  positiven 
Regionen  durch  eine  gelblichbraune,  die  negativen  aber  durch  eine 
grünliche  Farbe  kenntlich  mache.  Das  Netz  ist  dabei  in  einer  braehy- 
diagonalen  Seitenkante  aufgeschnitten  angenommen  worden. 

Während  die  ersten  sieben  Krystalle  (Nr.  1  bis  7)  zur  Darlegung 
der  normalen  Vertheilung  der  ElektricitUt  auf  den  einfachen  Arago- 
nitkrystallen  dienen,  geben  die  folgenden  (Nr.  8  bis  1 2)  Auskunft  über 
die  durch  Abweichungen  in  der  Ausdehnung  einzelner  Krystallflächen 
bedingten  Modifikationen. 

Bevor  ich  zu  den  auf  den  einzelnen  Krystallen  ausgeführten 
Beobachtungen  übergehe,  wird  es  zweckmässig  sein,  eine  allgemeine 
Uebersicht  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  einfachen  Krystallen 
des  Aragonites  zu  geben,  weil  solche  die  spätere  Darlegung  der 
speciellen  Untersuchung  der  einzelnen  Individuen  wesentlich  abzukür- 
zen gestattet. 

Das  elektrische  Verhalten  der  in  Frage  stehenden  Aragonitkry- 
stalle ist  sehr  einfach.  Die  Flachen  ooPoo  sind  beim  Erkalten 
negativ  **)  und  bei*  hinreichender  Grösse  bleibt  die  negative  ElektriciüH 


zwischen  ooP  und  ooPoo,  welcher  Ut°  55'  misst,  zu  1 22°  angenommen  werden 
(Fig.  Hj. 

*)  Die  Netze  sind  entweder  in  natürlicher  oder  in  halber  linearer  Grosse  gezeich- 
net. Im  ersteren  Falle  findet  sich  neben  der  Abbildung  das  Zeichen  1/l?  im  zweiten 
das  Zeichen  */2. 

**)  Die  im  Texte  angegebene  Beschaffenheit  der  ElektricitUt  bezieht  siel»,  wie  schon 
oben  ausgesprochen,  stets  auf  den  Zustand  des  Erkallens;  beim  Erwärmen  ist,  ebenso 
wie  bei  den  übrigen  thermoelektrischen  Krystallen,  die  Polarität  gerade  die  entgegen- 
gesetzte. 
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auf  sie  beschränkt;  dagegen  sind  die  Flächen  ooP  positiv,  und  zwar 
nimmt  auf  ihnen  die  positive  Spannung  nach  den  von  ihnen  gebildeten 
brachydiagonalen  Kanten  hin  zu. 

Sind  die  Bruchstücke  (Nr.  1  bis  5)  bis  zum  unteren  verbroche- 
nen Ende  hin  klar,  so  wächst  sowohl  die  positive  Elektricität  auf 
den  Fluchen  ooP,  als  auch  die  negative  auf  den  Flächen  ooP <x>  in 
der  Richtung  von  oben  nach  unten.  Wird  aber  die  Masse  des 
Krystalles  (Nr.  6  u.  7)  am  unteren  Ende  unrein  und  undurchsichtig, 
so  wachsen  beide  Elektricitäten  in  der  eben  angegebenen  Richtung 
nur  bis  zum  Beginne  des  undurchsichtigen  Theiles,  und  nehmen  dann 
auf  diesem  an  Stärke  wieder  ab.  Einen  ähnlichen  schwächenden 
Einfluss  äussern  auch  trübe  Massen,  welche  in  dem  Krvstallc  Nr.  1 
am  unteren  Ende  der  Fläche  5,  und  in  dem  Krystalle  Nr.  5  ober- 
halb der  Mitte  unter  der  Fläche  2  liegen. 

Die  Flächen  Poo  zeigen  meistens  schwache  negative  Spannungen, 
welche  von  den  mit  den  Flächen  ooPoo  gebildeten  Kanten  bis  zur 
ol>ersten  Endkante  hin  abnehmen,  so  dass  die  letztgenannte  (von 
den  Flächen  Poo  gebildete)  Kante  selbst  unelcktrisch  erscheint.  Nur 
bei  den  beiden  in  der  oberen  Hälfte  sehr  klaren,  in  der  unteren 
aber  trüben  Krystallen  Nr.  6  und  7  habe  ich  auf  den  Flächen  P  oo 
schwache  positive  Polarität  beobachtet. v) 

Die  mehr  oder  weniger  unebenen  Bruchllächen  am  unteren 
Ende  sind  theils  negativ  (und  zwar  entweder  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung, oder  mit  positiven  Zonen  an  den  Enden  der  Braehydiago- 
nale),  theils  aber  auch  positiv  (mit  negativen  Zonen  neben  den 
Flächen   oo  P oo ) . 

Wenn  die  Flächen  ooPoo  an  Grösse  abnehmen  (Nr.  8),  so 
verbreitet  sich  am  unteren  Ende  die  negative  Polarität  von  ihnen 
aus  über  die  benachbarten  Theile  der  Flächen  ooP.  Wenn  dagegen 
die  Flächen  ooPoo  sich  so  sehr  ausdehnen,  dass  die  Krystalle  als 
nach  der  Richtung  der  Makrodiagonale  flach  gedrückte  Tafeln  er- 
scheinen und  die  Flächen  ooP  also  nur  eine  geringe  Grösse  besitzen 
'Nr.  10),  so  greift  umgekehrt  die  positive  Elektricität  von  den  Flächen 


*)  Auch  an  einigen  der  weiterhin  beschriebenen  Zwillinge  (Nr.  4  3,  «9,  50  und 
21)  erscheinen  die  Flächen  Poo  positiv. 

26* 
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oo  P  auf  die  benachbarten  Theile  der  Flachen  00P00  über.  In  die- 
sem letzten  Falle  ist  häufig  eine  der  Flächen  00P00  mangelhaft  aus- 
gebildet, und  fehlen  auf  ihrer  Seite  die  Flächen  ooP;  der  Krystall 
stellt  dann  gewissermassen  nur  eine  mittelst  eines  durch  die  brachy- 
diagonalen  Seitenkanten  geführten  Schnittes  abgetrennte  Hälfte  dar. 
Infolge  dieser  Bildung  nimmt  auf  der  eben  bezeichneten  Fläche 
ooßoo  die  negative  Spannung,  besonders  auf  dem  oberen  Theile,  ab 
(Krystall  Nr.  11),  und  geht  selbst  in  die  positive  über  (Kryst.  Nr.  12). 

Krystall  Nr.  1    (Fig.  III). 

An  dem  Fig.  III*)  in  seinem  Netze  dargestellten  Krystalle  ist 
die  Fläche  5**)  namentlich  nach  unten  hin  unvollkommen  ausgebildet; 
es  scheinen  daselbst  weniger  reine  Massen  sich  in  Platten  aufgelegt 
zu  haben.  Die  negative  Elektricität  nimmt  deshalb  am  unteren  Ende 
dieser  Fläche  wieder  ab.  Das  obere  Ende  ist  gut  ausgebildet,  das 
untere  unregelmässig  verbrochen.  Auf  den  Flächen  P  oo  werden 
zwei  eingeschobene  Lamellen  (s.  S.  382)  sichtbar. 

Krystall  Nr.  2  (Fig.  IV). 

Da  die  Flächen  Poo  am  oberen  Ende  zum  Theil  rauh,  die 
Flächen  ooPoo  aber  stark  horizontal  gestreift  sind,  so  lassen  sich 
die  sicherlich  auch  vorhandenen  Zwillingslamellen  nicht  wohl  erken- 
nen.    Das  untere  Ende  ist  ziemlich  eben  verbrochen. 

Krystall  Nr.  3  (Fig.  V). 

Das  obere  Ende  des  Fig.  V  gezeichneten  Krystalles  ist  sehr 
vollkommen  ausgebildet;  das  untere  ziemlich  uneben  verbrochen. 

Krystall  Nr.  4   (Fig.  VI). 
Auf  der  unteren   Hälfte  der  Fläche  5  hat  sich    eine   ungefähr 


*)  Zur  leichteren  Orientirung  auf  den  Tafeln  werde  ich  der  Nummer  der  Figur, 
welche  einen  beobachteten  Krystall  darstellt,  stets  die  Nummer  des  betreffenden  Kry- 
stalles voranstellen. 

**)  Die  Bedeutung  dieser  Zahlen  ergibt  sich  sofort  aus  der  Zeichnung. 
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2  Mm.  dicke  Platte  aufgelegt.     Das  untere  Ende  des  Kryslalles  Nr.  4 
(Fig.  VI)  ist  schief,  aber  ziemlich  eben  abgebrochen. 

Krystall  Nr.  5  (Fig.  VU). 

Der  in  halber  linearer  Grösse  gezeichnete  Krystall  Fig.  VII  ist 
8  Centimeter  lang,  im  Ganzen  ziemlich  rein,  schliefst  aber  trübe 
Massen  ein;  namentlich  liegt  eine  solche  etwas  oberhalb  der  Mitte 
unter  der  Fläche  2,  und  bedingt  die  daselbst  auftretende  Schwächung 
der  Elektricität. 

Krystall  Nr.  6   (Fig.  VIII). 

Der  in  Fig.  VIII  in  halber  linearer  Grösse  dargestellte,  dem  hie- 
sigen mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall  ist  in  seinen  oberen 
drei  Fünfteln  sehr  klar  und  durchsichtig,  wird  aber  in  den  unteren 
zwei  Fünfteln  undurchsichtig  und  erscheint  daselbst  auf  seinen  äusseren 
Begrenzungsflächen  weniger  vollkommen  ausgebildet.  Am  unteren 
Ende  ist  er  sehr  unregelmässig  verbrochen.  Die  Flächen  ßoo  am 
oberen  Ende  zeigen  positive  Spannungen. 

Krystall  Nr.  7  (Fig.  IX). 

Auch  dieser  in  halber  Grösse  abgebildete  Krystall  (Fig.  IX)  ist 
in  der  oberen  Hälfte  sehr  klar,  in  der  unteren  aber  unrein  und  trübe. 
Wie  bei  dem  vorhergehenden  sind  die  Flächen  Poo  am  oberen  Ende 
positiv. 

Krystall  Nr.  8   (Fig.  X). 

Die  Flächen  oo  P  oo  haben  bei  diesem  Krystalle  (Fig.  X)  nur 
eine  geringe  Grösse;  infolge  dessen  greift  die  ihnen  angehörige  ne- 
gative Elektricität  unten  über  die  Ränder  hinweg  etwas  auf  die 
Flächen   ooP  über. 

Krystall  Nr.  9  (Fig.  XI). 

Während  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle  die  beiden  Flächen 
ooPoo  sehr  schmal  waren,  tritt  bei  dem  Krystalle  Nr.  9  (Fig.  XI) 
eine  sehr  starke  Verschmälerung  zweier  gegenüberliegenden  Flächen 
oo P  ein.     Da  jedoch  die  beiden  anderen  Flächen  ooP  noch  eine 
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hinreichende  Grösse  besitzen,  so  treten  in   der   elektrischen  Verkei- 
lung auf  den  Flächen   ooP  keine  Verschiebungen  ein. 

Das  obere  Ende  des  vorliegenden  Krystalles  ist  stark  verletzt, 
das  untere  sehr  unregelmässig  verbrochen. 

Kry stall  Nr.  10   (Fig.  XII). 

Bei  diesem  Krystalle  (Fig.  XII)  sind  die  beiden  Flächen  4  und 
6  sehr  schmal,  die  zwischen  ihnen  liegende  Fläche  5  aber  sehr  breit, 
so  dass  ein  Schnitt  längs  der  brachydiagonalen  Seitenkanten  den 
Krystall  in  eine  vordere  dickere  und  eine  hintere  dünnere  Platte 
spalten  würde.  Die  Fläche  5  (ooPoo)  ist  übrigens  vollkommen  eben 
und  spiegelnd  ausgebildet. 

Eine  Folge  der  geringen  Grösse  der  Flächen  4  und  6  ist  das 
Ucbergreifen  der  ihnen  angehörigen  positiven  Elektricität  auf  die 
benachbarten  Theile  der  Fläche  5. 

Krystall  Nr.  11    (Fig.  XIII). 

Der  Fig.  XIII  gezeichnete  Krystall  stellt  gewisserniassen  nur 
die  vordere  Hälfte  eines  längs  der  brachydiagonalen  Seitenkanten 
gespaltenen  Krystalles  dar;  es  fehlen  nämlich  die  Flächen  4  und  (i 
(bis  auf  einen  kleinen  Rest  der  letzteren  am  unteren  Ende).  Die 
sehr  verbreiterte  Fläche  5  ist  (mit  Ausnahme  eines  kleinen  hervor- 
stehenden Stückes  unten  neben  dem  Reste  der  Fläche  6)  glänzend 
und  hebt  sich  unter  fortwährenden  oscillatorischen  Kombinationen  mit 
Brachydomen,  so  dass  die  Dicke  des  Krystalles  (in  der  Richtung  der 
Makrodiagonale)   am  unteren  Ende  etwas  grösser  ist,  als  am  oberen. 

Die  obere  Hälfte  der  Fläche  3  erscheint  nicht  elektrisch  oder 
sehr  schwach  positiv. 

Krystall  Nr.  12   (Fig.  XIV). 

Der  Krystall  Nr.  12  (Fig.  XIV)  gleicht  in  seiner  Bildung  dem 
vorhergehenden ;  auch  ihm  fehlen  die  Flächen  4  und  6  (nur  von  der 
Fläche  4  zeigen  sich  am  unteren  Ende  geringe  Reste).  Die  grosse 
Fläche  5  ist  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  glänzend  und  durch  Auf- 
treten oscillatorischer  Combinationcn  mit  steilen  Brachydomen  etwas 
wellenförmig;  sie  ist  fast  überall  positiv  elektrisch. 
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IL   Zwillinge. 

Der  Aragonit  hat  eine  ausserordentliche  Neigung  Zwillinge  zu 
bilden  und  zwar  nach  dem  im  rhombischen  Systeme  sehr  häufig  vor- 
kommenden Gesetze,  dass  die  Zwillingsebene,  d.  h.  die  Ebene,  in 
welcher  sich  die  beiden  Krystalle  aneinander  legen,  eine  Fläche  des 
Prismas  ooP  ist.  Die  beiden  den  Zwilling  bildenden  Individuen 
haben  also  ihre  Hauptaxen  parallel,  dagegen  die  Diagonalen  der  Basis 
gegen  einander  geneigt ;  sie  sind  entweder  nur  aneinander  oder  durch- 
einander gewachsen. 

A.    Zwillinge  aus  zwei  nur  aneinander  gewachsenen  Individuen. 

a.  Eilfache  Zwillinge. 

a)     Krystallformen. 

Es  seien  AB  CD  und  DCFE  (Fig.  XV)  die  Durchschnitte  zweier 
Prismen  ooP;  zur  Bildung  eines  Zwillinges  legen  sich  dieselben  mit 
den  Flächen,  deren  Durchschnitt  mit  der  Ebene  des  Papiers  die 
Seite  CD  darstellt,  aneinander.  Der  Winkel  ADE  beträgt  \  28°  (oder 
genauer  127°  40'). 

An  den  beiden  Individuen  tritt  nun  aber  nicht  blos  die  Gestalt 
oo  P  auf,  sondern  es  erscheinen  auch  entweder  nur  auf  einer  oder 
auf  beiden  Seiten  die  Flächen   ooPoo. 

Treten  diese  Flächen  ooPoo  nur  auf  der  Seite  des  einsprin- 
genden Winkels  BCF  (sie  möge  die  Rückseite  heissen)  in  GH  und 
IK  auf,  so  dehnen  sie  sich  so  weit  aus,  dass  sie  in  der  Kante  L 
zusammenstossen  und  daselbst  einen  Winkel  von  1 1 6°  einschliessen. 
Die  bei  G  und  K  entstehenden  Winkel  betrauen  122°.  Ein  solcher 
Zwilling,  dessen  Umfang  durch  ADEKLG  bezeichnet  wird,  stellt  ge- 
wissermassen  einen  in  der  Richtung  DL  hemimorphisch  gebildeten 
Krystall  dar. 

Treten  die  Flächen  ooPoo  auch  auf  der  vorderen  Seite  (Fig.  XVI) 
in  MN  und  NP  auf,  so  entsteht  daselbst  ein  einspringender  Winkel 
MNP  =  116°.  Je  nach  der  Grösse  der  Flächen  MN  und  NP  dringt 
dieser  Winkel  mehr  oder  weniger  tief  ein. 

Vergrössert  sich  der  eine  Krystall,  z.  B.  der  rechte,  etwas,  so 
erscheint  auf  der  Vorderseite  die  Fläche  ooPoo  nur  an  ihm  in  F  Q, 
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während  sie  am  kleineren  Krystalle  fehlt  (Fig.  XVII).  Es  schneiden 
sich  dann  die  Linien  AQ'  und  P'Q'  unter  einem  spitzen  Winkel  von 
6°,  so  dass  der  tiberstumpfe  Winkel  bei  Q'  186°  beträgt.  —  Ver- 
grössert  sich  der  linke  Krystall  und  tritt  an  ihm  die  Fläche  ooPoo 
auf,  so  entsteht  der  Fig.  XVIII  gezeichnete  Querschnitt. 

Sehr  gewöhnlich  legen  sich  zahlreiche  Individuen  (wrie  in  Fig.  XIX) 
in  Zwillingsstellung  aneinander,  so  dass  sämmtliche  Zusammensetzungs- 
flächen einander  parallel  sind,  imd  die  geradstelligen  Individuen  einer- 
seits und  die  ungeradstelligen  andererseits  sich  in  paralleler  Stellung 
befinden.  Dabei  wird  die  Breite  der  einzelnen  Individuen  oft  so  ge- 
ring, dass  eine  grössere  Anzahl  derselben  nur  eine  dünne  Lamelle 
bildet,  welche  zwischen  zwei  grösseren  Individuen  eingelagert  ist, 
und  auf  den  Flächen  Poo  und  ooPoo  des  Gesammtkrystalles  nur 
als  ein  mehr  oder  weniger  breiter  Streifen  erscheint. 

Fast  in  allen  scheinbar  einfachen  Aragonitkrystallen  finden  sich 
solche  Lamellen  (UV,  WX  Fig.  XX),  und  zwar  oft  in  mehrfacher 
Wiederholung;  auch  gehen  sie  bisweilen  (Fig.  XX)  mit  beiden  Flächen- 
paaren oo  P  parallel. 

ß)    Thermoelektrisches  Verhalten. 

In  Betreff  der  elektrischen  Vertheilung  auf  den  Zwillingskrystallen 
lässt  sich  im  Allgemeinen  das  Gesetz  aufstellen,  dass  die  Polarität, 
wie  wir  sie  bei  einfachen  Kr\  stallen  beobachtet  haben,  auch  bei  den 
zusammengesetzten,  soweit  möglich,  erhalten  bleibt.  Die  Flächen 
ooP  sind  früher  positiv  gefunden  worden,  und  zwar  mit  wachsender 
Intensität  nach  den  brachydiagonalen  Kanten  hin,  die  Flächen  ooPoo 
dagegen  negativ.  Wo  also  auf  dem  Umfange  der  Zwillinge  die 
Flächen  ooP  auftreten,*)  wird  die  elektrische  Spannung  positiv  sein, 
und  ebenso  wie  früher  nach  den  brachydiagonalen  Seitenkanten  hin 
zu-  und  nach  den  makrodiagonalen  hin  abnehmen;  wo  dagegen  die 
Flächen    ooPoo    erscheinen,  wird  negative  Polarität  auftreten  müssen. 


*)  Ich  mache  darauf  aufmerksam,  dass  ein  Winkel  von  \  I  6°  bei  diesen  Zwillingen 
nicht  immer  auf  eine  brachydiagonale  Seilenkante  hinweist ;  bei  L  (Fig.  XV  bis  XVIII) 
entsteht  ein  Winkel  von  eben  dieser  Grösse  durch  das  Zusamrnenstossen  der  Flächen 
GL  und  LK. 
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Hat  der  Zwilling  den  Fig.  XV  im  Querschnitte  dargestellten 
Umfang  ADEKLG,  so  zeigen  die  Flächen  KL  und  LG,  als  der  Gestalt 
00P00  angehörig,  negative  Elektricität;  auf  den  übrigen  vier  Flächen 
tritt  dagegen  die  positive  auf,  und  zwar  mit  wachsender  Stärke  gegen 
die  Kanten  A  und  E  hin.  In  D  (Fig.  XV)  stossen  zwei  makrodia- 
gonale Seitenkanten  aneinander;  es  muss  daher  die  positive  Spannung 
nach  D  hin  abnehmen,  und  die  specielle  Prüfung  ergibt  die  Kante 
D  entweder  unelektrisch  oder  an  dem  unteren  Ende  des  Krystalles 
selbst  bereits  schwach  negativ. *)  Ein  solcher  Zwillingskrystall,  der, 
wie  oben  schon  bemerkt,  in  der  Richtung  der  Zusammensetzungs- 
fläche  eine  hemimorphe  Bildung  darstellt,  zeigt  auch  in  elektrischer 
Hinsicht  nach  eben  dieser  Richtung,  falls  die  Kante  0  unelektrisch 
ist,  den  polaren  Gegesatz  einer  solchen. 

Treten  nun  an  der  Kante  D  beide  Flächen  ooPoo  oder  nur  eine 
derselben  auf  (Fig.  XVI  bis  XVIII),  so  erscheint  auf  diesen  Flächen 
(MN  und  NP  in  Fig.  XVI,  Q'  P'  in  Fig.  XVII  und  P'  Q"  in  Fig.  XVIII) 
negative  Spannung,  welche  auch  wohl  auf  die  unmittelbar  anliegen- 
den Theile  der  Flächen   ooP  etwas  übergreift. 

Bei  mehreren  Zwillingen  sind  die  Flächen  Poo  positiv,  während 
sie  bei  anderen  fast  unelektrisch  erscheinen. 

Die  Netze  dieser  Zwillingskry  stalle  sind  so  gezeichnet,  dass  sie 
in  der  Fig.  XV  bis  XVIII  mit  L  bezeichneten  Seitenkante  aufge- 
schnitten erscheinen.  Behufs  leichterer  Orientirung  sind  die  Kanten 
mit  denselben  Buchstaben  wie  in  den  bezüglichen  Querschnitten  ver- 
sehen. 

Krystall  Nr.  13   (Fig.  XXI). 

Fig.  XXI  stellt  das  Netz  des  Krystalles  Nr.  13  in  natürlicher 
Grösse  dar.  Sein  Querschnitt  gleicht  dem  Fig.  XV  abgebildeten. 
Die  Zwillingskante  D  wurde  bei  specieller  Untersuchung  in  ihrer 
oberen  Hälfte  unelektrisch,  in  ihrer  unteren  sehr  schwach  negativ 
gefunden. 

Krystall  Nr.  14   (Fig.  XXII). 
Der  Fig.  XXII  in  natürlicher  Grösse  dargestellte  Krystall  besitzt 


*)  Bei  den  durchwachsenen  Zwillingen,  so  wie  bei  den  Drillingen  und  noch  mehr 
zusammengesetzten  Krystallen  erscheint  diese  Zwillingskante  sogar  meistens  negativ. 
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gleichfalls  den  Querschnitt  Fig.  XV.  Die  beiden  Flächen  GL  und  LK 
zeigen  oscilla torische  Combinationen  der  Flächen  ooßoo  mit  steileren 
Brachy  dornen,  infolge  dessen  die  Dicke  des  Krystalles  nach  dem 
unteren  Ende  hin  zunimmt.  Die  Zwillingskante  bei  D  ergab  sich  bei 
specielter  Prüfung  ohne  elektrische  Spannung,  nur  am  unteren  Ende 
erschien  sie  schwach  negativ. 

Krystall  Nr.  15  (Fig.  XXIII). 

Auch  dieser  Fig.  XXIII  in  natürlicher  Grösse  abgebildete  Krystall 
besitzt  den  Querschnitt  Fig.  XV,  nur  zeigt  sich  schon  auf  der  rechten 
Seite  von  D  eine  äusserst  schmale  Fläche  P'  Q"  (Fig.  XVIII) ;  indess 
erscheint  die  Zwillingskante  D  noch  unelektrisch.  Der  Krystall  ist  am 
oberen  Ende  sehr  vollkommen  ausgebildet  und  rein;  nach  dem  un-' 
leren  Ende  hin  wird  die  Masse  etwas  unreiner. 

Krystall  Nr.    16   (Fig.  XXIV). 

Den  Querschnitt  des  Krystalles  Nr.  16  stellt  Fig.  XVIII  dar. 
Da  an  diesem  Zwillinge  in  P' Q'  eine  Fläche  ooPoo  des  linken  In- 
dividuums an  der  Oberfläche  erscheint,  so  inuss  auf  ihr  negative 
Elektricität  auftreten. 

Krystall  Nr.  17   (Fig.  XV). 

• 

Der  Krystall  Nr.  17  ist  sehr  rein  und  durchsichtig,  und  zeigt 
im  Wesentlichen  den  Querschnitt  Fig.  XVII ;  es  liegt  also  die  Fläche 
P'  Q'  links  von  P'.  Infolge  eingeschobener  Lamellen,  welche  gerade 
durch  die  Zusammenfügungsfläche  gehen,  tritt  aber  auch  rechts  von 
P'  eine  sehr  schmale  Fläche  V  Q"  (Fig.  XVJI1)  auf.  Diese  Bildung 
hat  zur  Folge,  dass  auf  beiden  Seiten  von  Iy  (Fig.  XXV)  negative 
Elektricität  erscheint,  sich  aber  stärker  nach  links  als  nach  rechts 
ausbreitet.  Auf  den  Flächen  GL  und  LK  nehmen  die  elektrischen 
Spannungen  in  der  Nähe  der  Kante  L  ab. 

Krystall  Nr.  18  (Fig.  XXVI). 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige,  Fig.  XXVI  in  halber 
Grösse  dargestellte  Krystall  hat  den  Querschnitt  Fig.  XVII.  Die 
Fläche  Y  Q'  ist  breiter  als  bei  den  vorhergehenden  Zwillingen.     So- 
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wohl  das  rechte  als  das  linke  Individuum  zeigt  eingeschobene  La- 
mellen, die  sich  auch  auf  den  verticalen  Seitenflächen  von  oben  bis 
unten  hin  verfolgen  lassen.  Auch  bei  ihm  nimmt  die  negative  elek- 
trische Spannung  auf  den  Flächen  GL  und  LK  nach  L  hin  ab. 

Krystall  Nr.  19   (Fig.  XXVII). 

Der  Fig.'  XXVII  in  seinem  Netze  in  halber  Grösse  gezeichnete 
Krystall  gehört  ebenfalls  der  Freiberger  Sammlung.  In  der  oberen 
Hälfte  gleicht  sein  Querschnitt  der  Fig.  XVI,  in  der  unteren  aber 
der  Fig.  XVII ;  doch  zeigen  die  Flächen  in  dem  einspringenden  Win- 
kel N  (Fig.  XVI)  eine  mangelhafte  Ausbildung.  Auf  den  Flächen 
GL  und  LK  nimmt  die  negative  Spannung  nach  L  hin  ab.  Die 
Flächen  Poo   sind  positiv. 

Krystall  Nr.  20   (Fig.  XXVIII  u.  XXIX). 

Der  Krystall  Nr.  20  (Fig.  XXVIII  a  und  b)  ist  gleichfalls  der 
Freiberger  Sammlung  entliehen.  Sein  Querschnitt  gleicht  Fig.  XVI, 
nur  ist  der  einspringende  Winkel  N  sehr  tief,  wie  ihn  Fig.  XXVIII  b. 
darstellt.  Es  sind  also  die  beiden  Individuen,  von  denen  das  linke 
breiter  ist  als  das  rechte,  nur  dünne  Platten;  die  eine  Fläche  oo  P 
am  rechten  Individuum  PE  fehlt  fast  ganz,  und  die  entsprechende 
Fläche  ooP  am  linken  Individuum  AM  ist  sehr  schmal;  beide  Indi- 
viduen gleichen  also  den  Krj  stallen  Nr.  1 1  und  1 2  und  zeigen  daher 
auch  wie  Nr.  12  auf  den  neben  M  und  P  gelegenen  Flächen  ooPoo 
nicht  negative,  sondern  positive  Polarität.  Die  auf  den  Flächen  MN 
und  NP  beobachteten,  im  Verhältniss  zu  den  auf  den  anderen  Flächen 
gemessenen  Werthen  sehr  beträchtlichen  positiven  Spannungen  ver1 
danken  wohl  ihre  Stärke  dem  Umstände,  dass  beide  in  dem  ein- 
springenden Winkel  liegenden  positiven  Flächen  ooPoo  vereint  auf 
den  genäherten,  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  Verbin- 
dung stehenden  Draht  vertheilend  einwirken.  Die  Flächen  Poo  sind 
positiv. 
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b.  BtppeliwilliBge. 

a)    Krystallformen. 

Nicht  ganz  selten  kommt  der  Fall  vor,  dass  sich  zwei  einfache 
Zwillinge,  wie'  sie  zuvor  beschrieben  wurden,  mit  den  Fluchen  oo  P  oo 
zu  einem  Doppelzwillinge  zusammen  legen  (Fig.  XXIX  und  XXX). 
Dabei  dehnen  sich  gewöhnlich  auf  der  einen  Seite  die  Flächen  KE 
und  K'  E'  so  weit  aus,  dass  sie  eine  einzige  Ebene  bilden,  und  da- 
durch den  zwischen  ihnen  liegenden  einspringenden  Winkel  EPK' 
verschwinden  lassen;  auf  der  anderen  Seite  bleibt  der  einspringende 
Winkel  AMG'.  Hat  der  Querschnitt  des  vordem  Zwiilingskrystalles 
die  Gestalt  Fig.  XV,  so  zeigt  der  Doppelzwilling  auf  seinen  Seiten- 
flächen nur  einen  einspringenden  Winkel  AMG',  welcher  nicht  der 
Bildung  des  einfachen  Zwillings,  sondern  der  Bildung  des  Doppel- 
zwillings seine  Entstehung  verdankt.  Besitzt  der  vordere  Zwilling 
die  Gestalt  Fig.  XVII,  so  erscheint  auf  der  Fläche  Ay  P'  noch  eine 
Einknickung  A'  Q'  P'  (Fig.  XXX).  Bei  Bruchstücken,  denen  das  obere 
ausgebildete  Ende,  auf  welchem  sonst  die  Bildung  eines  Doppelzwil- 
lings sogleich  sichtbar  ist,  fehlt,  lässt  sich  die  Zusammensetzung  noch 
sehr  leicht  aus  der  Form  des  Querschnittes  und  der  Grösse  der 
Kantenwinkel  erkennen. 

Wenn  der  Winkel  AMG'  auf  der  zweiten  Seite  ebenfalls  über- 
wächst und  zugleich  am  oberen  Ende  die  Rinne  zwischen  beiden 
Zwillingen  sich  ausfüllt,  so  geht  der  Doppelzwilling  in  einen  gewöhn- 
lichen Zwilling  über.  Man  kann  daher  auch  den  Doppelzwilling  als 
einen  an  gewissen  Stellen  in  der  vollkommenen  Ausbildung  zurück- 
gebliebenen gewöhnlichen  Zwilling  betrachten. 

ß)    Thermoelektrisches  Verhalten. 

Wie  oben  schon  bemerkt,  verwachsen  bei  den  Doppelzwillingen 
auf  der  einen  Seite  die  Flächen  KE  und  K'  E'  (Fig.  XXX)  mehr  oder 
weniger  in  eine  einzige  Fläche;  auf  der  anderen  gegenüberliegenden 
Seite  bleibt  dagegen  der  einspringende  Winkel  AMG'  fortbestehen. 
In  diesem  einspringenden  Winkel  treten  nun  Theile  der  Fläche 
00P00  an  die  Oberfläche,  während  dieselben  auf  der  ersten  Seite 
durch   die  Erweiterung   der  Flächen  ooP  (KE   und  K'E')   überdeckt 
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sind.  Es  muss  also  in  dem  einspringenden  Winkel  AMG'  und  in 
seiner  Nähe  negative  Polarität  sich  zeigen.  Auf  der  ersten  Seite 
wird  aber  bei  vollkommener  Ueberwachsung  (Fig.  XXX)  die  Intensität 
der  positiven  Spannung  von  der  Seitenkante  E'  aus  nach  beiden  Seiten 
hin  regelmässig  abnehmen  (Krystall  Nr.  22) ;  ist  jedoch  die  Spalte  noch 
nicht  vollständig  geschlossen,  so  wird  auf  der  Fläche  E'  K  die  posi- 
tive Spannung  von  E'  bis  gegen  die  Spalte  hin  erst  ab-,  und  dann 
jenseits  der  Spalte  wieder  zunehmen. 

Krystall  Nr.  21   (Fig.  XXXI). 

Der  Fig.  XXXI  in  seinem  Netze  dargestellte  Krystall  gehört  der 
Freiberger  Sammlung ;  die  Form  seines  Querschnittes  gibt  Fig.  XXX, 
jedoch  ist  der  einspringende  Winkel  K'PE  (Fig.  XXIX)  nicht  voll- 
ständig überwachsen.  Links  neben  P'  tritt  ein  Stück  P'  Q'  der 
Fläche  ooPoo  auf.  Es  müssen  also  auf  diesem  Krystalle  negative 
Zonen  liegen  auf  den  Flächen  LK  und  GL,  auf  P'  Q'  und  auf  G'  M. 
Die  Flächen  P  oo  sind  positiv. 

Krystall  Nr.  22  (Fig.  XXXII). 

Der  Krystall  Nr.  22  (Fig.  XXXII)  ist  an  beiden  Enden  ver- 
brochen; am  oberen  zeigt  er  nur  noch  geringe  Reste  einzelner 
Flächen  P  oo ,  nach  unten  hin  wird  seine  Masse  unrein  und  undurch- 
sichtig. Der  einspringende  Winkel  K'PE  (Fig.  XXIX)  ist  vollkommen 
überwachsen ;  links  neben  P'  findet  sich  gleichfalls  ein  Stück  P'  Q# 
der  Fläche  ooPoo,  so  dass  Fig.  XXX  seinen  Querschnitt  am  oberen 
Ende  vollkommen  darstellt.  Nach  unten  zu  verwächst  auch  der 
Winkel  AMG'  etwas  mehr. 


B.    Durchwachsungs-  Zwillinge. 

a.    Krystallform. 

Die  Durchwachsungszwillinge  (ebenso  die  Drillinge  und  noch 
mehrfach  zusammengesetzten  Krystalle)  zeigen  meistens  eine  andere 
Constitution  als  die  zuvor  beschriebenen  Horschenzer  Krystalle:  wäh- 
rend letztere  als  eine  einzige   dichte  Masse   erscheinen,  stellen  sich 
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die  Zwillinge  mit  Durch  wach  sungen  gewöhnlich  als  ein  Aggregat 
zahlreicher  dünnerer  oder  dickerer,  mehr  oder  weniger  dicht  mit 
einander  verwachsener,  der  Hauptaxe  paralleler  Stängel  oder  Fasern 
dar.      Diese   einzelnen  Krvstallfasern  bestehen  ebenso   wie   die  ein- 

* 

fachen  Krystalle  von  Horschenz  aus  verticalen  Säulen  mit  den 
Flächen  ooP  und  00P00,  deren  Enden  durch  Brachydomen  zuge- 
schärft sind.  Da  sie  meistens  gleiche  Länge  besitzen,  so  bilden  sie 
mit  ihren  Köpfen  zwei  gegen  die  Axe  senkrechte  Flächen  0  P,  die 
entweder  bei  vollkommener  Verwachsung  eben  und  ziemlich  glänzend 
sind,  oder  durch  ihre  Vertiefungen  noch  deutlich  die  Köpfe  der  ein- 
zelnen Fasern  unterscheiden  lassen.  In  den  selteneren  Fällen,  wo 
die  Anzahl  der  den  zusammengesetzten  Krystall  bildenden  Individuen 
eine  nur  geringe  ist,  treten  die  Enden  derselben  als  eben  so  viele 
Schneiden  auf. 

Das  innere  Gefüge  der  Aragonite  nach  gewissen  Richtungen  ist 
in  ausgezeichneter  Weise  von  Leydolt  mittelst  der  durch  Anätzen 
der  natürlichen  und  der  künstlich  angeschliffenen  Flächen  in  ver- 
dünnter Essig-  oder  Salzsäure  erzeugten  Figuren  studirt  und  durch 
Zeichnungen  erläutert  worden;")  diese  Untersuchungen  zeigen,  dass 
der  innere  Bau  der  Aragonitkryslalle  oft  ein  sehr  complicirter  ist, 
und  dass  die  äussere  Begrenzung  durchaus  nicht  hinreicht,  um  die 
innere  Zusammensetzung  bis  auf  die  kleinsten  eingelagerten  Massen 
zu  erkennen.  Die  Zusammensetzung  ändert  sich  auch  häufig  inner- 
halb desselben  Krystalles  von  einem  Querschnitte  zum  anderen. 

Für  die  vorliegende  Untersuchung  der  thcrmoclektrischen  Eigen- 
schaften der  Aragonitc  wird  eine  Kenntniss  der  wesentlichen  Stücke, 
aus  welchen  die  Krystalle  bestehen,  und  namentlich  der  an  der 
Oberfläche  liegenden,  genügen;  ich  werde  mich  daher  auf  die  An- 
gabe der  aus  den  äusseren  Begrenzungen  erkennbaren  Theile  be- 
schränken können,  wozu  in  den  allermeisten  Fällen  der  Umstand, 
dass  ein  Zerschneiden  und  Anätzen  der  geliehenen  ausgezeichneten 
Krystalle  nicht  möglich  war,  auch  noch  gebieterisch  zwingt. 

Die  Angabe  und  Stellung  der  einzelnen  Individuen,  aus  denen 
nach  der  Beschaffenheit  der  äusseren  Flächen  ein  Aragonilkn  stall 
besteht,  lässt  sich  in  einfacher  und   übersichtlicher  Weise   durch  die 


')  Sitzungsberichte  der  malh.  naturw.  Classo  der  Wiener  Akad.  i  856  Bd.  19  S.  10. 
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schon  von  Hauy  gewählte  Zusammenstellung  der  rhombischen  Quer- 
schnitte der  einzelnen  Individuen  zu  einem  geschlossenen  Ringe  geben. 
Ich  werde  dieselbe  daher  überall  anwenden,  bemerke  aber  ausdrück- 
lieh,  dass  dieselbe  keine  Andeutung  über  die  Bildung  der  Krystalle 
und  die  Ausfüllung  der  inneren  leer  gelassenen  Räume  liefern  soll. 
Hauy's  Versuche,  die  innere  Structur  zu  erklaren,  .entsprechen  durch- 
aus nicht  dem  wahren  Vorgänge,  der  schon  naturgemässer  durch 
die  nachstehende  Auffassung  Leydolt's  dargestellt  wird. 

Zwei  seitlich  von  den  Flächen  ooP  und  00P00  begrenzte  Kry- 
stalle A  und  B  (Fig.  XXXIII)  legen  sich  mit  zwei  Flüchen  oo  P  nach 
der  Linie  zß  zu  einem  Zwillinge  zusammen ;  beide  wachsen  über  die 
Zusammensetzungsfläche  hinaus  und  bilden  die  T heile  A'  und  B',  die 
sich  ebenso  wie  A  und  B  in  der  richtigen  Zwillingsstellung  befinden. 
Die  zwischen  A  und  B  einerseits,  und  zwischen  A'  und  B'  anderseits 
liegenden  Räume  werden  durch  ein  gleichmässiges  Fortwachsen  der 
Krystalle  wie  bei  den  Horschenzer  Zwillingen  ausgefüllt,  so  dass  bei 
y  und  y'  Winkel  von  128°  entstehen;  die  Zusammensetzungsflächen 
zy  und  zy'  sind  eben.  Ausserdem  erweitern  sich  die  Krystalle  aber 
auch  in  den  zwischen  A  und  B',  so  wie  A'  und  B  gelegenen  Raum 
hinein,  erzeugen  hier  aber  keine  ebene  Zusammensetzungsfläche;  es 
erfolgt  vielmehr,  weil  sich  hier  die  Krystalltheilchen  nicht  in  der 
eigentlichen  Zwillingsstellung  befinden,  ein  fortwährendes  Ineinander- 
greifen der  Theile  des  einen  Individuums  in  die  des  anderen,  so  dass 
in  dem  Räume  zwischen  A  und  B',  so  wie  zwischen  A'  und  B  eine 
Art  kammförmiger  Naht  zx,  zx  entsteht.  Diese  Naht  ist  auf  der 
äusseren  Fläche  stets  erkennbar,  erscheint  sogar  öfter  als  eine  von 
kleinen  daselbst  auftretenden  Flächen  ooßoo  gebildete  Rinne.  Auf 
den  Seitenflächen  geht  sie  nicht  immer  geradlinig  parallel  mit  den 
Kanten,  sondern  verläuft  je  nach  der  grösseren  Ausdehnung  des  einen 
oder  anderen  Kry Stalles  mehr  oder  weniger  unregelmässig. 

Fig.  XXXIV  stellt  die  nach  der  Aelzung  für  einen  solchen  durch- 
wachsenen Molinaer  Zwilling  von  Leydolt  gegebene  Zusammen- 
setzung dar;  die  Theile  der  einzelnen  Individuen  sind  durch  die 
eingeschriebenen  Buchstaben  A  und  B  kenntlich  gemacht.  Während 
die  Berührungsflächen  zwischen  A  und  B,  und  ebenso  zwischen  A' 
und  B'  eben  sind,  greifen  die  Stücke  A  und  B',  so  wie  B  und  AF 
mit  kammförmigen  Nähten  in  einander. 
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Indess  ist  wahrscheinlich  die  Zusammensetzung  wenn  nicht  aller, 
so  doch  einer  grösseren  Anzahl  dieser  Zwillinge  noch  complicirter, 
als  die  Leydolt'sche  Darstellung  annimmt.  Wenn  man  nämlich 
Drillinge  oder  Vierlinge  in  einer  mit  der  Hauptaxe  parallelen  Ebene 
durchschneidet,  so  findet  man,  wie  schon  Senarmont*)  beobachtet 
hat,  auf  den  Schnittflachen  eigentümliche  Zeichnungen,  wie  ich 
solche  auf  Taf.  III  Fig.  LXXV  nach  einem  dem  Freiberger  Museum  ge- 
hörigen Krystalle  abgebildet  habe ;  es  gehen  von  der  Mitte  des  Kry- 
stalles  Fasern  nach  der  oberen  und  der  unteren  Endfläche,  aber  auch 
nach  den  Seitenflächen.  Ein  durchschnittener  Zwilling  stand  mir 
nicht  zu  Gebote ;  indess  macht  es  mir  der  Krystall  Nr.  XXXVIII,  der 
gerade  in  der  Mitte  von  zwei  fast  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe 
stehenden  kleinen  Krystallen  durchwachsen  ist,  sehr  wahrscheinlich, 
dass  eine  ähnliche  Structur,  wie  sie  in  Fig.  LXXV  für  einen  Drilling 
gezeichnet  wurde,  auch  bei  den  Zwillingen  vorkommt. 

Nach  der  Weise,  wie  im  Folgenden  die  Zusammensetzung  der 
vielfachen  Krystalle  dargestellt  werden  soll,  gibt  Fig.  XXXV  den  Quer- 
schnitt eines  durchwachsenen  Zwillings.  Nähte  finden  sich  bei  L 
und  K. 

Bei  Durchwachsungszwillingen  und  ebenso  bei  den  Drillingen 
Vierlingen  u.  s.  w.  kommt  oft  ein  Stück  eines  Krystalles  zu  dem 
Stücke  eines  andern,  der  mit  ihm  in  Zwillingsstellung  steht,  in  eine 
solche  Lage  (wie  z.  B.  in  Fig.  XXXV  A'  zu  B),  dass  die  Flächen 
oo  P  (EK  und  KF) ,  welche  der  Zwillingsfläche  parallel  sind,  in  eine 
Ebene  fallen.  Man  erhält  diese  Lage,  wenn  man  das  Stück  A  pa- 
rallel mit  sich  nach  A'  verschiebt.  Um  diese  gegenseitige  Stellung 
(A'  zu  B  oder  B'  zu  A)  von  zwei  Krystallstücken,  die  sich  zu  ein- 
ander in  Zwillingsstellung  befinden,  kurz  bezeichnen  zu  können,  werde 
ich  sie  die  parallel  verschobene  Zwillingsstellung  nennen,  während 
die  Stellung  A  zu  B  oder  A'  zu  B'  die  eigentliche  Zwillingsstellung 
heissen  mag.  Wo  zwei  in  parallel  verschobener  Zwillingsstellung 
stehende  Kry stallstücke  aneinander  stossen,  ist  auf  der  Oberfläche 
stets  eine  Naht  sichtbar,  die  sich  kammförmig  ins  Innere  fortsetzt 
Dagegen  erscheinen  die  Flächen  wie  HG  und  GF,  oder  CD  und  DB, 
welche  zwei  Stucken  angehören,  die  sich  in  der  eigentlichen  Zwillings- 


')   Anna!,  de  chim.  cl  de  phys.  3  Ser.  1854.  Bd.  41  S.  63. 
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Stellung  befinden  und  einen  Winkel  von  428°  einschliessen ,  ohne 
Naht,  glatt  und  glänzend. 

Ich  erwähnte  schon  oben,  dass  die  Ausbildung  in  den  verschie- 
denen Querschnitten  der  zusammengesetzten  Krystalle  sich  etwas 
ändert.  So  sind  bei  den  Durchwachsungszwillingen  (Fig.  XXXV) 
sqhr  oft  die  Flüchen  HG,  GF,  CD  und  DE  nur  in  der  Mitte  vollkom- 
men glatt  und  eben  ausgebildet,  während  an  dem  unteren  und  oberen 
Ende  der  Kanten  G  und  D  noch  die  einzelnen  den  Krystall  bilden- 
den Fasern  sichtbar  bleiben. 

Die  Netze  der  vier  im  Nachfolgenden  beschriebenen  Krystalle 
sind  in  einer  der  Zwillingskanten  G  aufgeschnitten  gezeichnet. 

b.    Thermoelektrisches  Verhalten. 

Die  elektrischen  Vorgänge  auf  den  durchwachsenen  Zwillingen 
lassen  sich  aus  der  eben  beschriebenen  Zusammensetzung  mit  Rück- 
sicht auf  die  bei  den  einfachen  Krystallen  gemachten  Beobachtungen 
leicht  herleiten.  In  den  vier  Seitenkanten  C,  E,  F  und  H  (Fig.  XXXV) 
liegen  die  Endpunkte  der  Brachydiagonale,  an  welchen  auf  den 
einfachen  Krystallen  die  positive  Polarität  auftritt;  dieselbe  wird  also 
auch  bei  den  vorliegenden  Zwillingen  auf  diesen  Kanten  und  den 
benachbarten  Flächenstucken  erscheinen. 

Bei  den  Horschenzer  Zwillingen  mit  dem  Querschnitte  Fig.  XV 
zeigte  die  Kante  D  entweder  keine  oder  eine  sehr  schwache  nega- 
tive Spannung.  Bei  dem '  Durchwachsungs-Zwillingskrystall  Nr.  23 
(Fig.  XXXVI)  erscheinen  die  entsprechenden  Kanten  D  und  G  eben- 
falls nicht  elektrisch;  dagegen  tritt  bei  den  drei  folgenden  Krystallen 
Nr.  24,  25  und  26  auf  diesen  Kanten  die  negative  Polarität  auf, 
und  zwar  um  so  stärker  und  um  so  mehr  über  die  anliegenden 
Flächenstucke  sich  ausdehnend,  je  länger  (oder  höher)  die  Krystalle 
im  Verhältnisse  zu  ihrer  Dicke  sind. 

Bei  den  nachstehend  beschriebenen  vier  Krystallen  verhält  sich 
die  Höhe  zur  Dicke  (letztere  gemessen  als  Abstand  der  beiden  ein- 
ander gegenüberliegenden  Kanten  D  und  G)  der  Reihe  nach  wie 
1  : 1,19;  1  :  0,629;  1  :  0,345;  1  :  0,144;  und  in  derselben  Reihen- 
folge nehmen,  wie  die  Zeichnungen  XXXVI  bis  XXXIX  nachweisen, 
die  negativen  Zonen  an  Ausdehnung  auf  den  Seitenflächen  zu. 

AMundl.  d.  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wtoenich.  XV.  27 
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In   gleicher  Weise  verhalten  sich   auch  die  bei  L  und  K  (Fig. 

XXXV)  befindlichen    Nähte:   wahrend   sie   bei  Krystall    Nr.  23   (Fig. 

XXXVI)  unelektrisch  oder  selbsl  noch  schwach  positiv  sind,  tritt  auf 
ihnen  bei  den  drei  folgenden  Krystallen  Nr.  24,  25  und  26  immer 
stärkere  und  ausgedehntere  negative  Polarität  auf. 

Die  Endflächen  0  P  sind  stets  mehr  oder  weniger  stark  negativ. 

Einer  der  Gründe  für  die  mit  der  Höhe  der  Krystalle  zuneh- 
mende Ausbreitung  der  negativen  Polaritiit  auf  den  Seitenflächen 
liegt  in  dem  Umstände,  dass  wenn  die  Seitenflächen  in  ihrer  ge- 
sammten  Erstreckung  positiv  wären;  die  negative  Elektricilät  auf  den 
beiden  Endflächen  allein  den  positiven  Spannungen  auf  den  langge- 
streckten Seitenflächen  das  Gleichgewicht  nicht  würde  halten  können; 
es  müssen  daher  die  negativen  Zonen  an  den  Kanten  D  und  G  und 
an  den  Nähten  L  und  K  um  so  mehr  hervortreten,  je  länger  die 
Krystalle  im  Verhältnisse  zu  ihrer  Dicke  werden. 

Als  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  vorstehenden  Annahme  kann 
auch  der  Umstand  dienen,  dass,  wahrend  bei  kurzen  (oder  massig 
hohen)  Krystallen  die  positiven  Zonen  auf  den  Seitenflächen  sich  bis 
zum  oberen  und    unteren   Rande  erstrecken,    bei    dem    sehr  hohen 

9 

Zwillingskrystalle  Nr.  26  und  ebenso  bei  dem  weiterhin  beschriebe- 
nen  sehr  hohen  Drillingskrystalle  Nr.  38,  sich  die  negative  Elek- 
tricität  der  beiden  Endflächen  0  P  auch  noch  über  die  benachbarten 
Stücke  der  Seitenflächen  ausbreitet. 

Indess  bedingt  die  im  Verhältnisse  zur  Dicke  grössere  Höhe  nicht 
allein  das  Auftreten  der  negativen  Polarität  auf  den  Zwillingskanten 
und  Nähten;  es  werden  in  dem  folgenden  Abschnitte  unter  den  viel- 
fachen Krystallen  einige  vorkommen,  bei  denen  trotz  ihrer  geringen 
Höhe  doch  auf  den  Zwillingskanten  negative  Elektricität  erscheint; 
es  wird  also  die  innere  Structur  für  die  negative  Beschaffenheit  der 
Zwillingskanten  und  der  Nähte  auf  den  Seitenflächen  ebenfalls  von 
Bedeutung  sein. 

Krystall  Nr.  23  (Fig.  XXXVI). 

Der  kleine,  jedenfalls  von  Molina  stammende  Krystall  ist  farblos 
und  ziemlich  durchsichtig.  Seine  Höhe  beträgt  6,1  Mm.,  seine  Dicke 
(gemessen   in   der  Richtung  von  D  zu  G)   7,2  Mm.     Die   Kanten  D 
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und  G  und  die  Naht  K  auf  der  Fläche  2  zeigen  sich  unelektrisch, 
während  an  der  anderen  Naht  L  auf  der  Fläche  5  noch  eine  sehr 
schwache  positive  Spannung  wahrnehmbar  ist. 

Krystall  Nr.  24  (Fig.  XXXVII). 

Der  mit  röthlichem  EiSenthon  imprägnirtc  Krystall  stammt  eben- 
falls von  Molina.  Seine  Höhe  misst  19,4  Mm.,  seine  Dicke  12,2  Mm. 
Uie  Zwillingskanten  D  und  G  sind  bis  auf  geringe  Strecken  am 
oberen  und  unteren  Ende  gut  ausgebildet  (d.  h.  von  glatten  ebenen 
Flächen  umgeben).  Sowohl  die  beiden  Zwillingskanten  D  und  G, 
als  auch  die  beiden  Nähte  auf  den  Flächen  2  und  5  sind  negativ, 
die  letzteren  aber,  namentlich  die  auf  der  Fläche  2  fast  am  Rande 
liegende  Naht,  nur  sehr  schwach. 

Krystall  Nr.  25  (Fig.  XXXVIII). 

Der  ebenfalls  aus  Aragon ien  stammende  Krystall  Nr.  25  gehört 
dem  Werner-Museum  in  Freiberg;  die  hie  und  da  in  die  klare  Masse 
eingeschlossenen  Thontheilchen  sind  von  graulicher  Farbe.  In  seiner 
Mitte  ist  auf  der  Fläche  2  ein  etwas  grösserer  und  ein  etwas  klei- 
nerer Aragonitkrystall  fast  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  durch  ihn 
hindurchgewachsen.  Auch  aus  der  Mitte  der  Fläche  5  ragt  ein  klei- 
nerer Krystall,  der  vielleicht  eine  Verlängerung  eines  der  beiden  zuvor 
genannten  Krystalle  ist,  hervor;  oberhalb  desselben  findet  sich  eine 
Grube,  aus  welcher  ein  etwas  dickerer  Krystall  herausgebrochen  ist. 

Die  Höhe  des  Krystalles   Nr.  25  beträgt   32,5  Mm.,  die  Dicke 

11,2  Mm. 

Die  Zwillingskanten  D  und  G  sind  negativ,  und  die  von  ihnen 
ausgehenden  negativen  Zonen  haben  auf  den  Flächen  oo  P  eine  grös- 
sere Ausdehnung  gewonnen  als  bei  dem  vorhergehenden  Krystalle. 
Die  Nähte  auf  den  Flächen  2  und  5  sind  schwach  negativ. 

Krystall  Nr.  26  (Fig.  XXXIX). 

Der  gleichfalls  dem  Werner-Museum  in  Freiberg  gehörige  Kry- 
stall Nr.  26  ist  an  den  Zwillingskanten  D  und  G  etwas  unvollkommen 

ausgebildet;    die    ihm   anhaftenden   dünnen  Thonschichten    sind    von 

*V 
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rothbrauner  Farbe.     Die  Höhe   des  Krystalles  misst  67,5  Mm.,  die 
Dicke  10,7  Mm. 

Die  negativen  Zonen  der  Kanten  D  und  G  zeigen  bei  diesem 
Krystalle  eine  noch  grössere  Ausdehnung,  als  bei  dem  vorhergehen- 
den. Die  Nähte  sind  müssig  stark  negativ.  Von  den  Endflächen 
breitet  sich  die  negative  Zone  auch  über  die  benachbarten  Theile 
der  Seitenflächen  aus. 


III.    Drillinge,  Vierlinge  und  Fünflinge. 

Die  Drillinge  und  ebenso  die  Vier-  und  Fünflinge  entstehen 
durch  eine  wiederholte  Zwillingsbildung  nach  dem  oben  S.  381  an- 
gegebenen Gesetze. 

a.     Krystallformen. 

A.     Drittinge. 

A.     Drillinge   aus   nur  aneinandergelegten   Individuen. 

Ein  solcher  Drilling  entsteht,  wenn  sich  an  zwei  benachbarte 
Flächen  oo  P  eines  Krystalles  zwei  andere  Krystalle  in  Zwillingsstel- 
lung anlegen.*)  Es  können  nun  jene  beiden  Flächen  den  spitzen 
oder  den  stumpfen  Winkel  des  rhombischen  Querschnittes  einschliessen. 

Liegen  die  beiden  Flächen  um  den  spitzen  Winkel,  so  stellt 
Fig.  XL  die  Anordnung  dar;  treten  noch  auf  beiden  Seiten  die  Flächen 
oo  P  oo  hinzu,  so  entsteht  der  in  der  Figur  mit  ausgezogenen  Linien 
gezeichnete  Querschnitt.  Schrauf  hat  einen  solchen  Drilling  von 
Horschenz  abgebildet;  **)  mir  selbst  stand  keiner  zur  Verfügung.  In 
seinem  thermoelektrischen  Verhalten  wird  sich  ein  solcher  Drilling 
sehr  wahrscheinlich  an  den  unter  Nr.  20  beschriebenen  Zwilling 
anschliessen. 


*)  Der  Fall,  wo  das  Anlegen  an  zwei  parallele  Flächen  statt  hat,  ist  schon  oben 
erwähnt  und  wird  nichl  als  Drillingsbildung  bezeichnet. 

**)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie,  math.-naturw.  Klasse.  Bd.  LX1I 
S.  73;  Taf.  IV.  Fig.  24.  Schrauf  hat  den  Krystall  an  beiden  Enden  ausgebildet 
dargestellt;  wahrscheinlich  ist  derselbe  aber  nur  an  dem  einen  Ende  vollkommen 
ausgebildet  gewesen.  Sollten  beide  Enden  ausgebildet  sein,  so  würde  die  Ihermo- 
rlek  tri  sehe  Untersuchung  von  grossem  Interesse  sein,  indem  mir  bis  jetzt  kein  an 
beiden  Enden  ausgebildeter  Krystall  von  Horschenz  bekannt  geworden  ist. 
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Wenn  dagegen  die  beiden  Flächen,  an  welche  sich  die  beiden 
anderen  Krystalle  anlegen,  den  stumpfen  Winkel  einsch Hessen,  so 
entsteht  •  der  Fig.  XLI  gezeichnete  Querschnitt.  Da  der  stumpfe 
Winkel  des  Rhombus  nur  116°  10'  beträgt,  so  können  die  drei  Kry- 
stalle den  Raum  um  den  oberen  Eckpunkt  nicht  vollständig  schliessen; 
die  Summe  der  daselbst  zusammenstoßenden  Winkel  beträgt  nur 
348°  30',  so  dass  also  zwischen  B  und  C  ein  leerer  Sector  von  11° 
30'  (in  runder  Angabe  12°)   übrig  bleibt. 

Es  ist  mir  nicht  wahrscheinlich,  dass  ein  solcher  Drilling  mit 
offener  Spalte  zwischen  B  und  C  vorkommt;  bei  den  von  mir  beob- 
achteten Krystallen  wird  jene  Spalte  entweder  mittelst  Durchwach- 
sung von  A  oder  durch  Einschiebung  eines  vierten  zu  B  oder  C  in 
Zwillingsstellung  befindlichen  Individuums  geschlossen,  wie  beim  Kry- 
stalle Nr.  27. 

Ä    Drillinge  mit  Durchwachsungen. 

Die  verschiedenen  Drillingsformen,  welche  bei  ringsum  geschlos- 
sener, ungefähr  kreisförmiger  Gestalt  überhaupt  möglich  sind,  lassen 
sich  leicht  herleiten,  wenn  man  von  den  beiden  Formen  ausgeht,  in 
welchen  alle  drei  Krystalle  A,  B  und  C  durchgewachsen  sind. 

Solcher  Formen  existiren  zwei  (Fig.  XLII  u.  XLIH),  je  nachdem  sich 
an  das  Individuum  A  die  benachbarten  B  und  C  in  der  eigentlichen 
oder  in  der  parallel  verschobenen  Zwillingsstellung  angelegt  haben. 
Das  eine  Individuum  A  spielt  nämlich  eine  etwas  andere  Rolle  als 
die  beiden  anderen  B  und  C  und  bildet  gewissermassen  den  Grund- 
stock, auf  welchem  sich  der  Drilling  aufbaut. 

Zur  leichteren  Orientirung  in  den  Zeichnungen  werde  ich  den 
Buchstaben  A,  B  und  C  noch  kleinere  Buchstaben  anhängen,  welche 
angeben,  mit  welchem  Individuum  das  Betreffende  in  Zwillingsstel- 
lung sich  befindet.  Ca  bedeutet  also  das  Individuum  C,  welches  mit 
A  in  Zwillingsstellung  ist;  Abc  bedeutet  das  Individuum  A,  welches 
gleichzeitig  mit  B  und  C  in  Zwillingsstellung  steht.  Ob  die  betref- 
fenden Stücke  der  Krystalle  sich  in  der  eigentlichen  oder  in  der 
parallel  verschobenen  Zwillingsstellung  finden,  geht  sofort  aus  ihrer 
Lage  in  der  Zeichnung  hervor;*)   bilden  nämlich    die  Flächen  oo  P 


*)  Sind  bisweilen  die  beiden  Theile  von  B  oder  C  als  B  und  B',  oder  C  und 
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zweier  Stücke  an  der  Berührung  einen  Winkel  von  128°,  so  haben 
diese  Theile  die  eigentliche  Zwillingsstellung;  fallen  aber  jene  Flächen 
in  eine  Ebene,  so  stehen  sie  in  der  parallel  verschobenen  Zwillings- 
stellung, wobei  an  den  Berührungsstellen  eine  Naht  (s.  S.  389)  sicht- 
bar wird.  Nur  bei  dem  Individuum  A  erscheint  es  zweckmässig, 
stets  seine  beiden  Theile  durch  die  Bezeichnung  A  (der  vordere) 
und  A'   (der  hintere  Theil)  zu  unterscheiden. 

Fig.  XLII  stellt  einen  Drilling  dar,  in  welchem  sowohl  A  als 
auch  B  und  C  durchgewachsen  sind,  und  B  und  C  sich  an  ihren 
Berührungsflächen  mit  A  in  der  eigentlichen  Zwillingsstellung  befinden. 
Ich  selbst  habe  keinen  Drilling  von  dieser  Form  beobachtet;  jedoch 
bildet  Leydolt  einen  solchen  ab.*) 

Fig.  XLIJI  zeigt  einen  Drilling,  bei  welchem  zwar  ebenfalls  alle 
drei  Individuen  durchgewachsen  sind,  die  Theile  B  und  C  aber  an 
ihren  Berührungsflächen  mit  A  nicht  in  der.  eigentlichen,  sondern  in 
der 'parallel  verschobenen  Zwillingsstellung  befindlich  sind.  Die  Ent- 
stehung eines  solchen  Drillingskrystalles  erläutert  Leydolt**)  durch 
die  folgende  Darstellung. 

Es  seien  Fig.  XLIV  A,  B  und  C  die  Individuen,  welche  nach 
Art  von  Fig.  XL!  sich  zu  einem  Drillinge  aneinander  gelegt  haben; 
dieselben  wachsen  über  die  Zusammensetzungsflächen  hinaus  fort, 
erzeugen  die  Stücke  A',  B'  und  C  und  würden  so  einen  sechsstrah- 
ligen  Stern  erzeugen.***)  Werden  nun  die  Räume  zwischen  den 
sechs  Strahlen  ausgefüllt,  so  treffen  in  vier  Sextanten  AC1,  AB'  A'C 
und  A'ß  die  Stücke  der  einzelnen  Individuen  in  der  parallel  verscho- 
benen Zwillingsstellung  zusammen,  und  bilden  also  kammförmige 
Nähte,  welche  sich  durch  eine  Furche  auch  auf  der  Oberfläche  zu 
erkennen  geben.  In  den  beiden  Sextanten  BC  und  ß'C  kommen 
aber  Stücke  miteinander  in  Berührung,  die  zu  einander  nicht  in 
Zwillingsstellung  stehen;  dieselben  bilden  nach  Leydolt's  Unter- 
suchungen   eine    sehr   unregelmässig    verlaufende   Verbindungsfläche. 

C  unterschieden,  so  ist  dies  geschehen,  urn  im  Texle  die  beiden  Theile  genau  und 
kurz  bezeichnen  zu  können. 

*)  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akad.   Bd.    19  S.    t8  Taf.   4  Fig.    44.      Der 
betreffende  Krystall  stammt  von  Leo  gang  oder  Herrengrund. 
**)   Ebcnd.  S.  2«. 

***)   Eine   solche  Form   bildet  Leydolt    Fig.    45    unter    den    Leoganger  uod 
Herrengrunder  Kr y stallen  ab. 
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Fig.  XLV  stellt  die  nach  Leydolt  aus  den  Actzfiguren  sich  erge- 
bende Zusammensetzung  eines  solchen  Drillings  im  Durchschnitte  dar. 
Zwischen  A  und  B',  A  und  C,  A'  und  B,  A'  und  C  liegen  kämm- 
förmige  Nähte,  während  zwischen  B  und  C,  so  wie  zwischen  B'  und 
C  die  Verbind ungsfläc  he  unregelmässig  verläuft. 

Wo  zwei  Individuen,  wie  B  und  C,  welche  zu  einem  dritten 
A  in  Zwillingsstellung  sich  befinden,  aneinander  stossen,  bildet  sich 
auf  der  Oberfläche  entweder  wie  in  Fig.  XLII  ein  Winkel  von  168° 
oder  wie  in  Fig.  XLIII  ein  solcher  von  492°;  beide  Winkel  ergänzen 
einander  zu  360°. 

Die  Bildung  dieses  letzten  Drillings  Fig.  XLIII  lässt  sich  aber 
auch  noch  anders  auffassen.  Während  der  Drilling  Fig.  XLII  in  der 
Weise  entsteht,  riass  die  Sei tenkry stalle  B  und  C  sich  an  zwei 
den  stumpfen  Winkel  einschliessende  Flächen  des  mittleren  Indivi- 
duums A  anlegen,  wird  ein  Drilling  von  der  Form  Fig.  XLIII  er- 
zeugt, wenn  die  beiden  Seitenkrystalle  B  und  C  sich  an  zwei  den 
spitzen  Winkel  einschliessende  Flächen  des  mittleren  Individuums  A 
anlegen. 

Man  erkennt  aus  den  beiden  Zeichnungen  Fig.  XLII  und  XLIII 
sogleich,  dass,  wenn  der  Umfang  des  Drillings  eine  ungefähr  kreis- 
förmige Gestalt  erhalten  soll,  das  Individuum  A  stets  durchwachsen 
muss.     Sollte  in  Fig.  XLII  das  hintere  Stück  A'  ausfallen,  so  würden 

i 

die  benachbarten  Stücke  B  und  C  sich  sehr  weit  ausdehnen  müssen, 
um  endlich  in  einer  Kante  von  12°  zum  Durchschnitt  zu  gelangen; 
bei  der  Stellung  in  Fig.  XLIII  würde  aber,  wpnn  man  das  hintere 
Stück  A'  fortnimmt,  durch  die  Vergrösserung  der  benachbarten  Stücke 
B  und  C  der  Baum  gar  nicht  mehr  geschlossen  werden. 

Die  überhaupt  verschiedenen  möglichen  Formen  der  Drillinge 
sind  bereits  von  Senarmont*)  aufgestellt  worden.  Ausser  den  bei- 
den Fig.  XLII  und  XLIII  gezeichneten,  bei  denen  alle  drei  Indivi- 
duen durchgewachsen  sind,  sind  zwei  Formen  möglich  mit  Durch- 
wachsung nur  zweier  Individuen  (unter  denen  aber  jedenfalls  A), 
nämlich  Fig.  XLVI**)  und  XLVI1,  und  eine  Form  mit  alleiniger 
Durchwachsung  von  A  (Fig.  XLVIII). 

*)   Annal.  de  chim.  et  de  phys.    3.Se>.    4854.    Bd.   41    S.   60  ff. 
**)  Eiiien  Drilling  von  der  Form  Fig.  XLVI    habe   ich   unter   den    vielen   von 
mir  untersuchten  Krystallen  nicht  gefunden. 
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In  der  zuvor  citirteu  Abhandlung  »Note  sur  les  groupements 
crystallina  de  l'aragonite,  de  la  witherite  et  de  l'alstonite«  spricht 
Senarmont  die  Ansicht  aus,  dass  alle  Krystalle  aus  Molina  (und 
auch  wohl  aus  Baslennes)  sich  auf  die  zuvor  beschriebenen  fünf 
Drillingsformen  (Fig.  XLII,  XL11I,  XLVI,  XLVII  und  XLVII1)  und  auf 
die  Zvvillingsgestalt  Fig.  XXXV  reduciren  lassen;  er  hebt  namentlich 
hervor,  dass  unter  mehr  als  60  untersuchten  Krystallen  von  Molina 
sich  keiner  fand,  der  mit  Ausnahme  einiger  Unregelmässigkeiten  nicht 
in  eine  dieser  Formen  gepasst  hütte.  *) 

Im  Folgenden  wird  sich  aber  zeigen,  dass  diese  Annahme  Se- 
narmont's,  wonach  alle  Krystalle  von  Molina  und  Bastennes 
nur  Drillinge  oder  Zwillinge  sein  sollen,  zu'  eng  ist.  Allerdings  be- 
steht ein  Theil  der  zusammengesetzten  Krystalle  jener  Fundorte  nur 
aus  Zwillingen  oder  Drillingen  mit  Durchwachsung  eines  oder  zweier 
oder  resp.  dreier  Individuen;  aber  der  bei  weitem  grösste  Theil  der- 
selben stellt  Vierlinge  und  Fünflinge  dar.  Indessen  bildet  ein  Drilling 
immer,  so  zu  sagen,  die  Grundform,  und  es  wird  daher  die  Ueber- 
sicht  erleichtern,  wenn  ich  später  die  auf  ähnlicher  Grundform  auf- 
gebauten Drillinge,  Vier-  und  Fünflinge  in  Betreff  ihres  elektrischen 
Verhaltens  zusammenfasse. 


B.    Vier-  und  Fünflinge. 

A.     Vier-    und   Fünflinge    aus   nur    an   einander 
gelegten   Individuen    ohne   Durchwachsung. 

Ebenso  wie  bei  den  Drillingen  können  sich  zur  Bildung  eines 
Vierlings  die  vier  Individuen  um  den  spitzen  oder  um  den  stumpfen 
Eckpunkt  des  rhombischen  Querschnittes  lagern. 

Fig.  XLIX  stellt  den  Fall  dar,  wo  sich  die  vier  Individuen  um 
einen  spitzen  Eckpunkt  gruppiren.  Treten  die  Flächen  oo  P  oo  hinzu, 
so  entsteht  der  in  seinen  Linien  ausgezogene  Querschnitt. 


*)  J'ai  observe  plus  de  soixante  cristaux  de  Moli  na,  et,  sauf  quelques  irregula- 
riles  de  detail,  je  n'y  ai  jamais  rencontre  un  groupement,  qui  ne  renlräl  dans  Tun  des 
modes  precedents.  Ces  irregularites  tiennenl  ä  ce  que  chaeun  des  individus  aecoles  est 
quelque  fois  traverse  lui-meme  par  des  bames  hejnitropiques  tres  minces. 
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Seh  rauf*)  bildet  einen  solchen  Zwilling  von  Horschenz  ab;  mir 
selbst  stand  für  die  elektrische  Prüfung  keiner  zur  Verfügung. 

Fig.  L  zeigt  die  Lage  der  vier  Individuen  A,  B,  C  und  D,  falls 
sich  dieselben  um  den  stumpfen  Eckpunkt  gruppiren.    B  und  C  stehen 
in  Zwillingsstellung  zu  A,  und  D  in  eben  solcher  gegen  B,  wie  dies 
auch   in  der   Figur  aus   den    angehängten    kleineren   Buchstaben  zu 
entnehmen  ist.   Da  die  vier  Winkel  von  116°  10'  zusammen  mehr  als 
360°  betragen,  so  fallen  die  Rhomben  C  und  D  zum  Theil  überein- 
ander; in  der  Natur  können   also  diese  beiden  Individuen   sich  nur 
theil  weise  entwickeln.     Wo  die  beiden   Stücke   aneinander   stossen, 
bildet    sich  durch  die  Flachen  ooP  an  jedem  derselben  die  stumpfe 
Kante  von  116°    (a,  ß  in  Fig.  L)  aus,  und  zwischen  beiden  entsteht 
ein  einspringender  Winkel,  der  innerlich   (als  überstumpfer)  gemessen 
232°  betragt    (der   äussere  Winkel  missl  also   128°).     Die   Flachen 
7a  und  8ß  würden  unter  einem  Winkel  von  104°  zusammenstossen. 
Die   Verbindungsflache  beider  Individuen  C  und  D  verläuft  im  Innern 
ebenso  wie  zwischen  B  und  C  unregelmässig. 

Fig.  LV  stellt  den  Querschnitt  eines  solchen  Krystalles  (Nr.  28) 
vor,  der  von  mir  untersucht  und  auf  sein  thermoelektriscbes  Verhalten 
geprüft  worden  ist. 

Obgleich  die  Figur  L  um  die  Verbindungsebene  (or)  von  A  ujid  B 
symmetrisch  ist,  so  werde  ich  doch  für  die  Vierlinge  dieselbe.  Stel- 
lung der  Zeichnungen  beibehalten,  welche  ich  bei  den  Drillingen 
angewendet  habe,  weil,  wie  bereits  früher  bemerkt,  ein  Individuum, 
das  stets  mit  A  bezeichnet  werden  soll,  sich  auch  bei  den  Vierlin- 
gen vorzugsweise  geltend  macht. 

Analog  den  Vierlingen  bilden  sich  nun  auch  die  Fünflinge. 

Es  können  sich  zuerst  die  fünf  Individuen  um  den  spitzen 
Rhombenwinkel  lagern,  und  dann  entsprechende  Querschnitte,  wie 
Fig.  XLIX,  erzeugen;  doch  erinnere  ich  mich  nicht,  dass  ein  solcher 
Fünfling  beobachtet  worden  ist. 

Sodann  können  die  fünf  Individuen  sich  aber  auch  Fig.  LI  um 
den  stumpfen  Winkel   des  Rhombus  gruppiren,   indem   sich  an  den 


*)  Auf  der  oben  angeführten  Tafel  Fig.  25.  Auch  bei  diesem  Kry stalle  sind  beide 
Enden  als  ausgebildet  gezeichnet,  und  es  findet  sich  der  Zusatz:  »Die  Fig.  25  stellt 
den  Krystall  naturgetreu  dar«. 
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KryslaM  G  noch   ein  Krystal!  E,   ebenso   wie  D  an  B   in  Zwillings- 

« 

Stellung  anlegt.  Indess  dürfte  wohl  kein  solcher  Funfling,  der  nur 
durch  Aneinanderlegen  ohne  Durchwachsung  eines  Individuums  ge- 
bildet ist,  existiren. 


B.   Vier-  und  Fünflinge  mit  Durchwachsungen. 

Es  würde  nicht  schwer  sein,  alle  mittelst  Durchwachsung  eines 
oder  mehrerer  Individuen  oder  des  Auftretens  ihrer  anderen  Hälften 
überhaupt  möglichen  Formen  der  Vier-  und  Fünflinge  aufzustellen; 
ich  beschränke  mich  jedoch  auf  die  Darstellung  der  von  mir  wirk- 
lich beobachteten ,  *)  und  werde  der  Kürze  und  Uebersichtlichkeit 
wegen  den  Angaben  über  ihre  Zusammensetzung  gleich  die  elektri- 
schen Beobachtungen  anschließen.  Ich  habe  die  Reihenfolge  nach 
Möglichkeit  so  gewählt,  dass  ich  im  Allgemeinen  von  den  einfacheren 
Bildungen  zu  den  zusammengesetzteren  vorschreite. 

Um  aus  der  Beschaffenheit  der  äusseren  Begrenzungsflächen  der 
vielfach  zusammengesetzten  Krystalle  mit  möglichster  Leichtigkeit  die 
Zusammensetzung,  so  weit  sie  eben  sich  in  dem  äusseren  Aussehen 
ausprägt,  erkennen  zu  können,  möge  hier  im  Zusammenhange  noch- 
mals  an  folgende  Thatsachen  erinnert  werden. 

Wenn  zwei  glatte  Flüchen,  welche  keine  Naht  zeigen,  eine  Kante 
von  1 28*  bilden,  so  sind  sie  die  prismatischen  Seitenflüchen  zweier 
Krystalle,  welche  in  dieser  Kante  in  der  eigentlichen  Zwillingsstel- 
lung zusammenstossen. 

Wenn  auf  einer  ebenen  Fluche  eine  Naht  sich  zeigt,  so  gehören 
die  beiden  in  derselben  aneinander  grenzenden  Flüchenstücke  zwei 
Kr y stallen  an,  welche  sich  in  der  parallel  verschobenen  Zwillings- 
stellung befinden. 

Wenn  auf  einer  ebenen  Flüche  zwei  Nühte  sich  finden,  so  wei- 
sen dieselben  auf  ein  in  dieses  Individuum  eingeschobenes  Stück 
eines  anderen  hin,  das  mit  ihm  in  parallel  verschobener  Zwillings- 
stellung steht. 

Winkel  von  168°  und  192°  werden  von  Flüchen  gebildet,  welche 


*)  Unter  den  von  L  e  y  d  o  1 1  in  der  oben  angeführten  Abhandlung  gezeichneten 
Krystallen  befinden  sich  noch  einige  im  Folgenden  nicht  abgebildete  Formen. 
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zwei  Kry stallen  angehören,  die  beide  zu  einem  dritten  Individuum  in 
Zwillingsstellung  stehen. 

Ein  überstumpfer  Winkel  von  232°  (oder  ein  einspringender 
Winkel  von  128°)  (wie  c  in  Fig.  LV),  zu  dessen  beiden  Seiten  Kan- 
ten von  116°  liegen,  zeigt  an,  dass  diese  Kanten  die  stumpfen  Sei- 
tenkanten zweier  Krystalle  (D  und  C)  sind,  von  denen  jeder  zu 
einem  anderen  Krystalle  (D  zu  B,  und  C  zu  A)  in  Zwillingsstellung 
steht,  wahrend  diese  beiden  anderen  Krystalle  B  und  A  sich  unter 
einander  wieder  in  Zwillingsstellung  befinden. 

Infolge  der  Einschaltungen  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die 
beiden  Flächenstücke,  welche  unmittelbar  in  einer  Zwillingskante  von 
128°  zusammenstossen ,  gar  nicht  zwei  Individuen  angehören,  die  zu 
einander  in  Zwillingsstellung  sich  befinden  (wieD  und  C),  die  aber  zu 
zwei  anderen  (B  und  A) ,  deren  Flachen  sich  in  jener  Kante  unter  dem 
genannten  Winkel  schneiden  würden,  in  parallel  verschobener  Zwil- 
lingsstellung stehen.  Man  erkennt  diese  Einschaltungen  leicht  daran, 
dass  die  Flachen,  welche  den  Winkel  von  128°  bilden,  nicht  glatt 
sind,  sondern  eine  Naht  zeigen;  auch  ist  dann  oft  die  Kante  nicht 
scharf,  sondern  zeigt  eine  kleine  Rinne  (einspringender  Winkel  104°, 
innerer  überstumpfer  256°). 

Ich  will  diesen  Fall  durch  ein  bestimmtes  Beispiel  erlüutern, 
und  wähle  dazu  einen  von  Leydolt  auf  seine  Structur  untersuchten 
Krystall. 

Ein  einfacher  Durchwachsungszwilling,  wie  solcher  im  Querschnitte 
Fig.  XXXV,  und  in  seinem  inneren  GefUge  Fig.  XXXIV  abgebildet 
ist,  hat  4  Kantenwinkel  von  4 1 6°,  die  paarweise  auf  jeder  Seite  lie- 
gen, und  ausserdem  (vorn  und  hinten)  zwei  Kantenwinkel  von  128°. 
Die  vier  Flachen,  welche  die  Winkel  von  128°  einschliessen  sind 
glatt,  wahrend  die  Flachen  zwischen  den  beiden  Kanten  von  116° 
eine  Naht  zeigen. 

Es  kommen  nun  aber  scheinbare  Durchwachsungszwillinge  vor, 
welche  genau  denselben  Querschnitt  haben,  und  sich  nur  dadurch 
von  dem  vorhergehenden  unterscheiden,  dass  auch  die  Flachen,  welche 
die  Winkel  von  128°  einschliessen  eine  Naht  zeigen.  In  der  von 
Leydolt  gezeichneten  Figur  liegen  diese  Nahte  bei  a,  ß,  7  und  8. 
Dieselben  weisen  darauf  hin,  dass  neben  A  (und  A')  ein  Stück  eines 
Individuums  eingeschoben  ist,    welches  mit  ihm   in  parallel  verscho- 
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bener  Zwillingsstellung  steht,  und  dass  ebenso  neben  B  (und  B')  ein 
Stück  eines  andern  Individuums  D  eingeschaltet,  welches  sich  mit 
B  in  parallelyerschobener  Zwillingsstellung  befindet.  A  und  B\  sowie 
A'  und  B,  ebenso  B  und  D,  B'  und  D',  A  und  C,  A'  und  C  berüh- 
ren sich  in  kammförmigcn  (durch  die  Striche  angedeuteten)  Nähten; 
soweit  A  und  B,  und  andererseits  A'  und  B'  zusammenstossen,  ist  die 
Zusamraensetzungsfläche  (von  b  bis  b)  eben ;  wo  aber  D  und  C  zu- 
sammenstossen (längs  bg  und  b'g)  verlaufen  die  Berührungsflächen 
unregelmässig.  Die  betreffenden  Krystalle  sind  also,  keine  Zwillinge, 
sondern  Vierlinge. 

Der  Bau  der  meisten  zusammengesetzten  Aragonitkry stalle  ist 
wahrscheinlich  viel  complicirler,  als  die  im  Folgenden  gezeichneten 
Umrisse  erkennen  lassen.  Schon  Senarmont*)  hat,  wie  bereits  oben 
S.  390  erwähnt,  bei  Krystallen  von  Molina,  besonders  aber  von 
Basten nes  eine  eigenthümliche  faserige  Structur  auf  angeschliffenen 
Flächen  wahrgenommen.    Er  sagt: 

Des  fibres  paralleles  et  de  longueur  inögale,  s6parees  par  de 
petits  canaux  vides  et  irreguliers,  sont  groupöes  par  faisceaux,  les 
uns  normalement  aux  deux  bases  hexagonales,  les  autres  normale- 
ment  aux  six  faces  verticales  des  prismes,  de  fa?on  que,  quand  on 
brise  un  pareil  crystal,  ces  faisceaux  se  söparent,  imitant  grossiere- 
ment  huit  pyramides  oppos^es  par  le  sommet  vers  le  centre  du  crystal. 

Or  les  caracteres  optiques  prouvent  que  toutes  les  fibres,  soit 
verticales,  soit  horizontales,  ont  leurs  axes  crystallographiques  prin- 
cipaux  paralleles.  Les  prismes  rhombol'daux,  qui  composent  ces  grou- 
pes  sont,  comme  toujours,  mäctes  par  hemiotropie,  mais  tous,  et  sans 
exception,  verticaux.  La  direction  divergente  des  divers  groupes  de 
fibres  nest  donc  pas  produite  par  une  inversion,  et  cette  structure 
tient  ä  quelque  autre  cause  qui  ne  paratt  pas  facile  ä  d6couvrir. 

In  Fig.  LXXV  habe  ich  die  angeschliffenen  Flächen  abgebildet, 
welche  auf  einem  aus  Aragonien  stammenden  Krystalle  durch  einen  mit 
der  Hauptaxe  parallelen  Schnitt  entstanden  waren.  Der  dem  Freiberger 
Museum  gehörige  Krystall  ist  ein  Drilling  von  dem  Fig.  XLVIII  und 
LVII  gezeichneten  Querschnitte;  seine  Structur  erscheint  sehr  faserig 
und   aus    seinen  Seitenflächen    ragen   die  Köpfe   zahlreicher  kleiner 
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Krystalle  hervor.  Der  Schnitt,  durch  welchen  der  Krystall  in  zwei 
Hälften  getheilt  wurde,  ging  durch  die  stumpfen  Winkel  von  A  und  A'. 
Während  die  nach  oben  und  unten  laufenden  Fasern  grauweisslich 
aussehen,  zeigen  die  seitwärts  gehenden  eine  mehr  ins  Röthliche 
ziehende  Färbung. 

Die  eben  beschriebene  Structur  findet  sich  aber  nicht  blos  bei 
Krystallen,  welche  ein  sehr  faseriges  Aussehen  zeigen  und  aus  deren 
Seitenflächen  kleine  Krystalle  hervorragen;  es  zerbrach  bei  meinen 
Versuchen  ein  mit  fast  überall  glatten  Seiten-  und  Endflächen  ver- 
sehener Krystall  Nr.  48  von  dem  Fig.  LXI  gezeichneten  Querschnitte  in 
der  Richtung  von  dem  einspringenden  Winkel  1 92°  links  vorn  nach  der 
Naht  zwischen  A'  und  C  rechts  hinten  mit  ziemlich  ebenen  Flächen; 
auf  beiden  Bruchflächen  ist  selbst  im  ungeschliffenen  Zustande  eine 
ähnliehe  Structur,  wie  sie  Fig.  LXXV  gezeichnet  ist,  deutlich  zu  er- 
kennen. 

Auf  Schnittflächen  senkrecht  gegen  die  Hauptaxe  erscheint  nach 
Senarmont  ein  sechsstrahliger  Stern,  bei  welchem,  wenn  der  Schnitt 
durch  die  Mitte  des  Krystalles  geführt  ist,  die  Strahlen  im  Mittel- 
punkte sich  treffen,  während  in  einem  weiter  nach  dem  Ende  hin 
gelegenen  Querschnitte  die  Strahlen  nicht  bis  zur  Mitte  reichen, 
sondern  von  den  Eckpunkten  eines  Sechseckes  ausgehen,  dessen 
Seiten  dem  äusseren  Umfange  des  Krystalles  parallel  sind.  Diese 
letztere  Structur  habe  ich  bei  sehr  vielen  Krystallen  schon  auf  den 
natürlichen  Flächen  0  P  deutlich  wahrgenommen ;  bei  manchen  Kry- 
stallen scheinen  auf  eben  diesen  Flächen  die  Strahlen  sich  auch  bis 
zur  Mitte  zu  erstrecken. 


b.    Therraoelektrisches  Verhalten    der   Drillinge, 

Vier-  und  Fünflinge. 

Das  thermoelektrische  Verhalten  der  mehrfach  zusammenge- 
setzten Aragonitkrystalle  lässt  sich  um  so  leichter  und  kürzer  über- 
sichtlich zusammenstellen,  als  auf  ihnen  ähnlich  elektrische  Vorgänge, 
wie  auf  den  Durch wachsungszwi Hingen  beobachtet  werden. 

Die  Endflächen  sind  stets  negativ,  oft  in  nicht  unbeträchtlicher 
Stärke;  ebenfalls  negativ,  wenn  auch  nur  schwach,  erscheinen  die 
freistehenden  schneiden  förmigen,  von  Brachydomen  begrenzten  oberen 
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und  unteren  Enden  der  einzelnen  Individuen,   wofern  die  Verwach- 
sung derselben  nicht  vollständig  ist   (wie  hei  Nr.  33,  34  und  39). 

Die  Seilenflächen  der  zusammengesetzten  Krystallc  werden  vor- 
zugsweise von  den  Flachen  des  Prismas  ooP  gebildet,  und  nur  sehr 
untergeordnet  kommen  auch  die  Flachen  ooßoo  auf  der  äusseren 
Fläche  zum  Vorschein. 

Bei  den  einfachen  Aragonitkrystallen  waren  nun  die  Flächen  ooP 
und  besonders  die  von  ihnen  gebildeten  brachydiagonalen  Seiten- 
kanten  (von  116°)  positiv,  urtd  die  Stärke  der  positiven  elektrischen 
Spannung  nahm  von  diesen  Kanten  aus  nach  den  Flächen  ooPoo 
oder  nach  den  roakrodiagonalen  Kanten  hin  ab;  die  Flächen  ooPoo 
zeigten  die  entgegengesetzte  negative  Polarität.  Bei  -den  zusammen- 
gesetzten Krystallen  werden  wir  also  ebenfalls  auf  den  Flächen  ooP 
und  besonders  auf  den  brachydiagonalen  Kanten  (von  1 1 6°)  der  einzel- 
nen Individuen  positive  Elektricität  zu  erwarten  haben,  während  nega- 
tive Polarität  nur  da  erscheinen  kann,  wo  Theile  der  Flächen  oo  P  oo 
oder  makrodiagonale  Seitenkanten  in  der  Oberfläche  liegen. 

Die  Flächen  ooPoo  treten  bisweilen,  wie  bei  Nr.  27  und  33 
an  dem  einen  oder  anderen  Individuum  in  grösserer  oder  geringerer 
Breite  auf,  und  zeigen  dann  in  der  That  negative  Spannungen. 

Makrodiagonale  Kanten  (auch  wohl  versehen  mit  kleinen  Flächen 
ooßoo),  oder  wenigstens  die  Grenzen  zwischen  den-  Flächen  oo  P 
und  ooPoo  stossen  in  den  Zwillingskanten  von  128°  und  in  den 
Nähten,  in  welchen  sich  zwei  in  parallel  verschobener  Zwillings- 
stellung befindliche  Individuen  berühren,  aneinander.  Daher  kann 
unter  geeigneten  Umständen  an  diesen  Kanten  (nebst  den  benach- 
barten Flächenstücken)  und  an  den  Nähten  negative  Polarität  hervor- 
treten. Sehr  begünstigt  wird  dies  Hervortreten  durch  eine  im  Ver- 
hältnisse zur  Dicke  grössere  Höhe  (oder  Länge)  des  Krystallcs,  und, 
wie  es  scheint,  auch  durch  eine  stark  faserige  oder  stängelige  Struc- 
tur.  Doch  tritt  auf  diesen  Zwillingskanten  auch  bei  einigen  ziemlich 
dicht  scheinenden  kurzen  Krystallen  (Nr.  35,  36  und  37)  die  negative 
Elektricität  auf,  so  dass  wir  die  beiden  angeführten  Umstände  nicht 
als  die  für  das  negative  Verhalten  dieser  Kanten  allein  maassgeben- 
den  Ursachen  betrachten  dürfen.")     Durch  eine  sehr  grosse  Länge  des 


*)  Welchen  Einfluss  die  S.  402  beschriebene  und  in  Fig.  LXXV  im  Durchschnitte 
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Krysialles  wird  endlich,  um  zwischen  den  positiven  und  negativen 
Zonen  das  Gleichgewicht  herzustellen,  ein  Uebergreifen  der  negativen 
Elektricität  von  den  natürlichen  Endflächen  0P  auf  die  anliegenden 
Stücke  der  Seilenflächen  bedingt. 

Hiernach  zeigen  also  die  Seitenflächen  bei  kurzen  Krystallen, 
wenn  keine  Zwillingskanten  von  1 28°  vorhanden  sind,  auf  ihrer  gan- 
zen Oberfläche  positive  Polarität;  auch  die  Nähte  sind  noch  schwach 
positiv  oder  höchstens  unelektrisch.  Auf  den  mit  Nähten  versehenen 
Seitenflächen  nimmt  dann  die  positive  Spannung  von  den  an  beiden 
Seiten  der  Fläche  liegenden  brach  yd  iagonalen  Kanten  (von  116°) 
nach  der  Naht  hin  ab.  Finden  sich  an  den  kurzen  Krystallen  Zwil- 
lingskanten (von  128°),  so  sind  sie  bei  sehr  dichtem*)  Gefüge  mei- 
stens noch  schwach  positiv  oder  auch  unelektrisch;  die  positive 
Spannung  der  beiden  anliegenden  Seitenflächen  nimmt  dann  gegen 
diese  Kante  hin  ab.  Bisweilen  erscheinen  diese  Kanten  nebst  den 
anliegenden  Theilen  der  sie  bildenden  Flächen  aber  auch  negativ. 
Die  Nähte  zeigen  sich  schwach  positiv  oder  unelektrisch  oder  auch 
schwach  negativ. 

Nimmt  die  Höhe  (oder  Länge)  der  Krystalle  zu,  und  erscheint 
ihr  Gefüge  mehr  faserig  oder  stängelig,  so  zeigen  die  ZwHIingskan- 
len  (von  128°)  stets  negative  Elektricität,  welche  sich  über  immer 
grössere  Stücke  der  sie  bildenden  Flächen  ausbreitet,  je  länger  der 
Krystall  wird.  Die  Nähte  sind  entweder  unelektrisch  oder  mehr 
oder  weniger  negativ.  ' 

Bei  noch  grösserer  Länge  der  Krystalle  werden  auch,  wie  schon 
bemerkt,  die  Seitenflächen  am  oberen  und  unteren  Rande  durch 
Uebergreifen  der  Polarität  der  Bndflächen  negativ. 

In  der  Tiefe  der  einspringenden  Kanten  von  192°,  welche  durch 
zwei  Flächen  ooP  gebildet  werden,  die  zweien  zu  einem  dritten  in 
Zwillingsstellung  befindlichen  Individuen  angehören,  findet  sich  ge- 
wöhnlich keine  elektrische  Spannung  (z.  B.  Krystall  Nr.  34,  40) ;  je- 
doch bei  sehr  langen  Krystallen  (wie  Nr.  38)  erscheint  auch  in  die- 
ser  Rinne  negative  Elektricität. 


abgebildete  Structur   auf  das   Hervortreten  der  negativen  Elektricität  auf  den  Zwil- 
lingskanten haben  kann,  bleibt  noch  zu  ermitteln. 
*)  Soviel  sieh  äusserlich  beurtheilen  liisst. 
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Werden  die  Zwillingskanten  (von  128°)  an  solchen  Krystallen, 
wo  sie  bei  vollkommener  Ausbildung  negativ  sein  würden,  durch  Ein- 
schaltung nur  schmaler  Stücke  (wie  z.  B.  Krystall  Nr.  32  und  39)  ge- 
spalten, so  bleiben  sie  noch  negativ;  vergrössern  sich  diese  Stücke, 
so  wird  die  negative  Elektricität  durch  die  positive  Elektricität  der 
daselbst  auftretenden  brachydiagonalen  Kanten  der  eingeschobenen 
Stücke  überwunden  (z.  B.  Krystall  Nr.  43). 

Alle  übrigen  zuvor  nicht  erwähnten  Theile  der  Seitenflächen 
sind  positiv. 

Krystall  Nr.  27    (Fig.  LIII  und  LIV). 

Der  dem  Freiberger  Museum  gehörige  farblose  Krystall  von 
Herrengrund  ist  am  unteren  Ende,  wo  er  angesessen  hat,  verbrochen ; 
seine  Durchsichtigkeit  nimmt  gegen  das  untere  Ende  hin  ab.  Er  ist 
nach  dem  Schema  Fig.  LIII  gebildet;  die  Lücke  zwischen  B  und  C 
wird  durch  das  keilförmige  Stück  eines  vierten  mit  B  in  Zwillings- 
stellung befindlichen  Individuums  D  ausgefüllt.  Durch  das  Auftreten 
schmaler  Flächen  oo  P  oo  findet  sich  auf  der  von  A  und  B  gebildeten 
Kante  eine  kleine  Rinne;  die  Kante  zwischen  A  und  C,  wo  ebenfalls  die 
Flachen  ooPoo  erscheinen,  ist  etwas  maugelhaft  ausgebildet.  Ober- 
halb der  Flachen  oo  P  oo  erscheinen  kleine  Flächen  von  Brachy dornen. 
Die  obere  Endflache  0  P  ist  glänzend  und  zeigt  die  Zusammensetzung 
sehr  bestimmt;  jedes  der  drei  grossen  Individuen  A,  B  und  C  trägt  auf 
dieser  Fläche  eine  deutliche  mit  der  Brachydiagonale  parallele  Strei- 
fung. Fig.  LIV  stellt  das  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar. 

Die  Kanten,  in  denen  A  und  B,  sowie  A  und  G  zusammen- 
stossen,  nebst  den  benachbarten  Flächenstücken,  und  ebenso  die  Lücke 
mit  ihrer  Ausfüllung  erscheinen  negativ,  während  die  drei  stumpfen 
brachydiagonalen  Seitenkanten  (von  1 1 6°)  der  drei  grossen  Individuen 
positive  Polarität  besitzen.  Auf  dem  Umfange  wechseln  also  drei  po- 
sitive Zonen  mit  drei  negativen  ab.  Die  obere  Endfläche  zeigt  keine 
deutlich  ausgesprochene  Elektricität. 

Krystall  Nr.  28   (Fig.  LV  und  LVI). 

Der  in  seiner  Masse  farblose  Krystall  ist  in  den  oberen  Theilen 
stellenweise  mit  einem  röthlichen  Thone  imprägnirt.  Er  ist  an  beiden 
Enden  ausgebildet  und  trägt  daselbst  die  ebenen,  nur  wenig  glänzenden 
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^chen  0  P.     Auf  der  unteren  Flache,  etwas   seitwärts,   ist  ein  an- 
drer kleiner  Krystall  fast  senkrecht  gegen  die  Axe  des  grossen  an- 
beWachsen.    Fig.  LV  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  und  Fig.  LVI 
I  l!1  Netz  in  natürlicher  Grösse  dar.     Die  Höhe  (Länge)  des  Krystal- 
fjj    ***isst  28,8  Mm.,  der  Abstand  der  stumpfen  Seitenkanten  des  In- 
>4  ^Uums  A   von   der    gegenüberliegenden    Zwillingskante   BD   aber 
>Q    Mm.    (Verhältniss  der  Höhe  zur  Dicke  1  :  0,507.) 

öa  der  Vierlingskryslall  drei  Seitenkanten  von  128°  trägt,  so 
^cYiseln  auf  seinem  Umfange  ebenso  wie  bei  dem  vorhergehenden 
drei  negative  Zonen  mit  drei  positiven  ab;  es  sind  nämlich  die  drei 
Kanten  zwischen  A  und  B,  B  und  D,  A  und  C  negativ,  dagegen  die 
stumpfen  brachydiagonalen  Seitenkanten  der  Krystalle  A,  B,  und  C 
und  D  positiv.     Die  beiden  Endflächen  zeigen  negative  Polarität. 


Krystall  Nr.  29   (Fig.  LVII). 

Der  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum  gehörige  Krystall 
Nr.  29  (aus  Aragonien)  hat  ein  dichtes,  nicht  faseriges  Aussehen;  seine 
Farbe  ist  durch  eingesprengte  Thontheilchen  etwas  röthlichbraun.  Die 
Seiten-  und  Endflächen  sind  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  nur  aus 
der  einen  Seitenfläche  ragt  unter  einem  Winkel  von  ungePdhr  70° 
ein  kleiner  Krystall  und  aus  der  oberen  Fläche  0  P  die  Ecke  eines 
zweiten  solchen  Krystalles  hervor. 

Die  Gestalt  des  Querschnittes  dieses  Krystalles  stellt  Fig.  LVII 
dar;  in  der  Nähe  des  unteren  Endes  zeigt  sich  an  der  Zwillingskante 
zwischen  A  und  B  unterhalb  der  äusseren  Hülle  noch  ein  kleines 
eingeschobenes  Stück  eines  Individuums  D,  wie  solches  in  Fig.  LX 
abgebildet  ist.  Die  Höhe  des  Krystalles  beträgt  16,6  Mm.,  seine 
Dicke*)    18,2  Mm.  (Verhältniss  der  Höhe  zur  Dicke  1  :  1,09.) 

Bei  der  geringen  Höhe  des  Krystalles  im  Verhältnisse  zur  Dicke 
sind  die  Seitenflächen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positiv;  auch  die 
beiden  Zwillingskanten  von  128°  und  die  beiden  Nähte  (zwischen 
A'  und  B,  und  A'  und  C)   zeigen  noch  schwache  positive  Spannungen. 

Die  Endflächen  0  P  sind  stark  negativ. 


*)  Als  Dicke  dieses  und  der  folgenden  Krystalle  ist  der  Absland  der  brachydia- 
gonalen Kanten  der  beiden  Stücke  A  und  A'  genommen. 

Abkandl.  d.  K.  S.  Geaellsch.  d.  Wissensch.  XV.  28 
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Das  elektrische  Verhalten  der  Seitenflachen  ist  durch  eine  far- 
bige Linie  auf  dem  Umfange  des  Querschnittes  angedeutet. 

Kr y stall  Nr.  30   (Fig.  LVII). 

Der  etwas  gelbliche  Krystall  Nr.  30  aus  Aragonien  gehört  dem 
Freiberger  Museum;  er  hat  ein  dichtes  Aussehen  und  die  Form  sei- 
nes Querschnittes  wird  ebenfalls  durch  Fig.  LVII  dargestellt.  Seine 
Höhe   misst   6,6   Mm.,  seine  Dicke  10,6  Mm.    (Verhalt niss    1  :  1,61.) 

In  seinem  elektrischen  Verhalten  gleicht  er  dem  vorhergehenden ; 
seine  samrotlichen  Seitenflachen  sind  positiv,  in  abnehmender  Stärke 
nach  den  Zwillingskanten  von  128°  hin;  die  Endflächen  sind  in  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  stark  negativ. 

Krystall  Nr.  31    (Fig.  LVII  und  LVIII). 

Der  aus  Aragonien  stammende  und  gleichfalls  dem  Freiberger 
Museum  gehörige  Krystall  Nr.  31  hat  eine  mehr  faserige  Structur. 
Seine  Höhe  (Lange)  ist  22,0  Mm.,  seine  Dicke  10,6  Mm.  (Verhalt- 
niss  1  :  0,482.)  Die  Form  seines  Querschnittes  gleicht  Fig.  LVII; 
Fig    LVIII  stellt  sein  Netz  in  naturlicher  Grösse  dar. 

Infolge  der  im  Verhaltnisse  zur  Dicke  grosseren  Höhe  und  der 
faserigen  Structur  tritt  auf  den  beiden  Zwillingskanten  von  128°  und 
deren  Umgebung,  so  wie  auf  den  Nahton,  in  welchen  sich  A'  mit 
B  und  C  berührt,  negative  Polarität  auf.  Die  übrigen  Theile  der 
Seitenflächen  sind  positiv,  die  Endflachen  ziemlich  stark  negativ.  In 
dem  Netze  Fig.  LVIII  ist  diese  Veitheilung  specieller  dargestellt. 

Krystall  Nr.  32  (Fig.  LIX). 

Auch  die  Structur  dieses  Krystalles  aus  Aragonien  erscheint 
etwas  faserig.  Fig.  LIX  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar; 
an  der  Zwillingskante  von  A  und  B  finden  sich  kleine  Einschiebsel 
von  C  und  D,  wie  solche  die  Zeichnung  nachweist.  An  der  brachy- 
diagonalen  Kante  von  C  ist  ein  kleiner  Krystall  aufgewachsen.  Der 
Krystall  Nr.  32  ist  9,7  Mm.  hoch  und  9,6  Mm.  dick  (Verhältnis* 
1  :  0,99). 
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In  seiner  elektrischen  Verteilung,  welche  durch  Farben  in  dem 
Querschnitte  (Fig.  L1X)  angedeutet  ist,  gleicht  er  im  Allgemeinen  dem 
vorhergehenden;  die  beiden  Zwillingskanten  zwischen  A  und  B,  A 
und  C  sammt  den  nächsten  Umgebungen  sind  negativ,  die  übrigen 
Theile  der  Seitenflächen  aber  positiv;  selbst  die  Naht  zwischen  A' 
und  C  zeigte  sich  noch  schwach  positiv,  während  die  Naht  zwischen 
A'  und  C  keine  Elektricität  darbot;  ein  Umstand,  der  wohl  durch 
die  geringe  Länge  des  Krystalles  bedingt  wird.  Die  beiden  End- 
flächen sind  negativ. 

Kryslall  Nr.  33  (Fig.  LX). 

Die  sechs  Stücke,  aus  welchen  der  dem  Freiberger  Museum  ge- 
hörige und  aus  Aragonien  stammende  Krystall  Nr.  33  zusammenge- 
setzt ist,  sind  sehr  gut  zu  erkennen,  weil  ihre  oberen  und  unteren 
Enden  freistehen,  und  von  einem  steilen  rauhflächigen  Brachydoma 
schneidenförmig  zugeschärft  sind.  Fig.  LX  stellt  die  Form  seines 
Querschnittes  dar.  Seine  Höhe  beträgt  30,6  Mm.,  seine  Dicke  42,6  Mm. 
(Verhältniss  1  :  0,412.) 

Da  das  zwischen  A  und  B  eingeschaltete  Stück  D  nur  schmal 
ist,  so  erscheint  die  von  A  und  B  gebildete  Zwillingskante,  ebenso 
wie  die  Zwillingskante  zwischen  A  und  C,  sammt  den  zunächst  lie- 
genden Flächenstücken  negativ ;  indess  hat  die  negative  Zone  auf  der 
Kante  (A,  C)  eine  grössere  Ausdehnung  und  Stärke,  als  auf  der  von 
D  unterbrochenen  Kante  (A,  B).  Da  ferner  auf  der  hinteren  Seite 
des  Krystalles  an  den  beiden  Individuen  B  und  D  die  Flächen  oo  P  oo 
auftreten,*)  so  finden  sich  auf  diesen  Flächen  nochmals  negative 
Zonen.  Alle  übrigen  Theile  der  Seitenflächen  sind  positiv.  In  der 
Zeichnung  des  Querschnittes  Fig.  LX  ist  diese  Verlheilung  durch  die 
Farben  sichtbar  gemacht. 

Die  schneidenförmigen  rauhen  Enden  der  einzelnen  Individuen 
sind  schwach  negativ. 

Krystall  Nr.  34  (Fig.  LXI  und  LX1I). 
Der  gleichfalls  dem  Freiberger  Museum   gehörige   Krystall   aus 


*)  In  derZoictmong  sind  dieselben  sofort  aus  den  Winkeln  von  122°  zu  erkennen- 
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Aragonion  Nr.  3i  ist  stark  mit  einer  rothbraünen  Thonmasse  imprttg- 
nirt  und  besteht  aus  vier  grossen  Stücken  A,  A',  B,  C  und  einem 
etwas  kleineren  D.  Dieselben  sind  an  ihren  Enden  frei  ausgebildet 
und  zeigen  am  unteren  Ende  besonders  vier  durch  steile  rauhflächige 
Brachydomen  zugeschärfte  Schneiden,  während  am  oberen  Ende 
einige  dieser  Schneiden  sich  in  mehrere  kleinere  auflösen.  Die 
Höhe  des  Krystalles  misst  52  Mm.,  seine  Dicke  23  Mm.  (Verhält- 
niss   1  :  0,44.)     Fig.  LXI  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar. 

In  dem  Fig.  LX1I  in  halber  Grösse  gezeichneten  Netze  ist  die 
elektrische  Vertheilung  dargestellt.  Die  vollkommen  ausgebildete 
Zwillingskante  (A,  C)  ist  negativ;  die  Zwillingskante  (A  B)  ist  durch 
ü  gespalten,  und  an  der  daselbst  hervortretenden  brachydiagonalen 
Kante  von  D  erscheint  positive  Elektricität;  dagegen  tritt  die  negative 
wieder  auf  den  Nähten  auf,  in  welchen  sich  A1  und  C,  A'  und  B, 
B  und  D  berühren;  der  einspringende  Winkel,  in  welchem  A  And 
ü  zusammenstossen,  zeigt  sich  unelektrisch.  Alle  übrigen  Theile  der 
Seitenflächen  sind  positiv.  Die  an  den  Enden  hervorragenden  Schnei- 
den besitzen  negative  Polarität. 


Krystall  Nr.  35  (Fig.  LXiU). 

Der  mit  einer  bräunlichrothen  Thonmasse  imprägnirte  Krystall 
stammt  gleichfalls  aus  Aragonicn  und  gehört  der  Freiberger  Samm- 
lung. Bis  auf  eine  kleine  Stelle  an  der  rechten  Fläche  von  A,  wo 
er  angelegen  hat,  ist  er  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  an  beiden 
Enden  wird  er  von  sehr  ebenen,  wenn  auch  nur  wenig  glänzenden 
Flächen  0  P  begrenzt.  Die  Zwillingskante  zwischen  A  und  B  von 
128°  ist  in  der  Mitte  des  Krystalles  ungefähr  zwei  Millimeter  breit 
vollkommen  von  den  Flächen  A  und  B  ausgebildet;  dagegen  tritt  ober- 
halb und  unterhalb  dieser  Stelle  ein  Einschiebsel  D  hervor,  wie  sol- 
ches in  dem  Querschnitte  Fig.  LXHI  gezeichnet  ist.  Der  Krystall  ist 
23,2  Mm.  hoch  und  25,6  Mm.  dick  (Verhältniss  1  :  1,10). 

In  der  Fig.  LXIU,  welche  die  Gestalt  des  Querschnittes  dar- 
stellt, ist  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenflächen  durch  die 
Farben  angedeutet.  Schwache  negative  Elektricität  findet  sich  auf 
der  Zwillingskante  (A,  B)  und  auf  den  Nähten,  wo  A'  und  B,  A'  und 
C,  und  C  und  K  zusammenstossen;  alle   übrigen    Theile  der   Seiten- 
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fluchen  sind  positiv.     Die  beiden  Endflächen  zeigen   sehr  starke  ne- 
gative Polarität. 

Kry stall  Nr.  36  (Fig.  LXIV). 

Der  Krystall  Nr.  36  aus  Aragonien  gehört  dem  Würzburger 
mineralogischen  Museum.  In  der  oberen  Hälfte  ist  er  vollkommener 
ausgebildet  als  in  der  unteren.  Fig.  LXIV  stellt  die  Form  seines 
Querschnittes  dar;  an  der  Stelle,  wo  A  und  B  sonst  die  Zwillings- 
kante bilden,  iinden  sich  zwei  Einschiebsel  C  und  D,  und  ein  drittes, 
einem  zu  C  in  Zwillingsstellung  befindlichen  Individuum  E  angehö- 
riges  Stück  ist  zwischen  A'  und  B  eingeschaltet.  Aus  zwei  Seiten- 
Itachen  ragen  die  Köpfe  kleiner  eingewachsener  Kryslalle  heraus. 
Der  Krystall  ist  18  Mm.  hoch  und  19,8  Mm.  dick  (Verhaltniss  1  :  1,1). 
Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenflächen  ist  in  dem  Quer- 
schnitte angedeutet.  Die  Seitenflächen  sind  positiv,  mit  Ausnahme 
der  Zwillingskante  (A,  C)  und  der  anliegenden  Flachenstücke ;  es  tritt 
also  bei  diesem  Krystalle  trotz  seiner  im  Verhaltniss  zur  Dicke  nur 
geringen  Höhe  auf  dieser  Kante  negative  Polarität  hervor;  dagegen 
sind  die  Nahte  noch  positiv  oder  unelektrisch.  Die  beiden  Endflachen 
0  P  sind  stark  negativ. 

Krystall  Nr.   37   (Fig.  LXV). 

Der  mit  bräunlichrothem  Thone  stellenweise  imprägnirte  Krystall 
aus  Aragonien  gehört  dem  hiesigen  mineralogischen  Museum.  Er 
ist  ziemlich  vollkommen  ausgebildet;  die  beiden  Endflachen  0  P 
zeigen  massigen  Glanz.  Fig.  LXV  stellt  die  Form  seines  Querschnittes 
dar.  An  der  brachydiagonalen  Kanle  von  C  ist  ein  anderer  kleiner 
Aragonitkrystall  eingewachsen.  Die  Höhe  des  Krystalls  Nr.  37  be- 
tragt 16,5  Mm.,  die  Dicke  16,7  Mm.   (Verhaltniss  1  :  1,01.) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Seitenflächen  ist  in  dem 
Querschnitte  Fig.  LXV  angedeutet.  Die  einzige  überhaupt  vorhandene 
Zwillingskantc  (A,  B)  ist  negativ,  ebenso  wie  die  drei  Nähte,  in  wel- 
chen sich  A'  und  B,  A'  und  C,  und  A  und  B'  berühren;  der  ein- 
springende Winkel  zwischen  B'  und  C  zeigt  keine  deutlichen  Spuren 
von  Elektricität.  Die  übrigen  Theile  der  Seitenflächen  sind  positiv, 
die  Endflächen  0  P  stark  negativ. 
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Kry stall  Nr.  38  (Fig.  LXVI). 

Der  durch  seine  beträchtliche  Länge  ausgezeichnete  und  dem 
Freiberger  Museum  gehörige  Kry  stall  Nr.  38  stammt  aus  Aragonien; 
er  ist  durch  eingemengte  Thonmassen  bräunlich  gefärbt,  und  zeigt 
eine  stark  stängliche  Zusammensetzung,  so  wie  sehr  tiefe  Nähte  auf 
seiner  Oberfläche  an  den  Berührungsstellen  zweier  in  parallel  ver- 
schobener Zwillingsstellung  befindlicher  Individuen.  Fig.  LXV  stellt 
die  Form  seines  Querschnittes  dar,  während  in  Fig.  LXVI  sein  Netz 
in  halber  Grösse  abgebildet  ist.  Die  beiden  Endflächen  0  P  sind 
eben.  Seine  Höhe  misst  75,4  Mm.,  seine  Dicke  17,0  Mm.  (Vcr- 
hältniss  1  :  0,186.) 

Die  elektrische  Vertheilung  ist  in  das  Netz  Fig.  LXVI  eingetragen. 
Die  Zwillingskante  (A,  Bj,  die  Nähte  zwischen  B  und  A',  A'  und  C, 
B'  und  A,  so  wie  der  einspringende  Winkel  zwischen  B'  und  C  sind 
negativ;  die  übrigen  Theile  der  Seitenflächen  erscheinen  positiv,  je- 
doch mit  Ausnahme  der  an  dem  oberen  und  unteren  Ende  gelegenen 
Stücke,  auf  welche  (ebenso  wie  bei  dem  langen  Zwillingskrystalle 
Nr.  26)  die  negative  Elektricität  von  den  Endflächen  her  übergreift. 
Auf  den  Endflächen  selbst  ist  die  negative  Spannung  ziemlich  stark. 

Kry  stall  Nr.  39  (Fig.  LXVII). 

Der  Krystall  Nr.  39  gleicht  den  beiden  unter  Nr.  33  und  34 
beschriebenen;  er  besteht  aus  einer  geringen  Anzahl  von  Individuen, 
deren  Enden  frei  zu  Schneiden  ausgebildet  sind;  sein  Fundort  ist 
jedenfalls  Aragonien.  Fig.  LXVII  stellt  die  Form  seines  Querschnittes 
dar,  in  welchem  die  elektrische  Vertheilung  auf  seinen  Seitenflächen 
durch  Farben  angedeutet  ist.  Die  Ausbildung  auf  der  rechten  Seite 
bei  D  und  B'  erseheint  etwas  mangelhaft.  Seine  Höhe  misst  38,4 
Mm.,  seine  Dicke  1 0,7  Mm.   (Verhältniss  1  :  0,27.) 

Die  durch  die  Einschiebsel  C  und  D  gespaltene  Zwillingskante 
(A,  B)  zeigt,  weil  diese  eingeschobenen  Stücke  nur  schmal  sind,  noch 
negative  Polarität;  eben  dieselbe  findet  sich  auf  den  Nähten,  in  wel- 
chen  A'  .mit  B  und  A  mit  B'  zusammenstossen.  Die  übrigen  Theile 
der  Seitenflächen  geben  positive  Spannungen. 
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Krystall  Nr.  40  (Fig.  LXVIII). 

Der  Querschnitt  des  dem  hiesigen  raineralogischen  Museum  ge- 
hörigen Krystalles  aus  Aragonien  Nr.  40  hat  die  Form  Fig.  LXVIII. 
Seine  Farbe  ist  graulich  und  seine  beiden  Endflächen  0  P  sind  mit 
einer  graulichen  Thonmasse  überzogen.  Er  ist  16,7  Mm.  hoch  und 
18,4  Mm.  dick  (Verhaltniss  1  :  1,10). 

Da  die  Zwillingskanten  zwischen  A  und  B  durch  die  eingescho- 
benen Stucke  D  und  C,  und  die  Zwillingskante  zwischen  A  und  C 
durch  das  eingeschaltete  fünfte  Individuum  E  weit  gespalten  sind, 
so  kann  auf  ihnen  keine  negative  Polarität  erscheinen;  es  zeigt  sich 
auf  den  daselbst  hervortretenden  brach  \  diagonalen  Kanten  der  betref- 
fenden Individuen  die  diesen  Kanten  entsprechende  positive  Elektricitat. 
Die  sämmtlichen  Kanten  und  Seitenflachen  sind  also  positiv,  mit  Aus- 
nahme der  auf  den  Flachen  vorhandenen  Nahte,  welche  eine  schwache 
negative  Spannung  zeigen,  und  des  einspringenden  Winkels  (von  192°) 
zwischen  A  und  E,  welcher  keine  Elektricitat  besitzt.  Die  beiden 
Endflachen  sind  stark  negativ. 

Krystall  Nr.  41    (Fig.  LXIX). 

Der  Krystall  Nr.  41  (aus  Aragonien)  gehört  dem  Würzburger 
Museum.  Fig.  LXIX  stellt  die  Form  seines  Querschnittes  dar.  Auf 
den  Endflachen  0  P  findet  sich  eine  Andeutung  eines  sechsstrahl  igen 
Sternes,  dessen  Strahlen  von  der  Mitte  aus  gegen  die  Nahte  und  den 
einspringenden  Winkel  nach  der  Peripherie  hin  mehr  oder  weniger 
geradlinig  laufen.  Der  Krystall  ist  9,8  Mm.  hoch,  und  16,6  Mm. 
dick  (Verhaltniss  1  :  1 ,69). 

Auf  den  Seitenflachen  ist  nirgends  negative  Polarität  zu  finden, 
weil  der  Krystall  nur  kurz  ist  und  keine  ausgebildete  Zwillingskantc 
von  128°  besitzt;  jedoch  nimmt,  weil  das  eingeschobene  Stück 
D  nur  schmal  ist,  die  positive  Spannung  nach  der  Stelle  hin,  wo 
die  Zwillingskante  zwischen  A  und  B  entstehen  würde,  und  ebenso 
gegen  die  Nahte  hin,  in  welchen  die  Krystallstückc  aneinander  stossen, 
ab,  so  dass  mehrere  der  letzteren  keine  elektrische  Spannung  zeigen. 
Die  Endflachen  sind  stark  negativ. 
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Krystall  Nr.  42  (Fig.  LXX). 

Der  von  Bastennes  bei  Dax  im  Dep.  de  Lande  stammende  Kry- 
stall gehört  der  Freiberger  Sammlung.  Er  hat  die  ob.  S.  396  be- 
schriebene Bildung;  seinen  Querschnitt  stellt  Fig.  LXX  dar.  Die  ein- 
zelnen mehr  oder  weniger  starken  Stängel  oder  Fasern,  aus  welchen 
der  Krystall  zusammengesetzt  ist,  haben  zwar  fast  genau  gleiche 
Länge,  doch  sind  ihre  Köpfe  nicht  in  eine  Ebene  verschmolzen, 
sondern  die  Köpfe  der  einzelnen  Fasern  treten  als  von  einem  Brachy- 
doma  gebildete  Schneiden  deutlich  hervor.  Aus  ihnen  ergibt  sich 
die  Zusammensetzung  des  Krystalles  in  seinem  Innern  als  mit  der 
Fig.  LXV  nach  Leydolt  gezeichneten  übereinstimmend.  Seine  Höhe 
beträgt  31    Mm.,  seine  Dicke  32  Mm.  (Verhältniss  1  :  1,03.) 

Die  Seitenflächen  sind  positiv,  die  einspringenden  Winkel  un- 
elektrisch, die  Endflächen  negativ. 

Krystall  Nr.  43  (Fig.  LXXI). 

Der  Krystall  Nr.  43  stammt  aus  Aragonien  und  gehört  dem 
Freiberger  Museum.  Fig.  LXXI  stellt  die  Form  seines  Querschnittes 
dar.  Auf  den  Endflächen  erscheint  ein  sechsstrahliger  Stern;  in  der 
oberen  Fläche  0  P  steckt  ein  anderer  kleiner  Krystall,  dessen  eine 
Seitenfläche  fast  im  Niveau  der  Ebene  0  P  liegt.  Die  Höhe  des 
Krystalles  Nr.  43  misst  12  Mm.,  die  Dicke  17,3  Mm.  (Verhältnis* 
1  :  1,44.) 

Die  Seitenflächen  sind  positiv,  zwei  Nähte  unelektrisch,  die  End- 
flächen stark  negativ. 

Krystall  Nr.  44  (Fig.  LXXII). 

Den  Querschnitt  dieses  Krystalles  von  Bastennes  stellt  seiner 
Form  nach  Fig.  LXXII  dar.  Auf  seinen  Endflächen  0  P  sind  stern- 
förmige Zeichnungen  sichtbar.  Seine  Höhe  misst  20,3  Mm.,  seine 
Dicke  25,7   Mm.  (Verhältnis*  1  :  1,26.) 

Die  elektrische  Vertheilung  gleicht  im  Allgemeinen  der  auf  dem 
vorhergehenden  Krystalle  beobachteten. 

Krystall  Nr.  45  (Fig.  LXXIH). 
Die  Gestalt  des  Querschnittes  des  ebenfalls  von  Bastennes  slam- 
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menden  Krystallos  Nr.  45  stellt  Fig.  LXXI11  dar.  Auf  den  Endflächen 
erscheinen  sternförmige  Zeichnungen.  Seine  Höhe  beträgt  18,2  Mm., 
seine  Dicke  25,6  Mm.  (Verhältniss  1  :  1,41.)  ' 

Die  elektrische  Verkeilung  gleicht  der  auf  den  beiden  vorher- 
gehenden  Krystallen  beobachteten. 

Krystall  Nr.  46  (Fig.  LXXIV). 

Die  Form  des  Querschnittes  dieses  Krystalles  von  Bastennes  ist 
Fig.  LXXIV  abgebildet.  Seine  Höhe  misst  20  Mm ,  seine  Dicke 
26,5  Mm.  (Verhältniss  1  :  1 ,32.) 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  seiner  Überfläche  gleicht  der  auf 
dem  vorhergehenden  Krystalle  beobachteten. 

Krystall  Nr.  47  (Fig.  LXXV). 

Der  aus  Aragonien  stammende  und  dem  Freiberger  Museum  ge- 
hörige Krvstall  Nr.  47  ist  schon  oben  S.  402  beschrieben  worden. 
Er  zeigt  einen  Querschnitt  von  der  Form  Fig.  LV1I  und  eine  sehr 
faserige  Structur;  aus  seinen  Seitenflächen  ragen  zahlreiche  kleine 
Aragonitkrystalle  hervor. 

Infolge  seiner  Zusammensetzung  muss  sich  also,  wie  bei  Krystall 
Nr.  31  Fig.  LVIII,  auf  den  Seitenflächen  negative  Elektricität  an  den 
beiden  Zwillingskanten  zwischen  A  und  B,  und  A  und  C  nebst  den 
anliegenden  Flächenstücken  und  auf  den  Nähten  zwischen  A'  und  B 
und  A'  und  C  finden. 

Der  Krystall  ist  in  einer  durch  die  brachydiagonale  Seitenkante 
der  Stücke  A  und  A'  gehenden  Ebene  zerschnitten.  Diese  Schnitt- 
flächen, welche  polirt  worden  waren,  sind  Fig.  LXXV  abgebildet, 
und  zeigen  die  eigenthümliche  faserige  oben  S.  402  beschriebene 
Bildung. 

Auf  den  äusseren  Begrenzungsflächen  der  beiden  Hälften  stimmt 
die  elektrische  Vertheilung  mit  den  obigen  Voraussetzungen  überein; 
die  negativen  Zonen  treten  daselbst  in  grosser  Ausdehnung  und  In- 
tensität hervor.  Infolge  dessen  zeigen  die  beiden  Schnittflächen  fast 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  positive  Spannungen;  nur  auf  der  linken 
Schnittfläche  fand  sich  oben  noch  eine  kleine  negative  Stelle. 
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Krvstall  Nr.  48. 

Der  schon  oben  S.  403  erwähnte  Krystall  Nr.  48  aus  Aragonien 
besitzt  anscheinend  ein  dichtes  Gefüge;  Fig.  LXI  stellt  die  Form  sei- 
nes Querschnittes  dar.  Seine  Höhe  misst  1 6,6  Mm.  und  seine  Dicke 
20  Mm.  (Verhältniss  1  :  1,2.) 

Der  Krystall  war  in  der  Richtung  von  dem  einspringenden  Win- 
kel links  zwischen  A  und  D  bis  zur  Naht  rechts  zwischen  Af  und 
C  in  einer  ziemlich  ebenen  Fläche  durchgebrochen.  Auf  der  rohen 
Bruchfläche  sieht  man,  wie  gleichfalls  S.  403  schon  hervorgehoben, 
auch  ohne  Politur  die  Faserbildung,  ähnlich  wie  sie  Fig.  LXXV  dar- 
stellt; die  von  dem  Mittelpunkte  seitlich  verlaufenden  Fasern  treten 
nach  dem  einspringenden  Winkel  zwischen  A  und  D  etwas  stärker 
hervor,  als  auf  der  andern  Seite  nach  der  Naht  zwischen  A'  und  C,  hin. 

Da  auf  den  äusseren  Seitenflächen  dieses  Krystalles  infolge  sei- 
ner Zusammensetzung  die  positive  Elektricität  vorherrscht,  so  sind 
die  Bruchflächen  negativ,  mit  Ausnahme  des  Stückes,  auf  welchem  die 
stärkere  seitliche  Faserbildung  sich  zeigt,  also  von  der  Mitte  der  Bruch- 
fläche bis  zu  dem  einspringenden  Winkel  zwischen  A  und  D;  dieses 
Stück  ist  auf  beiden  Hälften  positiv,  und  zwar  erweitert  sich  die 
positive  Zone  von  der  Mitte  nach  demjenigen  Rande  der  Bruchfläche, 
welcher  in  dem  einspringenden  Winkel  zwischen  A  und  D  liegt,  so 
weit,  dass  sie  ungefähr  die  Hälfte  dieses  Randes  einnimmt,  und  also 
nur  das  obere  und  unlere  Viertel  desselben  noch  negativ  bleibt. 
Diese  beiden  positiven  Zonen  fallen  beim  Zusammenlegen  der  beiden 
Krystallhälften  aufeinander. 


mm. 


Tafeln. 


•a4§Mfl£«i§J  .& 


Tafel  M. 


ÜBER  DIE 


DEN 


KRÄFTEN  ELEKTRODYNAMISCHEN  URSPRUNGS 


ZUZUSCHREIBENDEN 


ELEMENTARGESETZE. 


VON 


CARL  NEUMANN 

MITGLIED  DER  KÖNIOL.   SACHS.   GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN. 


.« 


Bandes  der  Abhandlangen  der  mathematisch-physischen  Classe  der  Königl. 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 

N°  VI. 


LEIPZIG 

BEI  S.  HIRZEL 
1873. 


*   y       \/\.  wvx    ^rf"^-^-\^-w^"v/"s-/  %^*s  \y*^^ 


Vom  Verfasser  übergeben  den  31.  März  1873. 
Der  Abdruck  vollendet  den    12.  Juli  1873. 


S  Si     /         \S  w*    -*"•-/■> 


ÜBER  DIE 


DEN 


KRÄFTEN  ELEKTRODYNAMISCHEN  URSPRUNGS 


ZUZUSCHREIBENDEN 


ELEMENTARGESETZE. 


VON 


CARL  NE  UM  ANN. 


Abhwdl.  <l.  K.  S.  G«eUub.  il.  Witwimh.   KV.  29 


Creseunt  disciplinae  iente  tardeque ,  per  varioa  errores  sero 
pervenitur  ad  veritatem.  Omnia  praeparata  esse  debent  diuturno 
et  (tssiduo  Labore  ad  introitum  veritatis  novae.  Jam  illa  eerto 
temporis  momento  divina  quadam  necessitaU  coucta  emerget. 

C.  G.  J.  JACOB I. 

Hie  durch  elektrische  Ströme  provocirten  Kräfte  können  mit 
Rücksicht  auf  die  Art  und  Weise  ihrer  Wirkung  in  folgende  Classen 
eingetheilt  werden: 

(a.)  die  von  Ampere  (1820)  entdeckten  Kräfte;  sie  sind 
ihrem  Ursprünge  nach  als  elektrodynamische,  ihrer  Wir- 
kung nach  als  pond eromotorische  Kräfte  zu  be- 
zeichnen ; 
(/'.)  die  von  Faraday  (1831)  entdeckten  Kräfte;  sie  sind 
ihrem  Ursprünge  nach  wiederum  als  elektrodynamische, 
hingegen  ihrer  Wirkung  nach  als  elektromotorische 
Kräfte  zu  charakterisiren. 

Dass  das  von  Ampere  selber  für  die  Kräfte  (a.)  aufgestellte  Ele- 
mentargesetz mancherlei  Bedenken  unterworfen  ist,  und  dass  durch 
solche  Bedenken  das  sich  anlehnende  von  Weber  für  die  Kräfte  (f.) 
gegebene  Elementargesetz  miterschüttert  wird,  unterliegt  keinfem 
Zweifel.  Ich  werde  daher  die  wirklichen  Elementargesetze  dieser 
Kräfte  (a.)  und  (/*.)  einstweilen  als  völlig  unbekannt  ansehen;  ihre 
Auffindung  ist  das  eigentliche  Ziel  der  nachfolgenden  Untersuchungen. 

Die  Voraussetzungen,  auf  denen  diese  Untersuchungen  beruhen, 
sind  ausgezeichnet  durch  ihre  Einfachheit;  und  wenn  auch  von  einer 
absoluten  Sicherheit  derselben  selbstverständlich  nicht  die  Rede 
sein  kann,  so  dürften  doch  (bei  dem  gegenwärtigen  Zustande  unse- 
rer Kenntnisse  und  Vorstellungen)  schwerlich  andere  aufzufinden 
sein,  welche  einen  höheren  Grad  von  Sicherheit,  gleichzeitig  aber 
auch  die  für  den  verfolgten  Zweck  ausreichenden  Mittel  darbieten. 

(1 .)  Die  erste  Voraussetzung  besteht  in  der  Annahme  des  allge- 
meinen Princips  der  lebendigen  Kraft,  sowie  in  der  Annahme 
desjenigen  Gesetzes,  welches  von  Joule  aufgestellt  worden  ist  für 
die  durch  einen  elektrischen  Strom  hervorgebrachten  Wärmemengen. 
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(2.)  Die  zweite  Voraussetzung  besteht  in  der  Annahme  zweier 
von  meinem  Vater  aufgestellten  Integralgesetze.  Beide  beziehen 
sich  auf  gleichförmige  elektrische  Stromringe  und  dürften,  auf 
Grund  experimenteller  Prüfungen,  als  ziemlieh  feststehend  zu  be- 
trachten sein. 

Das  eine  derselben  betrifft  die  Kräfte  («.),  und  sagt  aus,  dass 
die  von  zwei  Stromringen  (der  genannten  Art  während  der  Zeit  dt 
aufeinander  ausgeübte  ponderomotorische  Arbeit 

=  —  JJtdQ 

ist,  wo  /,  ./i  die  beiden  Stromintensitäten  bezeichnen,  während  Q 
das  sogenannte  Potential,  bezogen  auf  die  Stromeinheit)  einen  Aus- 
druck vorstellt,  der  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Lage 
und  Gestalt  der  beiden  Ringe. 

Das  zweite  jener  beiden  Gesetze  betrifft  die  Kräfte  (/.),  und 
sagt  aus,  dass  die  Summe  der  von  dem  einen  Ringe  während  der 
Zeit  dt  in  dem  andern  Ringe  inducirten  elektromotorischen  Kräfte 

=  +  d{Jß) 

ist,  wo  t/i  die  Stromintensität  des  inducirenden  Ringes  bezeichnet, 
während  Q  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  vorhin» 

(3.)  Die  dritte  Voraussetzung  besteht  in  gewissen  den  Klüften 
(a.)  und  (/.)  beizulegenden  Grundeigenschaften,  nämlich  in 
folgenden  Annahmen: 

Erstens:  Die  von  einem  Stromelement  JiÜsi  auf  ein  anderes 
Stromelement  JDs  ausgeübte  Kraft  (a.)  ist  proportional  dem  Product 
JJi,  sonst  aber  nur  noch  abhängig  von  der  relativen  Lage  der  bei- 
den Elemente. 

Zweitens:  Die  von  einem  Stromelement  'J\Ds\  während  der 
Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  eines  Conductors  inducirte  Kraft  (/Vi 
ist  zerlegbar  in  zwei  respective  mit  J\  und  di\  proportionale  Kräfte; 
diese  Kräfte  sind,  abgesehen  von  den  genannten  Factoren,  nur  noch 
abhängig  von  der  relativen  Lage ,  sowie  von  der  Aenderung  der  re- 
lativen Lage,  und  verschwinden,  sobald  die  relative  Lage  und  der 
Werth  von  Jt  constant  bleiben. 

Drittens:  Jedes  Stromelement  ist,  hinsichtlich  der  von  ihm 
ausgehenden  Kräfte  (a.)  und  (f.)  ersetzbar  durch  seine  sogenannten 
Componenten. 
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Ich  werde  also  die  Elementargesetze  der  Kräfte  (a.) 
und  (/'.)  als  völlig  unbekannt  betrachten,  und  dieselben 
aus  den  eben  genannten  Voraussetzungen  (1.),  (2.),  (3.) 
abzuleiten  versuchen.  Es  bleibt  noch  übrig,  einige  Andeutungen 
zu  geben  über  die  Eintheilung  meiner  Untersuchung  in  einzelne 
Abschnitte. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  eine  Reihe  rein  mathematischer  Sätze, 

* 

welche  gewissermaassen  das  Rüstzeug  repräsentiren ,  von  welchem 
zur. Durchführung  meiner  Untersuchungen  bald  dies  bald  jenes  Stück 
erforderlich  war.  Trotz  ihrer  gelegentlichen  Entsteh  ungs weise  haben 
jene  Sätze  allmählig  zu  einem  gewissen  System  sich  vereinigt, 
Dass  ich  dieses  System  von  der  Hauptuntersuchung  abtrenne,  und 
derselben  vorangehen  lasse,  dürfte  für  die  Uebersichtlichkeit  und 
Verständlichkeit  meiner  Expositionen   von  wesentlichem  Nutzen  sein. 

Der  zweite  Abschnitt  bezieht  sich  ausschliesslich  auf  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft.    Auf  Grund  derjenigen  Fundamentalgleichungen : 

mx"  =  X ,  u  =  k£ , 

my  =  1\  v  =  feg), 

mz  =  Z*  w  =  /$  > 

durch  welche  die»  ponderoniotorisehen  Kräfte  einerseits  und  die 
elektromotorischen  Kräfte  andererseits  definirt  sind,  und  unter 
Anwendung  des  schon  erwähnten  Joule  sehen  Gesetzes,  entwickele 
ich  den  analytischen  Ausdruck  jenes  Princips,  und  gelange  in  solcher 
Weise  zu  einer  bestimmten  Formel,  der  die  elektrostatischen  und 
elektro  d\  na  mischen  Kräfte  zu  entsprechen  haben.  Werden  nun  für 
die  ersteren  die  von  Coulomb  und  Kirchhoff  aufgestellten  Gesetze 
in  Anwendung  gebracht,  so  bleiben  in*  dieser  Formel  als  unbe- 
kannte Kräfte  nur  noch  die  elektrodynamischen  übrig,  d.  i.  die 
Kräfte   («.)   und   (/'.'; . 

•  Im  dritten  Abschnitt  werden  zunächst  $.  1,  2,  3)  die  aus  den 
Grundeigenschaften  für  die  Kräfte  (a.)  und  (/.)  resultirenden 
Formeln  dargelegt,  —  Formeln,  welche  noch  behaftet  sind  mit 
neun  unbekannten  Functionen   der  Entfernung:    p,  (T,   o,  r,   x,  x> 

Sodann  wird  (§.  i)  dargethan,  dass  diese  unbekannten  Functionen, 
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unter  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft,  sich  auf 
drei  reduciren  lassen,  nämlich  auf  p,  (7,  ca.  Hieran  seh  Hessen  sich 
(in  §.  5)  gewisse  Summationen  und  Transformationen,  welche  für 
die  weiter  folgenden  Betrachtungen  von  Nutzen  sind. 

Sodann  werden  von  mir  (§.  6,  7)  die  beiden  Integralge- 
setze zur  Anwendung  gebracht,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  ein 
gewisser  Specialfall  des  einen  Gesetzes  als  Vehicel  zur  weiteren 
Entwickelung  der  Theorie  dient,  hingegen  alles  Übrige  in  jenen 
beiden  Gesetzen  enthaltene  Material  als  Controlc  benutzt  wird -zur 
Prüfung  der  gefundenen  Resultate.  Hiebei  reduciren  sich  die  unbe- 
kannten Functionen  p,  (T,  o>   auf  eine,   nämlich  auf  w. 

Nunmehr  können  (§.  8)  die  für  die  Kräfte  (a.)  und  (/*.)  erhal- 
tenen Formeln  nämlich  die  diesen  Kräften  zuzuschreibenden  Ele- 
mentarge setze,  abgesehen  von  der  noch  unbekannten  Function  ©, 
in  völlig  bestimmter  Fassung  dargelegt  werden. 

Es  handelt  sich  endlich  (§.  9)  um  die  Ermittelung  der  Function 
fo.  —  Das  in  den  beiden  Integralgesetzen  enthaltene  Q  (das  söge- 
nannte  Potential,  bezogen  auf  die  Stromeinheit)  ist,  in  Folge  expe- 
rimenteller Untersuchung,  seinem  analytischen  Ausdrucke  nach  mit 
Sicherheit  bekannt  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen.  Diese 
Kenntniss  führt  zur  Bestimmung  von  w,  selbstverständlich  wiederum 
nur  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen.  Bei  Substitution  des 
in  solcher  Weise  für  ro  erhaltenen  Werthes  wird  das  den  Kräften  (a.) 
entsprechende  Elementargesetz  identisch  mit  dem  Anipere'schen 
Gesetz,  während  gleichzeitig  das  den  Kräften  (/*.)  entsprechende 
Elementargesetz  identisch  wird  mit  demjenigen,  zu  welchem  ich  be- 
reits bei  einer  früheren  Gelegenheit  auf  anderem  Wege  gelangt  war. 

Schliesslich  theile  ich  (§.  10)  gewisse  Resultate  mit,  zu  denen 
man  durch  Anwendung  der  gefundenen  Elementargesetze  auf  kör- 
perliche Leiter  gelangt,  —  Resultate,  welche  ausgezeichnet  sind 
durch  ihre  Einfachheit,  und  als  Verallgemeinerungen  der  von  meinem 
Vater  für  lineare  Leiter  aufgestellten  Integralgesetze  angesehen 
werden  können. 

Der  vierte  Abschnitt  enthält  eine  mit  der  des  vorhergehenden 
Abschnitts  im  Ganzen  parallel  fortlaufende  Untersuchung,  von  jener 
verschieden  durch  etwas  andere  Grundlagen.  —  In  neuerer  Zeit  ist 
nämlich  der  Gedanke  aufgetaucht,  dass  die  gegenseitige  ponderomo- 
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lorische  Einwirkung  zweier  elektrischen  Stromelemente  möglicher- 
weise nicht  nur  in  gewöhnlichen  Kräften,  sondern  daneben  viel- 
leicht auch  in  gewissen  Drehungsmomenten  bestehen  könne. 
Einer  solchen  Möglichkeit  entsprechend  bedürfen  alsdann  die  den 
ponderomotorischen  Wirkungen  (a.)  zuzuschreibenden  Grundeigen- 
schaften einer  etwas  anderen  Fassung,  während  die  Grundeigen- 
schaften der  elektromotorischen  Einwirkungen  (/'.)  dieselben  bleiben, 
wie  früher.  Es  erschien  mir  nun  von  Interesse  zu  sein,  diejenige 
Theorie  zu  entwickeln,  welche  sich  ergiebt,  wenn  man  die  Voraus- 
setzungen (1.)  und  (2.)  ungeändert  lässt,  die  Voraussetzung  (3.) 
hingegen  in  der  angedeuteten  Weise  modificirt. 

Diese  Theorie  führt  hinsichtlich  der  Wirkungen  (a.)  und  (/*.)  zu 
zwei  Elementargesetzen,  welche,  bezogen  auf  den  Fall  beträcht- 
licher Entfernungen,  noch  behaftet  sind  mit  einer  unbekannten 
Constanten  k.  Uebrigens  ist  die  Gestalt  der  beiden  Gesetze  eine 
abschreckend  complicirte.  Auch  zeigt  sich,  dass  eine  wesentliche 
Vereinfachung  nur  in  dem  einen  Falle  eintritt,  dass  man  jener  Con- 
stanten k  den  Werth  ( —  1)  zu  Theil  werden  lässt.  Alsdann  aber 
werden  die  in  Rede  stehenden  beiden  Gesetze  identisch  mit  den- 
jenigen, zu  welchen  der  vorhergehende  Abschnitt  hingeleitet  hat. 

Erster  Abschnitt. 

Ueber  eine  gewisse  Classe  von  Integralen. 

§.  1. 

Prälimi  narien. 

Eine  geschlossene  Curve  mag  im  Folgenden  kurzweg  mit  dem 
Namen  Ring  bezeichnet  werden.  Auf  einem  gegebenen  Ringe  wollen 
wir  uns  jederzeit  auch  eine  bestimmte  Umlaufsrichtung  festgesetzt 
denken,  in  welcher  (von  einer  festen  Marke  aus)  die  Bogenlängen  zu 
rechnen,  und  gleichzeitig  auch  die  Integrationen  auszuführen  sind. 
Die  Bogenlängen  zweier  (in  dieser  Richtung)  aufeinander  folgenden 
Punkte  mögen  mit  8  und  s  +  Ds,  ihre  Coordinaten  mit  #,  y,  z  und 
x  +  Ar,  y  +  Dy,  z  +  Dz  bezeichnet  sein;  zugleich  sei 

/i  \  Dx    Dy R  Dz  # 

"')  Ds~    ~  '  Ds  —  D'  Ds   —    ' 
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so    dass    also    A,    B,    I"    die    Richtungsoosinus    des     Elementes    Ds 
vorstellen. 

Sind  zwei  Ringe  [s]  und  (*i)  gegeben,  und  sind  Ds  und  Dsi 
irgend  zwei  Elemente  derselben,  so  mögen  die  Ruchstaben  r,  #, 
iV|,  f-  in  derselben  Bedeutung  wie  bei  Ampere  gebraucht  werden. 
Es  sei  nämlich: 

r  die  gegenseitige  Entfernung  der  Elemente  D$,  Ds\\ 
i.         #,  «Vi  die  Winkel,  unter  welchen  Ds,  Dsx  geneigt  sind  gegen 

die  Richtung  r    Ds\  -  *  Ds) ; 
6  der  Winkel,   den  Ds  und  Ds\  mit  einander  einschliessen. 

Ferner  werde  gesetzt: 
3.,  r2  =  jR.    cos#ss6,    cos#i  =  6, ,  cos*  =  E. 

Diese  Grössen  r,  &,  #j9  f  oder  Ä,  8,  0i,  E  mögen  kurzweg 
die  den  beiden  Elementen  entsprechenden  Amp&re'schen  Argu- 
mente heissen. 

Differenzirt  man  die  Entfernung  r  nach  s  und  *t,  d.  i.  nach 
den  Bogenlängen  ihrer  beiden  Endpunkte,  so  erhält  man  die  bekann- 
ten Relationen: 


(*■. 


37  —  e> 

dr  dt-  nQ 

3757;Ä-0e" 


IT 

= 

2r0, 

=s 

—  ÄrBt, 

dAdA 

87  Si 

= 

—  4/tee,, 

ss 

—  2E. 

Ist   /'  irgend    eine  Function  von   /•,    so    mögen    die  Differential- 
quotienten  von  /'  nach  r  mit 

andererseits  aber  die  nach  R  genommenen  Differentialquotienten  mit 

(5.b)  r,  r,  r»  •••• 

bezeichnet  werden,   so  also  z.  B.   zwischen  /"und  /''    die   Relation 
stattfindet:  /'  =  2i/1. 
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§•  2- 

Ueber  dir  Transformalion  von  Ring-Integralen  in  Flächen- 

In  lourale. 

Sind 

U  s  U{x, y,  z) ,       V  —  Vj>,  //, z) .       \Y  =  W[x, ;/, z\ 

beliebige  Functionen  der  Koordinaten  j-,  ;/,  z,  so  kann  das  über 
irgend  einen  Ring  (geschlossene  Curve)    erstreckte  Integral 

2  \ÜD%  +  VDy  +  M)s] , 

nach  einem  von  U.  Hankel  *  aufgestellten  Satz,  umgewandelt  wer- 
den in  ein  anderes  Integral,  welches  sich  ausdehnt  über  alle  Ele- 
mente Dco  einer  von  dem  Ringe  begrenzten  Fläche.  Diese  Umwand- 
lung druckt  sich  aus  durch  die  Formel: 

(6.)         l[VDx  +  YDij  -h  WDz]  = 

viY»0'  dü\./bV  oT\    _/    bW  ^W\|n 

=  -  \\p fe  ~ny)  +  (rix  - « JV; + 0  »■  -  r*  & )P<* • 

Dabei  sind  linker  Hand  unter  Dx.  Di/,  Dz  die  rechtwinkligen 
Projectionon  des  Elementes  Ds  des  gegebenen  Ringes  zu  verstehen; 
andererseits  repräsentiren  «,  /?,  ;'  die  Richtungscosinus  derjenigen 
auf  Do  errichteten  Normale,  welche  zur  Richtung  Ds  ebenso  liegt, 
wie  die  zAchse  zur  xy Richtung.  *\  —  Die  Formel  '6.  kann  übri- 
gens für  gewisse  Zwecke  bequemer^  auch  folgendermaassen  ausge- 
drückt werden. 


*'  H.  Hankel:  Zur  allg.  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssig- 
keiten, (eine  von  der  philosophischen  Facultät  der  Georgia  Augusta  am  4.  Juni 
1861  gekrönte  Preisschrift,  Göttingen),  daselbst  pag.  35. 

Ein  etwas  anderer  Beweis  für  diesen  Satz  ist  von  mir  gegeben  worden  in  meiner 
»Theorie  der  elektrischen  Kräfte«  (welche  demnächst  im  Verlage  von 
Teubner  erscheinen  wird)  ,  daselbst  pag.  88.  Wenn  ich  Hank  eis  Namen  dort  nicht 
erwähnt  habe,  so  findet  solches  darin  seine  Erklärung,  dass  ich  jenen  Satz  (den  ich 
seit  langer  Zeit  gefunden  uud  in  meinen  Vorlesungen  benutzt  habe)  als  mein 
Eigenthum  betrachten  zu  dürfen  glaubte.  In  der  That  bin  ich  erst  ganz  neuerdings 
auf  die  betreffende  Stelle  der  11  a  n  k  e  f sehen  Schrift  aufmerksam  geworden. 

**}  Denkt  man  sich  um  den  Anfangspunkt  des  Coordinafcnsvstems  in  der 
•Hf Ebene  eine  Kreisperipherie  beschrieben,  und  längs  dieser  Peripherie  einen  Punkt 
in  Bewegung,  welcher  \on  der  positiven  x Achse  ausgehend  nach  Durchlaufung  von 
*>0°  zur  positiven  y  Achse  gelangt ,  so  soll  die  in  solcher  Weise  dettnirte  Bewegungs- 
richluiig  kurzweg  die  atyHichtung  genannt  werden. 
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Erster  Satz,    Es  ist: 
(7.)  Z\UDX  +  VDy  +  WDz)  =  *  \g  +  %  +  £]  D<* , 

wo  alsdann  ^  ,  ^-  ,  A3  die  symbolischen  Bedeutungen  haben: 


(«•). 


A.e  —  ''da        ^dj/' 

Aj/         'da;  ds  ' 

A  =  ((*  —  i-  ' 


dabei  repräsentiren  Da>  ein  Element  der  vom  Ringe  be- 
grenzten Fläche,  und  a,  ß9  y  die  Richtungscosinus  der- 
jenigen auf  Dm  errichteten  Normale,  welche  zur  Umlaufs- 
richtung  des  Ringes  ebenso  liegt,  wie  die  zAchse  zur 
#yRich  tung. 

Bringt  man  die  Formel  (6.)  oder  (7.) ,  statt  auf  t/,  V,  W  sel- 
ber,   auf  s-,   g^,  -jjj-   in  Anwendung,    so  gelangt   man    sofort    zu 

folgendem 

Zusatz  /.  Die  Formel  (7.)  bleibt  richtig,  wenn  man  auf 
beiden  Seiten  unter  dem  Integralzeichen  nach  x  differen- 
zirt,  hiebei  aber  a9  ß,  y  als  Constanten  behandelt.  In  glei- 
cher Weise  darf  natürlich  nach  y  oder  z,  oder  mehrmals 
hintereinander  nach  #,  j/,  z  differenzirt  werden. 

Zusatz  IL   Das  Integral 

2[UDx  +  VDy  +  WDz] 

ist  immer  Null,   sobald  £/,   V,   W  Constanten  sind. 
Sind  nun  ferner: 

L  =  L[x,  j/.  z,   xi,  j/,,  z,), 


P=  P(x,  y,  z,  j?i,  y,,  Zi), 

0  =  ö  (*,  y,  *,  a?i,  yi9  «0, 


beliebig  gegebene  Functionen  von  den  Coordinaten  zweier  Punkte: 
#,  j/,  *,  #i,  yi,  Zi,  so  kann  das  über  irgend  zwei  Ringe  («)  und  (*i) 
hinerstreckte  Integral: 

2±\LDxDxx  +  .  .  .  +  PDyDzx  +  QDzDy,  «+- ] 
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einer  analogen  Transformation  unterworfen  werden.  Dabei  mögen 
unter  dem  Zeichen  i'2'  im  Ganzen  neun  Glieder  gedacht  werd^nV 
entsprechend  den  Combinationen 

UxDxi ,  DyDxi ,  DzDx{ , 
DxDy{ ,  DyDyi ,  DzDy{ , 
DxDzx,      DyDz{,      DzDzx\ 

so  dass  also  die  Anzahl  jener  gegebenen  Functionen  L ,  . .  . ,  i\  0, .  .  . 
ebenfalls  gleich  neun  ist.  —  Der  grösseren  Uebersichtlichkeit  willen 
deuten  wir  das  Integral  an  durch 

22[{Wi)DxDxt  +  .  .  .  +  ( VWJDyDzt  -h  ( WV^DzDy,  + ] ; 

so  dass  z.  B.  L  bezeichnet  ist  durch  das  Symbol  (WA),  ebepso  P 
durch  (VWj),  u.  s.  w.  —  Solches  festgesetzt  führt  eine  zweimalige 
Anwendung  der  Formel  (7.)  sofort  zu   folgendem  Resultat. 

Zweiter  Salz.    Es  ist: 

(9.)  22[[UUi)DxDxl  +  .  . .  +  {VWJDyDzi  +  ( WV^DzDy,  +  .  .  .]  = 

l  AxAxj  *      *  AyAs!  AsAyt  J  *  ' 

wo  ÄÄ>  5,'  S    und   A'  ^'  Ai,  die  Bedeutungen  haben: 


(10.) 


Aaj  —  P  d*  """  ?  by  '  Ax,   ~  "'  5~st         ?{  Sy,  ' 

A_Ö              b  A—i               * 

Ay  —  V Yx  ~~  ate  '  .    Ay,  —  ^  d^  —  ^S*  ' 

A             b          »b  A                 d         *    <> 


hier  repräsentiren  De»  und  öeai  zwei  Elemente  der  von  den 
beiden  Ringen  begrenzten  Flachen,  ferner  «,  ß9  y  und 
a\,  ß\,  7\  die  Richtungscositfus  derjenigen  auf  Dw  und  Dojt 
errichteten  Normalen,  welche  zu  den  Umlaufsrichtungen 
der  Ringe  ebenso  liegen,  wie  die  zAchse  zur  ^Richtung. 

In  ahnlicher  Weise,  wie  bei  (7.)  ergiebt  sich  auch  hier  ein 
entsprechender 

Zusatz  L  Die  Formel  (9.)  bleibt  richtig,  wenn  man  unter 
dem  Integralzeichen  auf  beiden  Seiten  nach  #,  y9  z,  x\,  yi,  Zi 
(beliebig  oft)  differenzirt,  falls  man  nur  bei  einer  solchen 
Operation  die  Grössen  a9  ß,  y,  «i,  ßXy  yi  wie  Constanten  be- 
handelt* 
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Zusatz  IL  Das  Integral  9.)  wird  immer  Null  sein,  sobald 
{UU\) ,  .  .  .  .  (VWi),  (WV\) , .  .  .  .  lineare  Functionen  von  x,  y,  z, 
Xi.  yi,  Zi  sind. 

§•  3. 

Leber  gewisse  Integrale,  welche  abhängen  von  zwei  gegebenen 

Ringen. 

Für  zwei  beliebig  gegebene  Functionen 

/*=  P(x,  y,z,  j?i,  yi,  *i), 

(?  =  0(#>y> «,  «ii  yi»  *0 

wird  offenbar  jederzeit  die  Formel  stattfinden: 

Es  mögen  nämlich  (ebenso  wie  bisher;  x,y,z  und  *ri,  jfj,  -i  die 
Punkte  zweier  beliebig  gegebenen  Ringe,  und  s  und  «1  ihre  Bogen- 
längen vorstellen.  Aus  (11.)  folgt  durch  Integration  Über  beide 
Ringe  sofort: 

Nimmt  man  für  P  die  Werthe :  /*  =  1  ,  1*  s  x  —  xi9  P  «  yzx  —  2yt1 
so  erhält  man  successive  die  Formeln: 

***£  Mk*  -  °  > 

wo  A,  B,  T,  A,,  Bj ,  r,  die  Richtungscosinus  von  Ds,  Ds\   vorstellen. 
Sind  nun  r,  #,  #1,  *,  Ä,  0,  6, ,  E  die  Ampere'schen  Argumente 
für  ö*,  D*t    (2.,    und    bezeichnet    /'  eine    nur   von   r   abhängende 
Function,  so  wird  |vergl.   (5.)""' : 

d/   ,-id« 

also  mit  Rücksicht  auf  (4.) : 

^  =  -4Äree,-2/'E. 
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Nimmt  man  also  in     13.;  für  Q  die  Function  /',    so  gelangt  man  zu 
.    folgendem  Resultat: 

Dritter  Satz.     Für  jede   Function  /'  =  fr)     und    für  jedes 
Paar  von  Ringen  gelten  die  Formeln: 

X2[lR[neel'\DsD8l  =*=  —  22[ipE]DsD9i, 

die  Integrationen  hinerstreckt  über  zwei  beliebig  gegebene 
Ringe. 

Viertel'  Satz.     Für    jede    Function   f  =  fr)    und    für    jedes 
Paar  von  Ringen  gilt  die  Formel: 

1 5.        XXKDgDz,  -  DzDyt    =   -  v(p  g  +  n^  +  *&)  0«D«„ 

wo  (>,   o,  r  die  Bedeutungen  haben: 

?  =  #/'  —  ÄTi  i 
[\  6.)  <j  *=  yxa  —  y«t , 

während  «,/*,y  und  ai,  ßl9  y\  die  Normalen  von  Ooj  und  Df>i 
in  dein  früher  (10.^  angegebenem  Sinne  bezeichnen. 

Beweis.    Das  vorgelegte  Integral 

J  =  ZXfDyDzt  —  DzDyx) 
nimmt  durch  Anwendung  der  Formel   (9.)    die  Gestalt  an : 

Nun  ergiebt  sich  nach   (10.)  sofort: 

*L  —     hf  —    ^ 

oder,  weil  /*  nur  von  r  abhängt: 
d.  i. 
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analog  wird  offenbar: 

Aus  diesen  Formeln  aber  folgt  durch  Subiraction  und  mit  Benutzung 
der  Bezeichnungen  (>,  0,  t  (16.)  sofort: 

At/Ajst         AzA^  da?\>  bx  by  bzj  ' 

w.  z.  z.  w. 

Zusatz.     Soll    eine    noch    unbekannte    Function    /'  =  f(r) 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 

(1 7.)  ZZftDyDzr  —  DzDy{) 

für  jedes  beliebige  Paar  von  Ringen  verschwindet,  so  ist  er- 
forderlich und  ausreichend,  dass  f  eine  Constantc  ist. 

Beweis.  Nehmen  wir  an,  das  Integral  (17.)  verschwinde  für  je- 
des beliebige  Paar  von  Ringen,  also  z.  B.  auch  für  zwei  un- 
endlich kleine  Ringe.  Alsdann  folgt,  durch  Anwendung  der  Trans- 
formation (15.),  dass  der  Ausdruck 

Ö2f  ^f_  b*f 

>  5x*  Hxby  bxbx 

Null  ist  für  zwei  beliebig  im  Räume  zu  wählende  Flächenelemcnte 
Dto  und  jDcoi.  Diesen  Flächenelementen  können  wir,  nachdem  ihre 
Orte  im  Räume  willkührlich  gewählt  sind,  solche  Stellungen  geben, 
dass  von  den  Grössen  p,  o,  t  (16.)  die  beiden  letzten  Null  sind; 
somit  folgt 

bx*  —  U  • 

In  analoger  Weise  erhält  man  im  Ganzen  die  kdrei  Gleichungen: 

d2f  =  0         2L  =  0        1  =  0 

bx2  '         bxby  '         bxbz 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort: 

J-  =  Const. , 

oder  weil  f  lediglich  von  r  abhängt: 

f  ^^  =  Const. 

Dieser  Gleichung  aber   kann,   weil  die  Orte  von  Dw  und  Dwi  will- 
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kührlich  gewählt  werden  durften,  mithin  x  und  xx  von  einander 
verschieden  sein  dürfen,  nur  dadurch  Genüge  geschehen,«  dass  man 

r-o, 

mithin 

f  =  Const. 

setzt.  —  Die  Annahme,  das  Integral  (17.)  verschwinde  für  jedes 
beliebige  Paar  von  Ringen,  zieht  also  als  nothwendige  Consequenz 
nach  sich  die  Formel :  f  =  Const. ;  w.  z.  z.  w. 

Fünfter  Satz.  Für  jede  Function  f  =  f(r)  und  für  jedes 
Paar  von  Hingen  gilt  die  Formel: 

(18.)  ii/Efcfc-ii{   _(t/,  +  iiv„)(aoi  +  WH.n,|))0»i'».- 

Hier  bezeichnen  Dm  und  Dcoi  die  Elemente  der  von  den 
beiden    Ringen     begrenzten    Flächen,     ferner    a9   ß,   y    und 

ftij  ß\>  Y*  die  au^  ^w  untl  ^wi  errichteten  Normalen  in  dem 
früher  (10.)  angegebenem  Sinne.  Endlich  stehen  £,  tj9  f  zur 
Abkürzung  für  x  —  xx ,  y  —  yt9  z  —  Z\. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  unmittelbar*)  durch  Anwendung  der 
allgemeinen  Formel  (9.) ;  denn  das  hier  zu  behandelnde  Integral 
22fEDsDs\  kann  ausgedrückt  werden  durch 

22f[DxDxx  +  DyDyi  +  DzDz,). 

Bemerkung.  Die  Formel  (18.)  kann,  wie  Beltrami  **)  ge- 
zeigt hat,  in  folgende  elegantere  Gestalt  versetzt  werden: 

(19.)       XSfEDslhi  =  -  -^'[sSi  +  *f '  cos  (*»  vi)]D^Dm  , 

wo  v  und  v\  die  durch  a9  ß,  y  und  «t,  ßXj  y\  determinirten  Rich- 
tungen bezeichnen,  und  wo  andererseits  A/*  zur  Abkürzung  steht  fiJr 

dj.i  +  ^  -t-  j^.  —  Nimmt  man  in  (19.)  für  f  die  specielle  Function 
,  so  erhält  man  die  bekannte  Formel: 

T 

»li- 
po.) ^E-^'  =  -  SS  jaj-  D«Do>, 


*)   Die  nähere  Ausführung  des  Beweises  findet  man  in  meiner  »Theorie  der 
elektrischen  Kräfte«  pag.  94. 

**)   Beltrami:  Sui  prineipii  fondamentali  della  idrodinamica  razionale.    Bologna, 
1871.    Pag.  45. 
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Von  der  Formel  M8.  ausgehend  gelangt'*^  man  leicht  zu 
folgendem 

Zusatz   I.     Soll    eine    noch    unbekannte    Function   f  =  f\r 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 

:2i.)  XXfED*D*x 

für  jedes-  beliebig* 'Paar  von  Ringen  verschwindet,  so  ist  erfor- 
derlich und  ausreichend,  dass  /'  eine  (konstante  ist. 

Von  diesem  Ergebnisse  aus  gelangt  man,  unter  Anwendung  der 
ersten  Formel     I4.\  leicht  zu  folgenden  weiteren  Zusätzen: 

Zusatz  IL  Soll  eine  noch  unbekannte  Function  y  =  y'r 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 

(22.)  XXvQejhDm 

für  jedes  beliebige  Paar  von  Hingen  verschwindet,  so  ist  erfor- 
derlich und  ausreichend,    dass  <p  identisch  mit  Null   ist. 

Zusatz  III.  Sollen  zwei  noch  unbekannte  Functionen 
ip  =  q>(r)  und  \p  =  y(r)  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
das  Integral 

(23.3)  X±\<fB9t  +  ipE  I>sDsx 

für  jedes  beliebige  Paar  von  Ringen  verschwindet,  so  ist  erfor- 
derlich und  ausreichend,   dass  y,  y  durch  die  Relation 

(23.b)  (p  —  ry' 

mit  einander  verbunden  sind. 

Die  Formel  (18.-  darf  *'  auf  beiden  Seiten  unter  dem  Integral- 
zeichen nach  x  differenzirt  werden,  falls  man  nur  bei  Ausführung 
dieser  Operation  «,/?,/  und  ut,  (t\ ,  y{  als  (konstante  behandelt. 
Somit  ergiebt  sich,  dass  für  jede  Function  /'  =  f[r)  und  jedes  Paar 
von  Ringen  die  Formel  stattfindet: 

/4/1  a'v«it  +. . .;  +  4/ "tfi. '«$-*--  .. 
24.)    XZZfoEDsIki  =  XX  +  Hfm {«£  + . .     ■  «,*  +  . . .  £        }Dwfl«n. 


(— (le/^  +  sjy111)  (wet 


•  .  •  ,  *. 


*)  In  Betreff  einer  ausführlicheren  Begründung  der  Sätze  [H  .s  und  (23.  a,  b/ 
verweise  ich  auf  meine  »Theorie  der  elekt  rischen  Krä  fte«,  pag.  9S  und  95. 
Gleichzeitig  sei  bemerkt,  dass  die  Sätze  (2t.)  und  (22.1  als  Specialfiüle  des  Satzes 
(23. af  b    anfgefasst  werden  können. 

**)    Wie  aus  einer  früheren  Bemerkung    Zusatz,  pag.  4*7;  unmittelbar  folgt. 
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-  Substituirt  man  linker  Hand  für  £  seine  eigentliche  Bedeutung  x  —  xu 
und  setzt  man  ausserdem  2  f1*  gleich  (p ,  so  gelangt  man  zu  folgen- 
dem Resultate: 

Sechster  Salz.  Für  jede  Function  (p  =  <p(r)  und  für  jedes 
Paar  von  Ringen  gilt  die  Formel: 

(25.)   2'2'aoE(#  —  xt)  DsDst  =  ^'2'  +  lqP(a£  + . . .)  (<*£ -K .  .)f[/>«Dwi , 

l-  (8^  +  4ityn)  (««,+... )J 

wo  !)«,  Dcöi,  a,  /?,  y,  at,  # ,  yt,  £,  tj ,  J  dieselben  Bedeu- 
tungen haben  wie  in  (18.). 

Wir  wollen  annehmen,  die  Function  q>  wäre  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  das  Integral  (25.)  für  jedes  beliebige  Paar  von 
Ringen  verschwindet,  also  z.  B.  auch  verschwindet  für  zwei  unend- 
lich kleine  Ringe.  Alsdann  folgt,  durch  Anwendung  der  Transfor- 
mation (25.),  dass  der  Ausdruck 

2yxa(a,£  +...)+  2<Ai  («*  +  ..  .) 
+  4  (pu(a£  +  ...)(«,{  +  ...)* 
—  (8^ +  4%u)(aa1  +  ...)* 

verschwindet  für  zwei  beliebig  im  Räume  zu  wählende  Flächen- 
elemente Dco,  Dwi.  Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  aber,  falls  man 
die  Flächenelemente  gleich  weit  von  der  yz  Ebene  entfernt  annimmt, 
mithin  £  zu  Null  macht,  auf  seine  erste  Zeile.     Somit  folgt,  dass 

v1  -  o , 

und  also 

(p  =  Const. 

sein  muss.  —  Es  ergiebt  sich  daher  folgender 

Zusatz.    Soll    eine    noch    unbekannte    Function    tp  =  (p(r) 
von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  das  Integral 

(26 .)  ZZ<p  E  [x  —  Xi)  Dsüsx 

für  jedes  beliebige  Paar  von  Ringen  verschwindet,  so  ist  er- 
forderlich und  ausreichend,  dass  (p  eine  ConstanteMSt. 

Wir  wollen  die  Formel  (25.)  zu  verallgemeinern  suchen,  *)    in- 


*)  Diese  Betrachtungen  (27.)  bis  (35.)  sind  für  das  Verstand!) iss  der  vorliegen- 
den Abhandlung  nicht  erforderlich,  sondern  nur  der  Vollständigkeit  willen  auf- 
genommen. 

Abhaodl.  d.  K.  S.  GeselUrh.  d.  Wissenscb.   XV.  30 
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dem  wir  statt  (s  —  xx)  eine  beliebig^  Futaction  P  V<Ä  ff,  y,  t, 
#1 9  #1  ?  2i  eintreten  lassen ;  es  handelt  sich  also  um  die  Untersuchutig 
des  Integrals 

(27.a)  [<pP]  =  22<pPEDsÜsi , 

oder  vielmehr  um  die  Vergleichung  desselben  mit  den  beiden  ein- 
facheren Integralen 

(27.b)  [<p]  =  ZZqEDsDsi , 

(27c)  [P]  =  22PEÜsDsx  . 

Zufolge  der  allgemeinen  Formel  (9.)  kann  das  Integral  (27.a)  aus- 
gedrückt werden  durch: 

[<pP]  =  ±IfyP{DxDxx  +  DyDyx  +.  DzDz{)  , 

\AxAan    "    &y&Vi         AaA*t  y 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall,  dass  die  betrachteten  beiden 
Ringe  unendlich  klein,  die  von  ihnen  begrenzten  Flächen  also 
identisch  mit  Üco  und  Dwt  sind  Alsdann  reducirt  sich  die  vorste- 
hende Formel  auf: 

(2«.»)      iWl  =  (j&  +  £g  +  3©  JW* ; 

während  gleichzeitig  für  die  Integrale  (27.b,  c)  die  analogen  Formeln 
sich  ergeben: 

<««)        M  -  (Ä  +  &  +  Äf )  B»fl°"  • 

aus  (28.a,  b,  c)   folgt  sofort: 

«9.)    1vpi  _  v[p\ +(££+££+£  £)  »*. 

+  *«  +  (&  £  +  ££>£  £)»»»«• 

Nun  ist  mit  Rücksicht  darauf,  dass  q>  nur  von  r  abhängt,  und  zu- 
folge  der  für  die  Operationen  ^ ,  .  .  .  festgesetzten  Definition  (10.:: 

Ay  a     i  /   ..  M  AP  dP  dP 

Ay>  a     I'  ^  AP  ÖP  -    dP 

A,   -2V  •«%-/».'.  ASlÄ«'dtfl         #5x,: 
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und  folglich 

ebenso  ergiebt  sich: 

dabei  sind  zur  Abkürzung  A ,  Ai ,  ^  eingeführt  für  die  Ausdrücke : 

A  *=«!  +  /fy  ■*-?£, 
(3*1 .)  Ai  =  a£  -I-  £q  +  yif, 

Sobstituirt  man  m  (29.)  die  Ausdrücke  (27.a,  b,  c)  und  (30. a,  b),  so 
gelangt  man  zu  folgendem  Resultate: 

Siebenter  Satz.  Versteht  man  unter  P  eine  beliebig  ge- 
gebene Function  von  x,  y,  z9  «?t,  yi9  Z\,  so  wird  für  jede  Func- 
tion <j)  =  (f(r)  und  für  je  zwei  unendlich  kleine  Ringe  die 
Formel  stattfinden: 

(32.)      22<pP£DsDsi  = 

Hier  sind  unter  Dco,  D«i  die  von  den  gegebenen  unendlich 
kleinen  Ringen  begrenzten  Flachen  zu  verstehen;  ferner 
haben  «,  /?,  y,  «t,  ßx%  yi,  I,  ?,  C  dieselben  Bedeutungen 
wie  früher  [z.  B.  in  (18.)  und  (25.)];  endlich  repräsentiren 
A,  Ai,  fi  die  in  (31.)  genannten  Ausdrücke. 

Beispiel  Für  P  werde  die  Function  x  —  x\  genommen.  Als- 
dann reducirt  sich  die  Formel  (32.)  auf 

2\2tyE(s  —  a^DsD*  **'tp22{w*-Xi)EfhiD8x  +  («  —  a?i)^2>Eftrf)si 
(33.)  —  29>I[(^  — Ai«)  -h  (/*£  —  Aai)]Da>öo>,. 

Nun  ist,   wie  aus  einem  frühem  Satze  (Zusatz  II,   pag.  428)    sofort 

folgt : 

30* 
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(3i.a)  22(x  —  Xt)ED$D9i  =  0. 

Ferner  wird,  nach   (1 8.)   und  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  (31 .) : 

(34.b)       229EDsD*i  =  [4^"«,  —  [Ktp1  +  4  W]/>a>Dwt. 

Substituirt  man  die  Werthe  (34. a,  b)   in  (33.),  und  setzt  man  (ebenso 
wie  früher)   £  für   [x  —  X\),  so  ergiebt  sich : 

[IgPiXt  -  (}<pl  +  4  VVlf 


22;<lJE(x  —  xi)D*D8x  = 
oder  anders  geordnet: 
(35.)       22<pE{x  —  Xt)DsD8i  = 


—  i<pl/u£  +  %(fl(k\a  -*-  A«i) 


.  DioD<ü\ , 


-  (Scp1  +  4  W 


flwß 


wi ; 


eine  Formel,  welche,  wie  man  augenblicklich  erkennt,  für  den  hier 
betrachteten  Fall  unendlich  kleiner  Ringe  identisch  ist  mit  der 
auf  ganz  anderem  Wege  gefundenen  Formel   (25.). 


§.  4. 

lieber  ein  gewisses  Integral,   welches  ahhiingt  von  einem  Ringe 
und  daneben  von  einein  einzelnen  Linienelemente. 

Versteht  man  unter  Ds  die  Elemente  eines  Ringes  ($),  ferner 
unter  Asi  ein  einzelnes  Linienelement,  welches  (unabhängig  vom 
Ringe)  eine  beliebige  Lage  im  Räume  besitzt,  und  versteht  man 
endlich  unter  r,  9,  0j,  E  die  dem  Paare  ö«,  A*  zugehörigen  Am- 
pere'schen  Argumente,  so  gilt  folgender  Satz. 

Achter  Salz.  Sollen  zwei  noch  unbekannte  Functionen 
if  =  (p(r)  und  iff  =  ip(r)  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
das  Integral 

;36.a)  J  =  A«,  .  2'(yee,  +  yE)Ds 

jederzeit  verschwindet,  welche  Gestalt  und  Lage  man  dem 
Ringe  (*)  und  dem  einzelnen  Element  A*,  auch  zuertheilen 
mag,  —  so  ist  erforderlich  und  ausreichend,  dass  <p,  y  durch 
die  Relation 


(36.b) 


tp  =  r\p 


mit  einander  verbunden  sind. 
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Beweis.  Dass  die  genannte  Bedingung  q>  =  ry  ausreichend 
ist,  erkennt  man  sofort.  Denn  ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  kann 
das  vorgelegte  Integral  successiye  in  folgende  Formen  versetzt 
werden : 

j=     &si .  2*(fyee,  +  yEjD* , 

=  -  Ar,  .  ^  |ry  d#d-  +  v(djd-  +  r^JJ  ß* , 

--^.i'i-(^)lh. 

Es  bleibt  übrig  nachzuweisen,  dass  jene  Bedingung  erforder- 
lich ist.    Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  anzunehmen,  die  Gleichung 

4*2^664  +  xpE)Ds  =  0 

sei  erfüllt  für  jedes  beliebige  Paar  («) ,  A$i,  und  die  Consequenzen 
aufzusuchen,  welche  aus  dieser  Annahme  für  qp,  t//  resultiren.  — 
Aus  der  eben  genannten  Annahme  folgt  sofort  die  Gleichung: 

^(966!  +  yE)  DsDsi  =  0  , 

als  gültig  für  jedes  beliebige  Paar  von  Ringen  (*) ,  *j).  Hieraus 
aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  des  Satzes  (23.a,b),  augen- 
blicklich, dass  zwischen  </),  ip  die  Relation  stattfindet: 

w.  z.  z.  w. 

§.  5. 

Hebe r  gewisse  Integrale,  welche  abhängen  von  zwei  gegebenen 
Ringen  und  der  denselben  zuertheillcn  Bewegung. 

Die  in  Folge  einer  solchen  Bewegung  während  eines  Zeitr- 
elements  dt  eintretenden  Aenderungen  mögen  mit  d  bezeichnet  sein ; 
so  dass  also  z.  B.  r ,  r  -fr-  dr  diejenigen  Werthe  vorstellen ,  welche 
die  gegenseitige  Entfernung  zweier  Punkte  x,  y,  z  und  #i,  j/i,  i\ 
der  beiden  Ringe  zu  den  Zeilen  <,  /  •+-  dt  besitzt,  während  JR,  R  -fr-  dR 
die  analogen  Bedeutungen  haben  werden  für  das  Quadrat  der  Ent- 
fernung. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  unbekannte  Functionen  <t>  =  ^(r), 
V  as  Y(r)  wören  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  Integral 
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(37^  /  =  22{*ee  +  VE^JUteD*! 

für  zwei  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebiger 
Bewegung  jederzeit  verschwindet;  und  die  Consequenzen  auf- 
suchen, welche  hieraus  für  jene  unbekannten  Functionen  resoltiren. 
Denken  wir  uns  vorläufig  den  Ring  (*)  festgehaltea ,  den  Ring 
(s)  hingegen  in  einer  beliebigen  (theits  fortschreitenden,  theils  dre- 
henden) Bewegung  begriffen,  so  werden  die  Coordinaten  #,  y,  z 
und  x\ ,  tfi ,  Zi  irgend  zweier  Punkte  der  beiden  Ringe  während  der 
Zeit  dl  Zuwüchse  erhalten,  welche  sich  darstelle»  lassen  durch: 

dx  =  da  +  zdß  —  ydy  ,  dx\  =  0  , 

(38.)  dy  =  db  +  xdy  —  zda  ,  dtjy  =  0  , 

dz  =  de  +  yda  —  xdß  ,  dz\  =  0. , 

wo  da,  d6,  de,  da,  d/?,  dy  von  einander  unabhängig,  und  ebenso 
willkührlich  sind,  wie  die  dem  Ringe  zuertheilte  Bewegung.  Mit 
Rücksicht  auf  (38.)   ergiebt  sich  nun: 

(39.)     dR  =  %[{x  —  xx)d{x  —  xx)  +  ...], 

=  2 1_(#  —  j?i)  da  -+-  .  .  .]  —  2  [(yzi  —  zy{)da  +...]. 

Sübstituirt  man  diesen  Ausdruck  von  dR  in  (37.) ,  und  beachtet, 
dass  da,  d6,  de,  da,  dß,  dy  für  sämmtliche  Punkte  des  Ringes  (#) 
einerlei  Werthe  haben,  so  erhält  man: 

(40.)        J  =  (Jada  +■  Jbdb  -h  Jcdc)  —  (JJu  +  J^dß  +  J,dy) , 

wo  Ja  und  Ja  die  Integrale  repräsentiren: 

Ja  =  2^[(20601  +  2  VE)  (*  —  x^DsDsi  , 

Ja  =  2^[(2<t>00,  +  g  VE)  {yzx-zyt)]  DsD8i  , 

während  Jfe,  Jc  und  «/^,  /y  von  analoger  Bedeutung  sind.  Führt 
man  an  Stelle  von  <t>  eine  etwas  andere  Function  /'  ein,  mit  jener 
verbunden  durch  die  Relation: 

(41.)  2<t>  =  4Ä/11, 

so  können  die  Integrale  Ja  und  /„  durch  Anwendung  der  Formeln 
(14.)  in  folgende  Gestalt  versetzt  werden: 

(42.)     Ja  =  ^[(«Y  —  2/,I)E(a?_iPl)]Z)^i , 

(43.)     Ja  =  2^[(8¥  -  2f)E(Fl  -  *y,)  -  /'(Br,  -  rBt)]AsJte& , 

wo  A,  B,  f,  A, ,  Bn  r,  die  Richtungscosinus  von  Ds>  Ds^  vorstellen. 
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Nach  unserer  Annahme  ist  das  Integral  J  imu^er  Null,  wie  be- 
schaffen die  beiden  starren  Ringe  hinsichtlich  ihrer  Gestalt,  Lage 
und  Bewegung  auch  sein  mögen.  Gleiches  gilt  daher  nach  (40.), 
weil  da,  db,  de,  da,  dß,  dy  von  einander  unabhängige  willkührliche 
Grössen  sind,  auch  von  Jfl,  Jb9  Jc,  Jft,  /,,  Jy. 

Es  wird  also  z.  B.  das  Integral  Ja  (42.)  Null  sein  für  jedes 
beliebige  Paar  von  Ringen;  ob  dieselben  starr  oder  biegsam  sind 
kommt  beim  Integral  $a  nicht  weiter  in  Betracht,  weit  dasselbe  die 
zeitlichen  Differentiale  d  nicht  enthält,  also  lediglich  abhängt  vo#  4er 
augenblicklichen  Configuratipn.  Aus  diesem  Verschwinden  des  Inte- 
grals Ja  (42.)  folgt  nun  durch  Anwendung  des  Satzes  (26.)  sofort, 
dass 

(44.)  ¥  —  fl  =  Const.,  etwa  =  C 

ist. 

Mit  Rücksicht  hierauf  kann  das  Integral  Ju  (43.)  so  dargestellt 
werden : 

(45.)      Ja  =  ZC.ZZEiyzt  —  zy^DsDst  —  ^^f[Brl  —  rB[)D8Dsl. 
Nun  ist  nach  einer  früher  benutzten  Formel  (12.): 

* 

oder  weil  £  =  —  2E   (4.)  ist: 

—  2  22{yZi  -  zjfi)Elfe&i  =  ^*Ä(Br,  —  rBi) D$DSi . 
Substituirt  man  diesen  Werth  in  (45.),  so  folgt  sofort: 

(46.)  Jtt  -  -  2X  {CR  •*-  f)  ( Br,  -  TB,)  DsD8l , 

=  -  ^'  {CR  +  D  {DyDzx  -  ßzßy,) . 

Ebenso  wie  Ja,  ebenso  verschwindet  auch  J„  für  jedes  beliebige 
Paar  von  Ringen.  Durch  Anwendung  eines  früheren  Satzes  (17.) 
folgt  daher  aus  (46.)  sofort,  dass 

CR  +  /"  =  Const. 
ist ;  und  hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  R : 
(47.)  C  +  f  =  0. 

Combinirt  man  diese  Relation  mit  der  in  (44.)  gefundenen: 
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so  erhalt  man  augenblicklich 

V  =  0       und       fl  =  —  6\ 
oder  mit  Rückblick  auf  (41.) 
(48.)  Y=0       und        <D-=0. 

Dies  sind  die  Konsequenzen,  zu  welchen  die  ursprünglich  über  das 
Integral  J  (37.;  gemachte  Annahme  hingeleitet  hat. 

Jenes  Integral  kann,  weil  dR  =  %rdr  ist,    auch  so  geschrieben 
werden : 

/  =  22{2  r  090!  +  2  rYE)  drDsDs, . 

Setzt  man  daher  2r<t>  =  <p  und  irV  =  t/;,  so  gelangt  man  zu  fol- 
gendem Resultat. 

Neunter  Satz.     Sollen   zwei  noch   unbekannte  Functionen 

(p  ss  (p(r)  und  ip  =  y(r)  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
das  Integral 

(49.)  22{(peet  +  xpE)drD8D8{ 

für  zwei  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  belie- 
biger Bewegung  jederzeit  verschwindet,  so  ist  dazu  erfor- 
derlich und  ausreichend,  dass  qp  und  \p  identisch  Null  sind. 

Um  dieselbe  Untersuchung  durchführen  zu  können  für  das  coni- 
plicirtere  Integral : 

(50.)      Y  =  22[((p&ei  +  ipE)dr  +  fQdQx  ■+-  gerfO  +  hd^DsDs, , 

wo  y,  xp,  /',  j/,  h  fünf  unbekannte  Functionen  von  r  vorstellen  sollen, 
ist  zu  bemerken,  dass  dieses  Integral  auf  die  Form  des  früheren 
Integrals  (49.)  zurückgeführt  werden  kann.  Vermittelst  geeigneter 
Transformationen,  von  denen  im  folgenden  §.  die  Rede  sein  wird, 
findet  man  nämlich: 

(51 .)  Y  =  22  [(L  —  *)  69,  +  M~  e]  drDsDsY , 

wo  L,  M  die  Bedeutungen  haben: 

(52.a) 


L 

= 

i<P 

+  v)  — 

(T 

+  *) 

+ 

rA", 

M 

as 

rtp  — 

(/• 

+  *). 

+ 

rh' , 

so  dass  aUo 

(52.b)  L  —  M'  w*  9>  —  ry'  —  A*. 
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Geht  man  nun  wiederum  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  das  Inte- 
gral V  für  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  Bewegung  ver- 
schwindet, so  folgt,  durch  Anwendung  des  Satzes  (49.)  sofort,  dass 
L  und  M  identisch  Null  sind.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutungen 
von  L,  M  (52.a,  b)  ergiebt  sich  daher  folgender  Satz. 

Zehnter  Satz.  Sollen  fünf  unbekannte,  nur  von  r  ab- 
hängende Functionen  (p,  tp,  /',  (/,  h  von  solcher  Beschaffen- 
heit sein,  dass  das  Integral 

(53.)        22[{qßOi  +  yE)dr  +  /Öde,  +  gQ.dO  -h  hdE]DsD^ 

für  zwei  starre  Ringe  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebiger 
Bewegung  jederzeit  verschwindet,  so  ist  erforderlich  und 
ausreichend,  dass  jene  Functionen  durch  die  Relationen 

,-.x  rV  =  (f+g)  —rh', 

ry  sbs  qp  —  h 

mit  einander  verbunden  sind. 

§.  6. 

Fortsetzung.    —    Betrachtung    solcher    Ringe,    welche    biegsam 

und  mit  Gleitstellen  versehen  sind. 

Es  soll  hier  diejenige  Transformation  dargelegt  werden,  von 
welcher  zu  Ende  des  vorigen  §.  [beim  Uebergang  von  (50.)  zu  (51.)1 
die  Rede  war.  Für  die  Zwecke  unserer  späteren  elektrodynamischen 
Untersuchungen  wird  es  dabei  zweckmässig  sein,  diese  Transformation 
in  allgemeineren  Umrissen  durchzuführen,  nämlich  anzunehmen, 
dass  die  betrachteten  Ringe  biegsam  und  ausserdem  auch  mit  be- 
liebig vielen  Gleitstellen  behaftet  sind,  so  dass  also  bei  einer  Be- 
wegung der  Ringe  nicht  nur  ihre  räumliche  Lage,  sondern  (in 
Folge  der  Biegsamkeit  und  der  Gleitstellen)  auch  ihre  Gestalt  von 
Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert.  —  Wir  beginnen  mit  einigen 
Hülfsätzen. 

Hülfsatz  I.  Die  zur  Zeit  t  im  Ringe  (s)  enthaltenen  Ele- 
mente seien  bezeichnet  mit  Ds;  andrerseits  aber  seien  die- 
jenigen Elemente,  welche  (in  Folge  der  Gleitstellen)  wäh- 
rend der  Zeit  dt  in  den  Ring  neu  eintreten  oder  aus  ihm 
ausscheiden,  angedeutet  durch  A$,   und  zwar  der  Art,    dass 
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unter  As  die  mit  (+  1)  multiplicirfcen  Längen  der  eintretenden, 
hingegen  die  mit  ( —  4)  rnultipücirten  Längen  der  ausscheidenden 
Elemente  zu  verstehen  sind.  Ferner  seien  <p  und  %p  belie- 
bige Functionen  derjenigen  Entfernung  r,  welche  irgend 
ein  Punkt  des  Ringes  von  einem  gegebenen  Centralpunkt  0 
besitzt;  endlich  seien,  dt  y  d(f,d\p  die  der  Zeit  dt  entspre- 
chenden Zuwüchse*)  vo.n  r,  y,  y.  —  Alsdann  gilt  die 
Formel: 

(55.)  2bM*!lBs ^Jj*, 

wo  die  Summe  rechter  Hand  aus  discrelen  Gliedern  besteht, 
und  zwar  aus  ebenso  vielen  Gliedern,  als  Elemente  A#  vor- 
handen sind. 

Beweis.  —  Die  einzelnen  Theile,  aus  denen  der  Ring  (s)  be- 
steht, mögen,  wie  sie  in  der  für  den  Ring  von  Hause  aus  festge- 
setzten Uralaufrichtung  aufeinander  folgen,  bezeichnet  sein  mit 

A'     A'!     AM     A"" 

In  derselben  Richtung  sind  die  Bogenlängen  zu  rechnen;  $  auf  A\ 
s  auf  A" ,  u.  &.  w. ,  and  zwar  von  irgend  welchen  Anfangspunkten 
0\  0",  .  .  .  .  aus,  die  auf  den  einzelnen  Theilen  A\  A\  .  .  .  .  ein 
für  allemal  festgesetzt  sind. 

Wir  betrachten  insbesondere  die  Stelle 

A\  0,  A\ 

wo  g  den  zwischen  Ä  und  A"  vorhandenen  Gleitpunkt  vorstellen 
soll,  und  denken  uns  in  den  Thcil  Ä  zwei  Marken  m  und  M'  ein- 
geschnitten ,  welche  die  Lage  des  Gleitpunktes  g  zu  den  Zeiten  t  und 
t  •+-  dt  angeben ;  in  gleicher  Weise  mögen  die  Lagen ,  welche  jener 
Gleitpunkt  g  auf  A"  zu  den  Zeiten  l  und  t  +  dt  besitzt,  ebenfalls 
durch  zwei  in  A"  eingegrabene  Marken  m"  und  M"  angedeutet  sein. 
Sind  s    und   s  +  ds   die    (auf  Ä  gemessenen)    Bogenlängen    von  »' 


*)  Denkt  man  sich  den  Ring  (*)  oder  die  einzelnen  Theüc,  aus  deoen  er  besteht, 
materiell,  etwa  dargestellt  durch  ein  System  von  Drähten,  so.  ist  unter  jedem  r  die 
Entfernung  eines  bestimmten  Molecüls  von  jenem  Centralpunkt  0  zu  verstehen; 
so  dass  also  r  und  r  +  dr  diejenigen  Entfernungen  vorstellen,  welche  ein  und  das- 
selbe Molecül  zu  den  Zeiten  t  und  t  +  dt  von  jenem  Punkte  0  besitzt.  Analoges  gtH 
natürlich  für  q>  und  iff. 
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und  M\  so  wird  ds' ,  falls  es  positiv  ist,  ei»  während  der  Zeit  dt 
neu  in  den  Ring  eintretendes  Element  vorstellen,  hingegen«,  falls* 
es  negativ  sein  sollte,  die  mit  ( — i)  multiplicirte  Länge  eines 
während  der  Zeit  dt  ausscheidenden  Elementes  repräsentiren.  In 
beiden  Fällen  wird  daher  ds  mit  A#'  zu  bezeichnen  sein.,  zufolge 
des  bei  (55.)  für  A  festgesetzten  Gebrauches.  Umgekehrt  verhält 
es  sich  mit  den  (auf  A"  gemessenen)  Bogenlängen  s"  und  s"  +  ds" 
der  Marken  m"  und  itf";  man  findet  nämlich  leicht,  dass  ds"  iden- 
tisch ist  öit  ( —  1)A*".    ßemgemäss  haben  wir  also  die  Forneln: 

(56.)  ds  =  +  A*' , 

d$"  sc  —  Aä" . 

Der  Gleitpunkt  g  bewegt  sich  während  der  Zeit  dl  aus  doppel- 
tem Grunde,  einmal  weil  er  fortgetragen  wird  durch  die  dem  Theile 
Ä  zuertheilte  räumliche  Bewegung,  andrerseits,  weil  er  gleichzeitig 
längs  Ä  von  der  Marke  tri  zur  Marke  W  fortwandert.  Sind  dalier 
g  und  G  diejenigen  Orte  des  Raumes,  welche  der  Gleitpunkt  g 
zu  den  Zeiten  t  und  /  •+•  dt  occupirt,  so  wird  die  durch  gG  reprä- 
.  sentirte  wirkliche  Bewegung  des  Gleitpunktes  in  zwei  partielle 
Bewegungen  zerlegbar  sein,  von  denen  die  erstere  identisch  ist  mit 
der  räumlichen  Bewegung  der  Marke  m',  während  die  letztere  dar- 
gestellt wird  durch  eine  auf  dem  ruhenden  Ä  von  tri  nach  M'  ge- 
hende Verschiebung.  —  Die  Werthe,  welche  die  Function  ^  für  die 
Marke  m  zu  den  Zeiten  t  und  t  -*-  dt  besitzt,  sind  zu  bezeichnen 
mit  y  und  xp'  -*•  d\p  ;  andrerseits  sind  diejenigen  Werthe ,  welche  \p 
im  Augenblick  l  respective  für  tri  und  M'  besitzt,  zu  bezeichnen  mit 

y   und  3p  «k\    wo  ds    das  früher    [bei    (56.)]    besprochene   Bogen- 

differential  vorstellt.    Die  jenen  beiden  partiellen  Bewegungen  ent- 
sprechenden Zuwüchse  von  xp  sind  also  dargestellt  durch 

d\p   und  -^  ds' ; 

folglich  wird  der  der  totalen  oder  wirklichen  Bewegung  gG  des 
Gleitpunktes  entsprechende  Zuwachs  von  \p  den  Werth  haben: 

(57.a)  dtp1  +  g£  ds' . 

Ebenso  ergiebt  sich   nun   aber  andrerseits   durch   eine   an   den 
Theil  A"  angelehnte  Betrachtung,  dass  dieser  der  wirklichen  Bewe- 
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gung  gG  entsprechende  Zuwachs  von  tp  auch  ausgedrückt  werden 
kann  durch 

¥ 

(57.b»  d\p"  •+-  -Xf  ds"  . 

Durch    Gleichsetzung    der    beiderlei    Ausdrücke     57.a,  b,    folgt 
sofort : 

(57.  c,  dy  —dxp"  =  —  (g-'d*  —  ^  &"')  , 

eine  Formel,  welche  mit  Rücksicht  auf  (56.)  auch  so  geschrieben 
werden  kann: 

07.d)  dy  -  dy  -  -  (g  **•  +  £  U)  . 

Nach    diesen    Vorbereitungen   gehen    wir   nun   über   zur   eigent- 
lichen Aufgabe.    Das  zu  behandelnde  Integral 

(58.)  J=Z^Ds 

kann,  indem  man  die  Integration  der  Reihe  nach  über  die  einzel- 
nen Theile  Ä ,  A" ,  AT,  Ä'\  ....  hinerstreckt,  und  die  Resultate 
dieser  einzelnen  Integrationen  zusammenfasse  in  folgende  Form  ver- 
setzt werden: 

'59.)  J  =  W'V  -  <P°dv)  . 

wo  (f\  d\p\  <p" ,  d\\)\  ebenso  wie  in  (57. a,  b,  c,  d),  die  dem  Gleit- 
punkte g  oder  vielmehr  den  Marken  tri ,  m  entsprechenden  Grössen 
vorstellen,  und  wo  das  Zeichen  ©  andeutet ,  dass  mit  (p dtp'  —  (p'ih" 
analoge  Ausdrücke  der  Reihe  nach  für  sämmtliche  Gleitstellen  des 
Ringes  zu  bilden,  und  alle  diese  Ausdrücke  zu  summiren  sind.  Da 
(p  und  tp"  die  Werthe  von  qp  für  die  Marken  m  und  m"  zur  Zeit  / 
vorstellen,  diese  Marken  zu  jener  Zeit  aber  mit  einander  coincidiren. 
so  ist 

(60.)  <p  =  tp"; 

so  dass  man  die  Formel    59.)  also  auch  so  schreiben  kann: 

(61.)  J  =  &(p(d\p  —  dxp")  , 

oder  mit  Rücksicht  auf  (57.d)  auch  so: 

(62.)  J-- 6  *'(&'*' +  &-*"), 
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oder  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (60.)  auch  so: 

(63.)  j_-6(,r£A.'  +  ,rgA.-)f- 

wofür  offenbar  kürzer  geschrieben  werden  kann: 

'64.)  /=  —  ©(V^A*). 

Ersetzt  man  endlich  das  auf  sämmtliche  &s  sich  beziehende  Summen- 
zeichen ©  durch  den  Buchstaben  ^',  so  erhalt  man  den  in  (55.) 
angegebenen  Ausdruck;  w.  z.  z.  w. 

Bemerkung.  Für  die  Anwendbarkeit  der  Formel  (55.)  ist 
es  offenbar  vollkommen  gleichgültig,  ob  der  angenommene 
Centralpunkt  0  absolut  fest  liegt,  oder  in  Bewegung  begrif- 
fen ist.  Ebenso  erkennt  man  aus  der  für  die  Formel  gege- 
benen Deduction  sofort,  dass  man  in  ihr  an  Stelle  von  y 
jede  beliebige  längs  den  Ringes  (s)  stetige  Function  zu  nehmen  be- 
fugt ist,  einerlei  ob  dieselbe  von  r  oder  von  irgend  wel- 
chen andern  Argumenten  abhängt. 

Es  sei  nun  ausser  .(*)  noch  irgend  ein  zweiter  Ring  (*i)  gege- 
ben, der  ebenfalls  biegsam,  mit  Gleitstellen  versehen  und  in  belie- 
biger Bewegung  begriffen  ist.  Irgend  eines  von  denjenigen  Elementen, 
welche  zur  Zeit  t  im  Ringe  ($i)  enthalten  sind,  sei  bezeichnet  mit  Ds\. 
Alsdann  können  wir  die  Formel  (55.) 

in  Anwendung  bringen,  indem  wir  unter  den  r  diejenigen  Entfer- 
nungen verstehen,  welche  die  Elemente  des  Ringes  (*)  von  jenem 
speciellen  Elemente  Ds\  des  Ringes  («V  besitzen.  Gleichzeitig  können 
wir  statt  y>  die  ebenfalls  längs  {$)  stetige  Function 

t  br  j  bw 

cp  y-     oder      ]r- 
eintreten  *)   lassen;  so  dass  sich  also  ergiebt: 

~  bs\dSl  ilV  )US  —  "  05,  d*  ' 


*)  Es  würde  nicht  erlaubt  sein ,  die  Function  -/^  eintreten  2u  lassen;    denn 

'  OS 

diese  ist,  falls  der  Ring  [$)  Irgend  welche  Ecken  besitzt ,   nicht  mehr  stetig  längs 
(<].  sondern  in  jeder  Ecke  mit  e'ner  Unstetigkeil  behaftet. 
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Durch  Multiplicatioft  diesem  Fottnel  mit  D*\  und  Integration  über  alle 
Ds\  folgt  sofort: 

=  +  SSqfy'GOi&sDsi . 
In  solcher  Weise  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz. 

Hülf8atz  It  Sind  zwei  biegsame  und  mit  Gleitstellen  ver- 
sehene Ringe  (s)  und  (*i)  in  irgend  weichet)  Beweguügen 
begriffen,  und  versteht  man  unter  (p  und  xp  beliebig  gege- 
bene Functionen  von  r,  so  finden  die  Formeln  statt: 

(65.a)  SS  £  (jj  dy)  DsDsx  =  SSy'y'ee&Dst , 

(65.b)  SS  ^  (  jj  dtp)DsDsx  =  ^2»'e0i^^i  • 

Dabei  ist  As  in  dem  bei  (55.)  angegebenem  Siwne  gebraucht 
zur  Bezeichnung  der  während  der  Zeit  dt  in  den  Ring  >) 
eintretenden  oder  aus  ihm  ausscheidenden  Elemente;  nnd 
andrerseits  As,  in  analogem  Sinne  gebraucht  für  den  Ring  (*). 

Endlich  mag  noch  folgender  Hülfsatz  hinzugefügt  werden. 

Hülfsatz  HL  Sind  zwei  biegsame  und  mit  Gleitstellen 
versehene  Ringe  (*)  und  (*i)  in  irgend  welchen  Bewegungen 
begriffen,  so  findet  immer  die  Formel  sjatt: 

(66.)  »*«£»  D*Dst  =  0  . 

Hier  sind  wiederum  unter  (p,  y  beliebig  gegebene  Functio- 
nen von  r  zu  verstehen. 

Beweis.  Versteht  man  unter  F  einen  beliebigen  durch  die  re- 
lative Lage  zweier  Elemente  Ds  und  Ds\  bedingten  Ausdruck,  so 
wird  der  Zuwachs,  welchen  das  über  die  beiden  in  Bewegung  be- 
griffenen Ringe  (*)  und  (sx)  ausgedehnte  Integral 

SSFDsD* 

während  der  Zeil  dl  erfahrt,  darstellbar  sein  durch: 

(67.)     d{SSFDsDsx)  =  SSdFDsDsx  +  SSFbsDst  +  SSflkton 

wo  A*  Und  A»t  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  in  (65. a,  b).    Setzt 
man 
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(68.)  f=Ä. 

wo  f  eine  nur  vcm  r  abhängende  Function  vorstellen  soll,  so  werden 
offenbar  die  Integrale 

22FDsDst ,  2FD*  ,  2FDsx 

identisch  Null;    so   dass   in  diesem   Fall  die  Formel  (67.)    sich  re- 

ducirt  auf 

(69.)  t>  =fe  22d¥DsDsx . 

Diese  Gleichung  aber  nimmt,  Falls  man  fttr  F  seine  ihm  zuert  heilte 
Bedeutung  (68.)  wirklich  substituirt,  die  Gestalt  an: 

(70.)  O-MglWfci. 

Hieraus  folgt  sofort  der  zu  beweisende  Satz  (66.) ,  wenn  man  die 
Function  f  mit  den  gegebenen  Functionen  y,  %p  durch  die  Relation 
f  =  qfip   verbunden  denkt. 

Wir  kommen  nun  endlich  zu  derjenigen  Transformation,  für 
deren  Begründung  die  vorangeschickten  Hulfsätze  erforderlich  sind. 
Diese  Transformation  ist  folgende. 

Eüfter  Satz.  Befinden  sich  zwei  biegsame  und  mit  Gleit- 
stellen versehene  Ringe  (s)  und  (*t)  in  irgend  welchen  Be- 
wegungen, und  versteht  man  unter  cp,  \p,  f,  (/,  h  beliebig 
gegebene  nur  von  r  abhängende  Functionen,  so  kann  das 
über  jene  Ringe  ausgedehnte  Integral 

(71  .a)      Y  =  22  [(<p00i  +  yE)dr  +  /ÖdG,  +  g6,de  +  *<«]/>»&?, 

immer  in  die  Form  versetzt  werden: 

(71  .b)      V  =  22  ML  —  *)  00,  +  ~ El  drßsf)sx 

4-  22  [{rhf  —  f)  00t/>«A«t  +  {rK  —  </)  00,^0*,] , 
wo  L,  M  die  Bedeutungen  haben: 

(7l.c)  L  =  (<p  +  y)  -(/"  +  </)  +  rh\ 

M=  np  —  (f  +  g)  +rh' . 

Dabei  sind  A#  und  A«,  iii  demselben  Sinne  gebraucht  wie 
in  (65.a,  b). 

Beweis.    Nimmt  man  Rücksicht  auf  die  Relationen   (4.): 

CK..)        e_&   e,--£,    E-ee,-r£, 
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und  auf  die  hieraus  fliessende  Formel: 

(72.b)  dE  =  erfe,  +  QldB  -  «*  dr  -  r  *£  , 

so  kann  das  vorgelegte  Integral   (71.a)  so  geschrieben  werden: 
(73.)  Y *^,[(»6ö,+E-A^)lr-Arg  +(/W«)e<*e1+(s+A)e1rfe]l)sD8l 

• 

Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

(74.)  /•=*%     £  =  G\     A  =  //\ 

so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (72.a)   leicht: 

//•    .    i\ajü  //»    .    \\br    bdr  b(F  +  H)bdr 

(/  +A)ed01  =  -  (/•  +  *)  j,.  s;  -  -  "V-  ^  ' 
oder  was  dasselbe  ist: 

(«..         i/+Ä)erfe,  =  -  dst  (■  -jf     rfr)  +  -  ^    dr . 

Analog  ergiebt  sich : 

tf.)  (g  +  4)0,1*9  -  -  bs  ^J-jj-t  rfr j  +  -4^'  ,/r  . 

Ferner  erhält  man  durch  leichte  Transformationen  *) : 

w  -  * £  - 1  C-£J  *)  -  In  CS  *)  -  T5T  -  w  *  ■ 

Endlich  wird  mit  Rücksicht  auf  (72.a) : 

(*)    Oee'  +  *E  -  *,£)*  -  -  [(*+»££  +(r* +  *)&]*■ 

Substituirt  man  diese  Werthe  («0 ,  •/?.) ,  (y.) ,  (*.)  in  der  Formel  (73.), 
so  erhält  man: 

(75.)     v  =  **[o*  + 1  (>»  +  i  (£*)  -  '■£"]  m, . 

wo  (f,    V,    W  die  Bedeutungen  haben: 

f*a\  n  d2(F.+  G  +  2ff-Är)  ,        _      , ,  br  br  ,  ,*    dV 

(76-)      ü  = s^; i  -  fo  +  v)  s.  u*  -  (vr+  *)  ss; ' 


*)   Es  ist  nämlich  identisch  : 

an?  _     a*  _  a  /  ag\  _  a  /  a*>\ 
^  ai&;     v  ösd*.  ~  ^  v  W    di!  \v  a*; • 

Ä  *  (P  bQ\  +  i.  f/>  bQ\  -  Ö2(P(?^ 

oder  falls  man  das  erste  Glied  linker  Hand  auf  d»e  rechte  Seite  wirft : 

_o  b2p  =  b  ( phQ\  +  —  ( phQ\  -Jf(p°i  -  />  ö2(? 

V  dsd*!        bs  \     Wj       bsx  \      bs  J        bsbsi  bsbi\  * 

Setzt  man  hier  aber  hr  für  Q  und  dr  für  P,   so  erhält  man  die  obige  Formel  (/.). 
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(77.)  V=rh-F-H,       W  =  rh  -  G  -  H. 

Da  /*,  y,  A,  F,G,  H,  also  auch  F,   W  lediglich  von  r  abhangen,  so 
folgt  durch  Anwendung  der  Satze  (65.a.  b)  und  (66.)  sofort: 

ss  k  G;  dr)  D°D81   =  22'  VQQiDston  , 

2z£(jZdr)D8Dgt  =  22  wee&Dst ,' 

SS^DsD«       =0; 

so  dass  also  die  Formel  (75.)  übergeht  in: 

(78.)    F  =  ZZUdrDsDsi  ■+•  ^'(Fee^A*,  +  Wee&Dst) . 

Nun  findet  man  durch  weitere  Entwicklung  des  Werthes  von 
ü  (76.)  und  mit  Rücksicht  auf  (74.) : 

Ol  ÖSi  OSOti  ' 

oder  [was  dasselbe  ist,  vergl.   (72  .a)] : 

(79.a)  Ü=(L-J)ee1  +  ^E, 

wo  L ,  M  die  Bedeutungen  haben : 

n*h\  L=  &  +  V)  —  W  +  9)  +rA"> 

M=z  ry  —  (f  -h  y)  +  rA  . 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus  (77.)  mit  Rücksicht  auf  (74.): 

(79.c)  V'  =  rA'-/\ 

(79.d)  W  =  rh1  —  S . 

Denkt  man  sich  endlich  die  Werthe  (79. a,  b,  c,  d)  in  die  Formel 
(78.)  substituirt,  so  wird  diese  identisch  sein  mit  der  in  (71. b,  c) 
angegebenen;  w.  z.  z.  w. 

Zwölfter  Satz.  Befinden  sich  zwei  biegsame  und  mit 
Gleitstellen  versehene  Ringe  (*)  und  (*i)  in  willkührlichen 
Bewegungen,  und  sollen  die  noch  unbekannten,  nur  von  r 
abhängenden  Functionen  <p,  y,  /*,  #,  h  von  solcher  Beschaf- 
fenheit sein,  dass  das  über  die  Ringe  ausgedehnte  Integral 

(80.a)      Y  =  22[{qßßi  +  xpE)dr  ■+-  ßdet  +  gO.de  +  hdE]  DsDs, 

während  jener  Bewegungen  fortdauernd  Null  bleibt,   so  ist 

Abhaodl.  d.  K.  S.  Genetisch,  d.  Wiueoech.  XV.  3 1 
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erforderlich  und  ausreichend,   dass  y,  t//,  fy  g,  h  durch  die 
Relationen 

(80.b)  9>  =  f,         *  —  *\         f=9  =  *K 

mit  einander  verbunden  sind. 

Beweis.  Das  vorgelegte  Integral  Y  kann  durch  Anwendung 
der  Transformation   (71  .a,  b,  c)  in  folgende  Gestalt  versetzt  werden: 

(81.)  Y=  ü+^VAsJ  +  i^WA*), 

wo  U,   V,   W  gewisse  Integrale   vorstellen,   die  nur  noch  von  den 
Ds,  l)$\  abhängen,  hingegen  unabhängig  sind  von  den  As,  A*i. 

Zu  den  willkührlichen  Bewegungen  der  beiden  Ringe  (*)  und 
(#i)  gehören  auch  solche,  bei  denen  die  As,  Asi  sämmtlich  Null  sind, 
bei  denen  die  Ringe  sich  also  der  Art  verhalten,  als  wären  Gleit- 
stellen nicht  vorhanden,  ferner  auch  soLche,  bei  denen  die  As,  A*t 
alle  verschwinden  mit  Ausnahme  eines  einzigen  As,  oder  mit  Aus- 
nahme eines  einzigen  As, .  Soll  also  das  Y  (81 .)  jederzeit  Null  sein, 
so  ist  dazu  erforderlich,   dass  die  Ausdrücke 

(82.)  tf,        VA«,        WA*, 

einzeln  genommen,  jederzeit  Null  sind;    und   selbstverständlich  ist 
solches  für  den  genannten  Zweck  auch  ausreichend. 

Nach  (71.a,b,c)  haben  die  Ausdrücke  (82.)  aber  folgende  Werthe: 

(83.a)  U  =  XX  [(L  —  J)  00!  +  2  e]  dr lhl)sx , 

(83.b)  VA«  =  A*  .  s (rh'  —  ^©OiD*  , 

(83.c)         WA*  =  Ast .  X (rh'  —  /) 00^  , 

wo  L,  M  die  Aggregate  bezeichnen: 

V*-}  M=ry  -(f+g)+rh'. 

Die  zum  jederzeitigen  Verschwinden  von   Y  erforderlichen   und  aus- 
reichenden Bedingungen  sind  daher  folgende: 

(a.) Das  Integral  U  (83.a)    muss  verschwinden    fUr  jedes 

beliebige  Paar  von  Ringen   (s) ,  (*) ; 

fß.) Das  Integral   VAs  (83.b)  muss  verschwinden  für  jedes 

beliebige  Paar  As,  (si),  d.  i.  für  jeden  Ring  (*i)  und 
jedes  daneben  angenommene  Linienelement  As; 
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(y.) Das  Integral  WA*  (83.c)  muss  verschwinden  für  jedes 

beliebige  Paar  A*i,   (*). 

Die  Bedingung  (a.)  ist,  wie  aus  dem  Satze  (49.)  sich  leicht  er- 
giebt,  äquivalent  mit  den  beiden  Bedingungen  L  =  0,  Af  =  0,  also 
nach   (84.)  äquivalent  mit  den  Bedingungen: 

(85-a)  ,*_</■+,)  +ftf-0. 

Andrerseits  sind  die  Bedingungen  (ß.)  und  (/.),  nach  Satz  (36.a,  b), 
äquivalent  mit  den  beiden  Bedingungen: 

Soll  also  das  vorgelegte  Integral  Y  für  willkuhrliche  Bewegungen 
der  beiden  Ringe  jederzeit  verschwinden,  so  ist  dazu  erforderlich 
und  ausreichend,  dass  <p,  y?  /\  y,  h  durch  die  Relationen  (85. a,  ß,  y) 
mit  einander  verbunden  sind.  Diese  Relationen  aber  sind,,  wie  leicht 
zu  übersehen  ist,  äquivalent  mit  den  in  (80. b)  angegebenen.  Somit 
ist  der  vorgelegte  Satz  bewiesen. 


Zweiter  Abschnitt. 

Ueber  das  allgemeine  Princip  der  lebendigen  Kraft. 

§•  *■ 

Die  ponderomotorischen  Fundamentalgleichungen. 

Sind  #,  y,  %  und  x  ,  y\  z'  die  Coordinaten  und  Geschwindig- 
keiten eines  ponderablen  Massenelementes  DM,  so  pflegt  man  die 
der  Zeit  dt  entsprechenden  Geschwindigkeitszuwüchse  dx  ,  dy\  dz 
in  folgender  Weise  auszudrücken: 

tä      \  A   *  X*  A*/  —    Y  di  AJ   _   Z* 

(La)  ^-mr'      dy^DM*      dz==mf 

Die  hiedurch  definirten  X,  Y,  Z  heissen  die  Componenten  der  auf 
DM  ausgeübten  ponderomotorischen  Kraft,  bezogen  auf  die  Zeit- 
einheit; so.  dass  also  Xdt>  Ydt,  Zdt  zu  bezeichnen  sind  als  die 
Componenten  *  der  wahrend  des  Zeitelementes  ausgeübten  Kraft. 

Setzt  man 

30* 
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(1.b)  T^DM*'*'**'?'*''3', 

so  folgt  aus  (l.a)   durch  bekannte  Operationen: 

(1  .c)  dT  =  (Xa?  +  Yy  -h  Zz)dt , 

=  Xdx  -+•  Ydy  ■+•  Zdz  . 

Dieses  dT  oder  Xdx  -+•  Ydy  -+-  Zdz  ist  nach  Belieben  als  neu 
•  entstandene  lebendige  Kraft  oder  als  eine  gewisse  Arbeit  aufzufassen, 
und  wird  daher  (genauer  ausgedrückt)  als  dasjenige  Quantum  leben- 
diger Kraft  oder  ponderomotorischer  Arbeit  zu  bezeichnen 
sein,  welches  in  der  Masse  DM  während  der  Zeit  dt  von  der  Kraft 
X,   Y,  Z  hervorgebracht  ist. 

Das  Quantum  dT  ist  in  Bezug  auf  X,  Y,  Z  linear,  und  kann 
also,  falls  die  Kraft  X,  Y,  Z  aus  irgend  welchen  partiellen  Kräften 
XA ,  Yk ,  Zh  zusammengesetzt  ist,  in  ebenso  viele  entsprechende  Theile 
(dT)h  zerlegt  werden: 

(1  .d)  (dT)h  =*  (Xkx  +  Yhy  +  Zkz)dt , 

sae  Xhdx  ■+•  Yhdy  -+■  Zkdz  . 

Alsdann  repräsentiren  dT  und  (dT)h  diejenigen  Quanta  lebendiger 
Kraft  oder  ponderomotorischer  Arbeit,  welche  im  Elemente  DM  wäh- 
rend der  Zeit  dt  respective  durch  die  totale  Kraft  X,  Y,  Z  und 
durch  die  partielle  Kraft  XA,   YA,  Zh  hervorgerufen  sind. 

Die  Formeln  (1  .a)  sind  gültig  für  ein  absolut  festes  Coordinaten- 
system,  und  sind  daher  (wie  aus  den  Fo/meln  selber  durch  Trans- 
formation folgt)  .nicht  mehr  gültig  für  ein  in  Bewegung  begriffenes 
Coordinatensy stem.  Gleiches  gilt  offenbar  von  den  übrigen  Formeln 
(l.b,  cy  d). 

§•  2. 

Die  elektromotorischen  Fundamentalgleichungen. 

Es  seien  u,  t>,  w  die  elektrischen  Strömungen  an  irgend  einer 
Stelle  #,  y,  z  eines  gegebenen  Körpers,  folglich  uDadt,  vDbdt, 
wDcdt  diejenigen  Quantitäten  elektrischer  Materie,  welche  an  jener 
Stelle  durch  drei  gegen  die  Coordinatenaxen  senkrechte  Flächen- 
elemente I)ö,  Db,  De  während  der  Zeit  dt  hindurchfliessen.  Alsdann 
pflegt  man  die  Grössen  udt,  vdt,  w  dt  in  folgender  Weise  auszu- 
drücken : 
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(2.a)         u  dl  =  tädt,         vdt  —  ktydt,         w  dt  s  k$dt  , 

wo  k  die  elektrische  Leitungsfähigkeit  des  Körpers  vorstellt.  Die 
hiedurch  definirten  X,  2),  3  heissen  die  Componenten  der  im  Punkte 
j?,  y,  z  vorhandenen  elektromotorischen  Kraft,  bezogen  auf  die 
Zeiteinheit,  so  dass  also  &ft,  tydt,  ftdt  die  Componenten  der  wäh- 
rend des  Zeitelementes  ausgeübten  Kraft  zu  nennen  sind. 

Denkt  man  sich  an   der  Stelle  x,  y,  z  im  Innern   des  Körpers 
ein  unendlich  kleines  Volumen  DV  abgegrenzt,  und  setzt  man: 

(2.b)  dQ  =  «£±£+-95BL , 

so  folgt  aus   (2.a)   sofort: 

(2.c)  dQ  =  (Xu  +  2)t;  +  Sw)  D  Vdt , 

=  yiDYdt, 

wo  i  die  Strömung  selber  (also  die  Resultante  von  u,  v,  w),  und 
%  die  Componente  der  Kraft  X,  2),  3  na°h  der  Richtung  von  i 
vorstellt. 

Die  Grösse  dQ  (2.b)  repräsentirt,  nach  dem  Joule'schen  Gesetz, 
dasjenige  Wärmequantum,  welches  im  Volumen  DV  während  der 
Zeit  dt  in  Folge  der  elektrischen  Strömung  «,  t>,  w  oder  (was  das- 
selbe)  in  Folge  der  Kraft  $,  §)'  3  sich  entwickelt. 

Das  Quantum  dQ  ist,  nach  (2.c),  in  Bezug  auf  £,  2),  3  linear, 
und  kann  daher,  falls  die  Kraft  JE,  g),  3  aus  irgend  welchen  par- 
tiellen Kräften  3£fc,  2)A,  3*  zusammengesetzt  ist,  in  ebenso  viele  ent- 
sprechende Theile  (dQ)h  zerlegt  werden: 

(2.d)  (dQ)h=  (Xhu  +  $hv  +  3kw)DVdt, 

=  $hiDVdt. 

Alsdann  repräsentiren  dQ  und  (dQ)h  diejenigen  Wärmequantitäten, 
welche  im  Volumen  DV  während  der  Zeit  dt  respective  durch  die 
totale  Kraft  X,  2),  3  und  durch  die  partielle  Kraft  3fÄ,  §)*,  3* 
hervorgebracht  werden. 

Die  Formeln  (2.a)  sind  gültig  für  ein  mit  dem  Körper  starr 
verbundenes  Coordinatensystem,  und  sind  (wie  aus  jenen  For- 
meln selber  durch  Transformation  folgt)  ebenso  auch  noch  gültig 
für  ein  Coordinatensystem,  dessen  relative  Lage  zum  Körper  von 
Augenblick  zu  Augenblick  in  beliebiger  Weise  sich  ändert.  Analoges 
gilt  offenbar  von  den  Formeln  (2.b,  c,  d). 
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§•  3. 

Die    gegenseitige    Beziehung    zwischen    den    elektrischen 

Strömungen   und  Ladungen. 

Finden  in  einem  gegebenen  Körper  elektrische  Strömungen  statt, 
so  werden  hiedurch  die  elektrischen  Ladungen  der  einzelnen  Ele- 
mente des  Körpers  von  Augenblick  zu  Augenblick  geändert  werden. 
Der  gegenseitige  Zusammenhang  zwischen  den  Componenten  u,  v,  w 
jener  Strömungen  und  zwischen  den  Dichtigkeiten  e,  7  dieser  La- 
dungen drückt  sich,  wie  schon  Kirchhoff  gezeigt  hat,  durch  fol- 
gende Formeln  aus: 

(3.b)  ^  =  —  [u  cos  (2V,  a?)  -+-  v.  cos  (iV,  y)  +  w  cos  (JV,  z)] . 

Die  Formel  (3.a)  bezieht  sich  auf  irgend  eine  Stelle  x,  y,  z  im 
Innern  des  Körpers,  und  auf  die  daselbst  vorhandene  räumliche 
Dichtigkeit  «  der  elektrischen  Materie.  Andrerseits  bezieht  sich  die 
Formel  (3.b)  auf  irgend  eine  Stelle  der  Oberfläche  des  Körpers,  und 
auf  die  daselbst  vorhandene  Flächendichtigkeit  7  der  elektrischen 
Materie.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  letztere  Formel,  in  wel- 
cher N  die  innere  Normale  der  genannten  Oberfläche  bezeichnet, 
nur  dann  gültig  sein  wird,  wenn  der  Körper  umgeben  ist  von  einem 
isolirenden  Medium. 

§•  4. 

Determination  des  zu  betrachtenden  materiellen  Systemes. 

Es  sei  gegeben  ein  System  von  Körpern  A,  Ä,  6\  .  .  .,  welche 
in  beliebigen  Bewegungen  begriffen  sind,  während  gleichzeitig  im 
Innern  eines  jeden  irgend  welche  elektrische  Vorgänge  (Ladungen 
und  Strömungen)   stattfinden. 

Das  System  sei  so  eingerichtet,  dass  zwischen  den  ponderablen 
Massenelementen  keine  Reibungen  eintreten  können,  weder  äussere 
noch  innere.  Demgemäss  wird  z.  B.  anzunehmen  sein,  dass  die 
Körper  A,  B ,  C, .  .  .  im  Laufe  ihrer  Bewegung  niemals  zusammen- 
stossen  (oder  in  Berührung  kommen),  und  dass  jeder  einzelne  Kör- 
per ein  sogenannter  fester  Körper  ist. 
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Ferner  sei  das  System  so  eingerichtet,  dass  in  demselben  keine 
contact-elektrischen  Kräfte  auftreten  können;  es  mag  also  ange- 
nommen werden,  dass  jeder  einzelne  Körper  aus  homogenem  Me- 
talle besteht. 

Endlich  sei  jeder  von  den  Körpern  A,  Ä,  C,  .  .  .  umschlossen 
von  einer  elektrisch-isolirenden  Hülle,  und  von  Hause  aus  beladen 
mit  irgend  welcher  Elektricitätsmenge. 

Der  Reihe  nach  werden  wir  nun  den  Anfangszustand,  die  ein- 
wirkenden Kräfte  und  Wärmequellen,  endlich  die  Parameter  und  die 
charakteristischen  Argumente  des  Systems  zu  besprechen  haben. 

L    Der  Anfangszustand  des  Systeme* ,  entsprechend  der  Zeit  t  =  0. 

Derselbe  sei  willkühriich  gegeben;  so  dass  zur  Zeit  0  nicht 
nur  jeder  Körper  eine  beliebige  Lage  und  Geschwindigkeit  hat,  son- 
dern auch  im  Innern  eines  jeden  Körpers  beliebige  elektrische  La- 
dungen und  Strömungen  vorhanden  sind,  verschieden  an  verschie- 
denen Stellen  des  Körpers. 

//.    Die  inneren  Kräfte,  bezeichnet  mit  [/). 

Die  inneren  Kräfte  des  Systcmes  A9  B,  C9  . . .  zerfallen  nach 
ihrem  Ursprung  (d.  i.  nach  ihrer  Entstehungs weise)  in  drei  Gat- 
tungen. 

1)  Die  inneren  Kräfte  ordinären  Ursprungs  [/,  ord.  Us]  sind 
dargestellt  durch  die  den  ponderablen  Massenelementen  inhärenten 
Kräfte,  also  dargestellt  durch  die  Gravitationskräfte,  mit  denen  je 
zwei  solche  Elemente  (nach  Art  der  Himmelskörper,  nach  dem 
Newtou'schen  Gesetz)  auf  einander  wirken,  dazu  gerechnet  dieje- 
nigen Cohäsionskräfte ,  durch  welche  die  Elemente  jedes  einzelnen 
Körpers  fest  an  einander  gefügt  sind. 

2)  Die  inneren  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs  [J9  eist.  Us] 
sind  diejenigen  (theils  pondero-  theils  elektromotorischen)  'Kräfte, 
welche  ihre  Entstehung  verdanken  den  elektrischen  Ladungen. 

3)  Die  inneren  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs 
[/,  eldy.  Us]  sind  diejenigen,  welche  herrühren  von  den  elektri- 
schen Strömungen,    [also  die  Kräfte  (a.)  und  (f.)  pag.  449]. 
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///.    Die  äusseren  Kräfte,  bezeichnet  mit  [Ä\. 

Zur  Disposition  mögen  uns  Kräfte  stehen,  die  wir  von  Aussen 
her  auf  das  gegebene  System  A,  Ä,  C,  .  .  .  nach  Belieben  ein- 
wirken zu  lassen  im  Stande  sind ;  und  zwar  mögen  dieselben  eben- 
falls dreierlei  Gattung  sein. 

1)  Die  äusseren  Kräfte  ordinären  Ursprungs  [A,  ord.  Us]  seien 
dargestellt  durch  irgend  welche  Fäden,  die  an  den  einzelnen  Körpern 
befestigt  sind,  und  an  denen  von  Aussen  her  beliebig  gezogen  wer- 
den kann. 

2)  Die  äusseren  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs  [A,  eist.  Us] 
seien  dargestellt  durch  irgend  welche  Conductoren,  die  wir  (etwa 
vermittelst  einer  Reibungs-Elektrisirmaschine)  beliebig  laden,  und 
dem  gegebenen  System  beliebig  nähern  können. 

3)  Die  äusseren  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  [A, 
eldy.  Us]  mögen  dargestellt  sein  durch  die  Schliessungsdrähte  galva- 
nischer Batterien ;  denn  es  sei  uns  gestattet,  diese  Schliessungsdrähte 
dem  gegebenen  System  beliebig  zu  nähern,  und  gleichzeitig  die  in 
diesen  Drähten  vorhandenen  Stromintensitäten  durch  Verstärkung 
jener  Batterien  beliebig  zu  steigern. 

IV.    Die  äusseren   Wärmequellen,  bezeichnet  mit  [«]. 

Zur  Disposition  mögen  uns  ferner  stehen  äussere  Wärmequellen, 
d.  l.  irgend  welche  Körper  von  beliebigen  Temperaturen ;  es  sei  uns 
nämlich  gestattet,  diese  Wärmequellen  [a]  mit  den  Körpern  des  ge- 
gebenen Systems  in  Contact  zu  bringen,  und  in  solcher  Weise  zu 
beliebigen  Zeiten  beliebige  (positive  oder  negative)  Wärmequantitöten 
in  die  einzelnen  Körper  hineinzuleiten. 

V.     Die  Parameter  des  System  es. 
Die  räumliche  Lage  eines  jeden  Körpers  ist  analytisch  ausdrück- 
bar durch  sechs  Parameter.     Diese  Parameter  mögen  für  alle  Körper 
A,  jB,  C,  .  .  .  zusammengenommen  bezeichnet  sein  mit  n\  n  ,  .  .  .  . 

VI.  Die  charakteristischen  Constanten  und   Variablen  des  System  es. 

Unter  den  charakteristischen  Argumenten  des  Systems 
mögen  alle  diejenigen  Grössen  verstanden  werden,  deren  numerische 
Angabe  erforderlich  sein  würde,  falls  die  Beschaffenheit  des  Systemes 
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für  irgend  einen  Zeitaugenblick  in  erschöpfender  Weise  dargelegt 
werden  sollte.  Diese  Argumente  zerfallen  in  zwei  Gattungen.  Die 
einen  sind  constant,  nämlich  im  augenblicklichen  Zustande  des 
Systems  von  genau  denselben  Werthen,  wie  in  allen  übrigen;  die 
andern  sind  variabel,  und  haben  also  im  augenblicklichen  Zustande 
andere  Werthe  als  früher  oder  später.  Die  erstem  mögen  die  cha- 
rakteristischen Constanten,  die  letztern  die  charakteristischen 
Variablen  des  Systems  heissen. 

Zu  den  charakteristischen  Constanten  des  Systems  A,  B,  C,  .  .  . 
gehören  die  ponderablen  Massen  der  einzelnen  Körper,  ferner  die 
Elektricitätsmengen ,  mit  welchen  diese  (von  isolirenden  Hüllen  um- 
schlossenen) Körper  von  Hause  aus  beladen  sind,  u.  s.  w. 

Zu  den  charakteristischen  Variabten  des  Systems  A,  jB,  C,  .  .  . 
gehören  die  Parameter  n\  ri',.  .  .,  ferner  die  in  den  einzelnen 
Elementen  eines  jeden  Körpers'  vorhandenen  elektrischen  Ladungen 
und  Strömungen,  sowie  die  in  ihnen  vorhandenen  Temperaturen, 
u.  s.  w. 

§.  5. 

Die  in  dem  gegebenen  System  während  eines  Zeitelementes 
hervorgebrachten  Quanta  von  lebendiger  Kraft  undWärme. 

Das  System  4,  Ä,  C,  .  .  .  befinde  sich  (während  wir  die  be- 
sprochenen äusseren  Kräfte  und  Wärmequellen  in  beliebiger  Weise 
einwirken  lassen)  in  irgend  welcher  Bewegung.  Die  Körper  A,  Ä,  C, . . . 
mögen  zerlegt  gedacht  werden  in  unendlich  kleine  Elemente.  Irgend 
ein  solches  Element  sei  seiner  ponderablen  Masse  nach  mit  I)M0,  und 
seinem  Volumen  nach  mit  DVo  bezeichnet. 

Ist  Tu  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  von  I)M0,  und  dT0 
ihr  Zuwachs  während  der  Zeit  dl,  so  wird  nach  (1.c): 

(4.)  dT0  =  Xorftro  ■+■  lWyo  +  Zodzo, 

wo  dxa,  dtfoi  dz»  die  Verrückung  von  DM0i  und  X0,  Y0,  Z0  die  auf 
DMo  einwirkende  ponderomotorische  Kraft  bezeichnen.  Denkt  man 
sich  diese  Formel  (4.)  der  Reihe  nach  hingestellt  für  alle  Elemente 
DMa  des  Systemes,  und  alle  diese  Formeln  summirt,  so  erhält  man: 

(5.)  dT^ZdT», 

wo   dT  denjenigen  Zuwachs    bezeichnet,    welchen   die    lebendige 

Kraft  T  des  ganzen  Systemes  während  der  Zeit  dt  erfährt. 
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Die  auf  DM0  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft  zerfällt,  ent- 
sprechend der  früher  getroffenen  Eintheilung  [/],  [-4],  (pg.  455),  in 
zwei  Kräfte,  von  denen  die  eine  den  [J] ,  die  andere  den  [A]  zu- 
gehört. Demgemäss  zerfällt  der  in  Bezug  auf  Xq,  Y0,  Zq  lineare 
Ausdruck  dT0  (4.)  in  zwei  entsprechende  Theile,  und  ebenso  also 
auch  dT  (5.).     Diese  Zerlegungen  seien  angedeutet  durch: 

(6.)   .  dT,  -  (dT0)j  +  (dTt)A, 

(7,)  dT  -  (dT),  +  (dT)A . 

Die  augenblickliche  Temperatur  #0  des  Elementes  DM,  verändert 
sich  während  der  Zeit  dt  im  Allgemeinen  aus  zweifachem  Grunde; 
einerseits,  weil  während  dieser  Zeit  im  Innern  des  Elementes  eine 
gewisse  Wärmemenge  dQ0  durch  die  in  ihm  vorhandenen  elektrischen 
Strömungen  erzeugt  wird,  andrerseits  auch  deswegen,  weil  während 
der  Zeit  dt  ein  gewisses  Wärmequaptum  dQw  in  das  Element  aus 
seiner  Umgebung  hineinfliesst.  Die  in  Rede  stehende  Temperatur- 
zunahme d&0  besitzt  daher  den  Werth: 

W  **•  —  DMo.cM  ' 

wo  c(t%)  die  sogenannte  specifische  Wärme  desjenigen  Metalls  vor- 
stellt, aus  welchem  DM,  besteht.     Aus  (8.)   folgt: 

(9.)  DM, .  c{&,)d&,  =  dQ0  +  rf(?oo , 

oder  auch: 

(1 0.)  d(DM, .  C{&.))  —  dQ,  +  rfOoo  , 

wo  C{&)  für   fc(p)  .d»  steht. 

Summirt  man  die  Formel  (10.)  über  sämmtliche  Elemente  DM, 
des  gegebenen  Systems  A ,  B .  C ,  .  .  . ,  so  erhält  man  : 

(11.)  d  2  (DM, .  C(#o))  =  2dQ,  +  2'dQoo . 

Offenbar  ist  2dQ,  identisch  mit  derjenigen  Wärmemenge  dQ,  welche 
im  ganzen  System  durch  die  elektrischen  Strömungen  während  der 
Zeit  dt  erzeugt  worden  ist,  andrerseits  2?dQw  identisch  mit  derje- 
nigen Wärmemenge  {dQ)a,  welche  während  dieser  Zeit  aus  den 
äusseren  Wärmequellen  [a]  in  das  System  hineingeflossen  ist;  so 
dass  man  also  schreiben  kann: 

(12.)  d  2  (DM, .  C(#0))  =  dQ  +  (dQ)a . 
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Nun  ist  nach  (2.c) 
(1 3.)  dQ*  =  (3Eo«o  +  %v,  +  &w0)  DTW*, 

wo  DV0  das  Volumen  von  DA^,  und  uQ,  t>0,  w0  die  in  Z)Jtf0  vorhan- 
denen elektrischen  Strömungen  bezeichnen,  während  unter  $rt,  2)<n  3o 
die  in  irgend  einem  Punkte  von  DV0  vorhandene  elektromotorische 
Kraft  zu  verstehen  ist.  Diese  Kraft  3£o,  2)o,  3o  zerfällt,  entsprechend 
der  früher  getroffenen  Eintheilung  [J] ,  [A] ,  (pag.  455)  ,  in  zwei 
Kräfte,  von  denen  die  eine  den  [/],  die  andere  den  [A]  zugehört. 
Demgemäss  zerfällt  der  in  Bezug  auf  £>9  2)0i  3o  lineare  Ausdruck 
dQ0  in  zwei  entsprechende  Theile,  und  ebenso  also  auch  der  Aus- 
druck : 

(14.)  dQ=  ZdQQ. 

Diese  Zerlegungen  mögen  angedeutet  sein  durch: 

(15.)  dOo=  (<*&),+  (d(?o)i, 

(16.)  dQ=  (dQ)j  +  (rfQ)A. 

Aus  (7.),  (12.)  und  (16.)  ergeben  sich  schliesslich  die  Formeln: 

dT  =  (dT)j  +  (dT)A  , 
(17,)        iZ{DM..Cfa))  =  (dQ)j+(dQ)Ä  +  (d<?)a, 

deren  linke  Seiten  vollständige  Differentiale  sind.  Was  die  rech- 
ten Seiten  betrifft,  so  repräsentiren  (dT)j  und  {dT)A  diejenigen 
Quanta  lebendiger  Kraft,  welche  im  gegebenen  System  während 
der  Zeit  dt  hervorgebracht  sind  respective  durch  die  Kräfte  [J]  und 
[A);  und  ebenso  repräsentiren  (dQ)j,  (dQ)Ä  und  ,{dQ)a  diejenigen 
Wärmequanta,  welche  während  der  Zeit  dt  im  Systeme  entstanden 
sind  respective  durch  die  Kräfte  [J] ,  durch  die  Kräfte  [A] ,  und 
durch  die  äussern  Wärmequellen  [«]. 

Um  für  lebendige  Kraft  und  Wärme  eine  Collectivbenennung  zu 
gewinnen,  mag  (nach  dem  Vorgange  namhafter  Physiker)  erstere  als 
kinetische,  letztere  als  thermische  Energie  bezeichnet  sein.  Alsdann 
repräsentirt 

(18.)  (dT)j+(dQ)j 

dasjenige  Quantum  von  (theils  kinetischer,  theils  thermischer)  Energie, 
welches  während  der  Zeit  dt  im  Systeme  durch  die  inneren  Kräfte 
[J]  hervorgebracht  ist;  und  andrerseits 
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(19.)  (dT)A+(dQ)Ä+(dQ)a 

dasjenige  Quantum  von  Energie,  welches  während  jener  Zeit  dem 
System  von  Aussen  her,  theils  durch  die  Kräfte  [A]  theils  durch 
die  Wärmequellen  [«],  zugeführt  worden  ist. 

Von  den  gefundenen  Formeln  (17.)  wird  sofort  Gebrauch  ge- 
macht werden. 

§.  6. 

Das  Princip  oder  Axiom  der  lebendigen  Kraft. 

Wir  gehen  aus  von  folgenden  Grundsätzen: 
(20. a)  .  .  .  Erster  Grundsatz.  Dasjenige  Quantum  von  kinetischer 
und  thermischer  Energie,  welches  dem  gegebenen  System  von 
Aussen  her  zuzuführen  ist,  damit  dasselbe,  von  einem  gegebenem 
Anfangszustande  aus,  eine  gegebene  Reihe  von  Zuständen  durch- 
läuft,  ist  lediglich  abhängig  von  der  Beschaffenheit  dieser  Zustände. 

> 

(2ö.b)  .  .  .  Zweiter  Grundsatz.  Dasjenige  Quantum  von  kinetischer 
und  thermischer  Energie,  welches  dem  Systeme  von  Aussen  her  zu- 
zuführen ist,  damit  dasselbe,  von  einem  gegebenem  Anfangszustande 
aus,  irgend  welche  Reihe  von  Zuständen  durchlaufe,  schliesslich 
aber  in  jenen  anfänglichen  Zustand  wieder  zurückkehre,  ist  immer 
gleich  Null. 

Die  charakteristischen  Constanten  und  Variablen  des  Systemes 
(p.  456)  seien  bezeichnet,  die  einen  mit  c\  c\  .  .  .,  die  andern  mit 
a,  /?,.-.  Gegeben  seien  zwei  unendlich  wenig  von  einander  ver- 
schiedene Zustände  (a ,  ß ,  .  .)  und  (a  +  da,  ß  -h  dß ,  .  .) ,  mit  ein- 
ander verbunden  durch  die  Zwischenzustände  («  +  nda ,  ß  -f-  ndß,  .  .), 
wo  n  eine  \on  0  bis  1   wachsende  Zahl  vorstellt. 

Wir  nehmen  an  durch  geeignete  Verwendung  und  Reguli rung 
der  uns  zur  Disposition  stehenden  äusseren  Kräfte  und  Wärmequellen 
[A]  und  [«]  sei  es  möglich,  das  System  zunächst  in  den  Zustand 
(a,  /?,..)  zu  versetzen,  und  sodann  dasselbe  aus  diesem  Zustande 
längs  des  Weges  (a-4-nrf«,  ß  +  ndß,  .  .)  übergehen  zu  lassen  in  den 
Zustand  (a  +  d«,  ß  +  dß,  .  .) ;  zugleich  sei  dB  dasjenige  Quantum 
von  theils  kinetischer  theils  thermischer  Energie,  welches  dem  Systeme 
während  des  eben  genannten  Ueberganges  von  Aussen  her  zuzu- 
führen ist.  Dieses  Quantum  dB  kann, «nach  dem  Grundsatz  (20. a), 
nur  abhängig*  sein  von  der  Beschaffenheit  der  während  der  Zeit  dt 
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durchlaufenen  Zustände,  und  kann  also,  weil  die  Beschaffenheit  dieser 
Zustände  durch  Angabe  von  <*,  ß,  .  .,  da,  d/J,  .  .,  c\  c" ,  .  .  in  er- 
schöpfender Weise  dargelegt  ist  (vergl.  pag.  456),  nur  abhängig 
sein  von  den  Grössen  a,  ßy  .  .,  da,  dß,  .  .,  c\  c",  .  .  Solches  sei 
angedeutet  durch  die  Formel: 

(21.)  dE  =  /'(a,  /?,..,  da,  d/J,  .  . ,  c  ,  c", .  .) . 

Hieraus  folgt  durch  Entwicklung  nach  dem  Taylor'schen  Satz: 

(22.)  dE  =  />,/?,..,  0,0,..,c,c",..) 

+  Ada  •+-  Bd£  «+- , 

wo  die  A,  B,  .  .  nur  noch  abhängig  sind  von  den  a,  /?,  .  .  und  den 


*         tt 
1/   •     v     •    .    •     . 


Der  Formel  (22.)  zufolge  repräsentirt  der  dort  vorhandene  erste 
Terra 
(23.)  f{**ß>-  ..  0,0,.  .,  c\c\.  .) 

denjenigen  Werth,  welchen  dE  annehmen  würde  für  da  =  dß  =  .  .  . 
=  0 ,  also  dasjenige  Quantum  von  Energie,  welches  dem  System  von 
Aussen  her  zuzuführen  ist,  um  dasselbe  aus  dem  Zustande  (a,  /?, . .) 
übergehen  zu  lassen  in  eben  denselben  Zustand  (a,  /?,..).  Ist' 
mithin  t  der  Zeitaugenblick  dieses  Zustandes  (a,/9,  ..),  so  kann 
jener  Term  (23.)  bezeichnet  werden  als  dasjenige  Quantum  Energie, 
welches  dem  Systeme  zuzuführen  ist  vom  Augenblick  t  —  0  bis  zum 
Augenblick  f+0.  Hieraus  folgt,  dass  jener  Term  (23.)  gleich  Null 
ist,  dass  also  die  Formel   (22.)  die  einfachere  Gestalt  annimmt: 

(24.)  dE  =  Ada  +  Bdß  +  .  .  . 

Lässt  man  daher  das  System,  unter  Anwendung  der  äusseren 
Kräfte  und  Wärmequellen,  während  eines  Zeitintervalles  1%  ....  fe 
irgend  welche  Reihe  von  Zuständen 

(at,  /Si,  .  .)    .   .   .   .    (a2,  /%,..) 

durchlaufen,  so  wird  das  dem  Systeme  während  dieses  Zeitinter- 
valls von  Aussen  her  zuzuführende  Quantum  Energie  E12  den  Werth 
haben: 

* 

(25.)  E12  =  |    (Ada  +  Bdß  +  .  .  .)  , 

die  Integration  hinerstreckt  über  die  durchlaufenen  Zustände. 
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Nach  dem  Grundsatz  (20. b)  muss  nun  E12  immer  Null  sein, 
sobald  der  Zustand  (at,  #,  .  .)  identisch  ist  mit  dem  Zustande 
(«2,  #,  -  .)•"   Mit  andern  Worten:    Das  Integral  (25.): 

(Ada  +  Bdß  +  .  .  .) 


I 


muss  verschwinden,  sobald  es  hinerstreckt  ist  über  eine  in  sieb  zu- 
rücklaufende Reihe  von  Zuständen.  Hieraus  folgt  —  wenigstens  mit 
ziemlicher  Wahrscheinlichkeit*)  — ,  dass  das  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Aggregat 

Ada  -fr-  Bdß  -I-  .  .  . 

ein  vollständiges  Differential  ist.  Hieraus  aber  ergiebt  sich, 
weil  (wie  schon  bemerkt)  die  A,  B,  .  .  nur  von  den  a,  /?, .  . ,  c\  c", .  . 
abhängen,  dass  dieses  Aggregat  die  Form  besitzen  muss: 

(26.)  Ada  +  Bd/?-h  .  .  .  =  dH(a,ß,.  .,  c\c\.  .) , 

wo  Ä  einen  Ausdruck  bezeichnet,  der  lediglich  zusammengesetzt  sein 
darf  aus  den  beigefügten  Argumenten.  Aus  (24.)  und  (26.)  er- 
giebt sich: 

(27.)  rfE  =  dC(«,  /?,  .  .,  c\  c\  .  .)  . 

Der  Ausdruck  <t  ist  lediglich  zusammengesetzt  aus  den  charakte- 
ristischen Variablen  und  Constanten  a,  /?,..,  c,  c",  .  .  des  betrach- 
teten Systemes,  hängt  also  lediglich  ab  von  der  augenblicklichen 
Beschaffenheit  des  Systemes.  Demgemäss  kann  die  Formel  (27.), 
welche  man  als  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  zu  bezeichnen 
pflegt,  in  Worten  folgeodermassen  ausgesprochen  werden: 

(28.)  .  .  .  Das  Princip  der  lebendigen  Kraft.  Das  dem  betrachteten 
System  während  eines  Zeitelementes  von  Aussen  her  zuge- 
führte Quantum  von  (theils  kinetischer,  theils  thermischer) 
Energie  ist  das  vollständige  Differential  einer  gewissen 
(unbekannten)  Function  C,  welche  lediglich  abhängt  von 
der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des  Systemes. 


*)  Wirkliche  Sicherheit  wird  dieser  Schhiss  nur  dann  besitzen  ,  wenn  wir ,  ver- 
mittelst der  uns  zu  Gebote  stehenden  äusseren  Kräfte  und  Wärmequellen  [A]  und  [er], 
jedes  beliebige  Werthsystem  da,  dß ,  .  .  hervorzurufen  im  Stande  sind. 
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Diese  Function  C  ist  von  verschiedenen  Autoren  verschieden 
benannt  worden,  von  Thomson  und  Clausius  als  die  mechanische 
Energie  des  Systemes,  von  Kirchhoff  als  die  Wirkungs- 
function  des  Systemes,  von  meinem  Vater  als  der  Arbeitsvorrath 
des  Systemes.  Ich  meinerseits  würde,  in  unmittelbarer  Anlehnung 
an  die  letztgenannte  Benennungsweise,  vorschlagen  sie  als  das  Ca- 
pital des  Systemes  zu  bezeichnen. 

Die  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  repräsentirende  Formel 
(27.),  welche  kürzer  durch 

(28.)  dB  =  dÜ 

angedeutet  werden  kann,  ist  nunmehr  gewissen  Transformationen 
zu  unterwerfen.  Zunächst  ist  das  mit  d£  bezeichnete  Quantum 
(seiner  Definition  zufolge)  identisch  mit  demjenigen,  welches  in 
(19.)  mit  (dT)A  +  (dQ)A  -f-  {dQ)a  bezeichnet  war;  so  dass  man 
also  jene  Formel  auch  so  schreiben  kann: 

(29.)  (dT)A  +  [dQ)A  +  (dQ)u  =  d«. 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  das  Quantum  (dT)j  +  [dQ)j.  (18.), 
so  folgt: 

(30.)  [{dT)j  +  (dT)A]  +  [{dQ),  +  (dQ)A  +  (<*<?).]  = 

wm  d€  -h  {dT)j  H-  (dQ)j  . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  #)  auf  (1 7.)  sofort : 

(31 .)  dT  +  dZ  (DM.  C{&) )  =  du  -h  (dT)j  +  (dQ)j , 

oder  falls  man  zur  Abkürzung 

(32.)  C—  T—  X{DM.C{#))  =/ 

setzt  : 

(33.)  (dT)j+(dQ)j=-dJ. 

Da  C  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des 
Systemes,  so  gilt  nach  (32.)  Gleiches  auch  von  £\  so  dass  man 
also  durch   (33.)  zu  folgendem  Ausspruch  gelangt. 

(34.)  ....  Das  Princip  der  lebendigen  Kraß,  in  etwas  anderer  Form 
dargestellt.     Dasjenige    Quantum    von    lebendiger    Kraft    und 


*)  In  der  zweiten  der  beiden  Formeln  (17.)  kann  offenbar  der  Index  0  (ohne 
Beeinträchtigung  der  Deutlichkeit)  unterdrückt  werden. 
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Wärme,  welches  im  gegebenen  Systeme  wahrend  eines 
Zeit^ementes,  speciell  in  Folge  der  innern  Kräfte  [/],  sich 
entwickelt,  ist  das  vollständige  Differential  einer  gewissen 
(unbekannten)  Function  — J,  welche  lediglich  abhängt  von 
der  augenblicklichen  Beschaffenheit  des  Systemes. 
Das  in  Rede  stehende  Quantum 

{dT)j+(dQ)j      oder      (dT+dQ)j 

kann,  weil  die  inneren  Kräfte  [J]  theils  ordinären,  theils  elektrosta- 
tischen, theils  elektrodynamischen  Ursprungs  sind,  in  drei  Theile  zer- 
legt werden,  —  eine  Zerlegung  welche  angedeutet  sein  mag  durch: 

(35.)         (dT+dQ)j  = 

=  (dT+dO),,ord.üs  +  {dT+dQ)JtMmVm  H-  (dT+dQ)j^Ve. 

Das  betrachtete  System  ist  der  Art  eingerichtet,  dass  die  Kräfte 
[/,  ord.  Us]  keine  Wärmeentwicklung  verursachen,  denn  jene  Kräfte 
bestehen  in  den  zwischen  den  ponderablen  Massenelementen  vor- 
handenen Gravitation«  -  und  Cohäsions-Kräften ,  durch  welche  also 
nur  dann  Wärme  entwickelt  werden  könnte,  wenn  zwischen  diesen 
Elementen  gegenseitige  Reibungen  stattfänden ;  solche  Reibungen  aber 
sind  bei  der  dem  System  gegebenen  Einrichtung  ausgeschlossen 
(pag.  454).  Das  von  den  Kräften  [J,  ord.  Us]  herrührende  dQ  ist 
also  =  0;  und  es  erlangt  daher  die  Formel  (35.)  die  einfachere 
Gestalt : 

(36.)  {dT+dQ)j  = 

=  TOJf0rd.Ü8  +  (dT  +  rfO)Ji6l8t.Ü8  +  (dT+dQ)JteldJ.Va. 

Diese  drei  Bestandteile  des  Quantums  (dT+dQ)j  sollen  nun  in  den 
folgenden  Paragraphen  einzeln  in  Betracht  gezogen  werden. 

§■  7- 

lieber  die  inneren  Kräfte  ordinären  Ursprungs. 

Schliessen  wir  uns  der  gewöhnlichen  Vorstellung  an,  dass  diese 
den  ponderablen  Massenelementen  inhärenten  Kräfte  lediglich  ab- 
hängen  von  ihren  Entfernungen,  so  sind  die  Componenten  der  von 
einem  Elemente  DM{  auf  ein  Element  DM0  ausgeübten  Kraft  dar- 
stellbar durch: 
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d/OO 


XJ  =  —  DM0 .  DMt 
(37.)  YJ  =  -DMo.DMt 

ZI  =  —  DM0 .  DJf, 


wo  /*(r)  eine  gewisse  Function  der  zwischen  den  beiden  Elementen 
vorhandenen  Entfernung  r  vorstellt,  und  x0,  y0,  Zo  die  Coordinaten 
von  DAf0  sind.  Diese  Formeln  (37.)  repräsentiren  die  von  DMX  auf 
DMo  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft  ordinären  Ursprungs. 

Bezeichnet  T0  die  lebendige  Kraft   von  DM0,  so  ist  nach   (4.): 

dT0  =  X^Xq  -h  Y0rfy0  ■+-  Z^Zq  , 

wo  unter  X<>,  Y0,  Z0  die  ganze  auf  DMQ  einwirkende  ponderomo- 
torische Kraft  zu  verstehen  ist.  Nimmt  man  für  X0,  Y0,  Z0  die 
partielle  Kraft  (37.),  so  erhält  man  denjenigen  Theil  von  dT0, 
welcher  seine  Entstehung  verdankt  der  von  DMX  auf  DM0  hervorge- 
brachten Kraft  ordinären  Ursprungs.  Bezeichnet  man  also  diesen 
Theil  von  dT0  mit  [dTl)otdmVs,   so  ergiebt  sich 

(38.)  (dTJ)ord.ü8  =  -  DM0. DMX .  (fäds.  +  ...). 

Desgleichen  ergiebt  sich,  falls  man  umgekehrt  die  Einwirkung  von  DM0 
auf  DMX  ins  Auge  fasst,  die  analoge  Formel : 

(39.)  (dT>) ord. „.  =  -  DM, .DMt.Qgdxt  +  ...), 

wo  x\*  y\,  z\  die  Coordinaten  von  DMX  bezeichnen.  Aus  diesen 
beiden  Formeln  folgt  durch  Addition  sofort : 

(40.)  (dTl  +  dTTj  ord.  ü§  =  -  DMQ .  DM, .  df(r) , 

■    =  -d{DM0.DMx.f{r)). 

Denkt  man  sich  nun  die  Formel  (40.)  der  Reihe  nach  aufge- 
stellt für  jedwedes  Elementenpaar  «DJüf0,  DMt  des  gegebenen  Syste- 
mes  A,  JB,  C,  .  .  .,  und  alle  diese  Formeln  summirt,  so  erhält  man: 

(*<•)  (<*T),,ori.„.  =  -  d[^2'(DM<).DMl.f[r))} , 

wo  die  linke  Seite*)  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  in  (36.),  nämlich 

*)  Was  die  rechte  Seite  der  Formel  anbelangt,  so  ist  das  Zeichen  22  in  sol- 
chem Sinne  aufzufassen,  dass  jedes  Elementenpaar  doppelt  vorkommt  im  Ausdrucke 
22 ,  mithin  nur  einmal  im  Ausdrucke  \22 . 

Abhandl.  d.  K.  S.  Gesell  seh.  d.  Wiaseusch.  XV.  32 
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dasjenige  Quantum  lebendiger  Kraft  bezeichnet,  welches  durch  die 
Kräfte  [/,  ord.  Us]  im  ganzen  Systeme  hervorgebracht  wird.  Setzt 
man 

(42.)  \  22{DMt .  DM,  .f[r))  =  0 

so  wird  0  als  das  ordinäre  Potential  des  Svstemes  auf  sich  sei- 

Kl 

ber  zu  bezeichnen  sein;  gleichzeitig  erlangt  alsdann  die  Formel  (44.) 
die  einfache  Gestalt: 

(43.)  {dl)  Jt  on,  lIs  =  -  dO . 


§.  8. 
Ueber  die  inneren  Kräfte  elektrostatischen  Ursprungs. 

Die  repulsive  Kraft,  mit  welcher  zwei  elektrische  Massen  /i0 
und  //j  in  der  Entfernung  r  auf  einander  wirken,  hat  nach  dem 
(üoulomb'schen  Gesetz  den  Werth 

wo  q>(r)  gewöhnlich  =  -  gesetzt  wird.  Indessen  mag,  der  grösse- 
ren Sicherheit  willen,  im  Folgenden  unter  (p(r)  eine  Function  ver- 
standen sein,  welche  nur  für  beträchtliche  r  identisch  mit  -,  hin- 
gegen für  sehr  kleine  r  von  noch  unbekannter  Beschaffenheit  ist. 

Dieses  Coulomb'sche  Gesetz  giebt  an  und  für  sich  über  die 
eigentliche  Wirkung  der  in  Rede  stehenden  Kräfte  noch  keinen  Aus- 
schluss; vielmehr  bedarf  es  zu  diesem  Zwecke  irgend  welcher  ac- 
cessorischer  Annahmen.  Die  Hypothesen,  deren  man  in  dieser  Bezie- 
hung sich  zu  bedienen  pflegt,  sind  folgende: 

(44.)  .  .  .  Erste  Hypothese.  Die  ponderomotorische  Kraft  eist. 
Us  Ä,  mit  welcher  zwei  ponderable  Massenelemente  DM0  und  DMX 
aufeinander  wirken,  ist  identisch  mit  derjenigen  Kraft,  welche  nach 
dem  Coulomb'schen  Gesetz  stattfindet  zwischen  ihren  augenblick- 
lichen elektrischen  Ladungen,  und  hat  also,  falls  man  diese  La- 
dungen mit  ^o  und  /*i  bezeichnet,  den  Werth: 

=    —  /Vi  ~jj-  - 
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45.)  .  .  .  Zweite  Hypothese.  Die  elektromotorische  Kraft  eist.  IJs 
JR,  welche  DM\  hervorruft  in  irgend  einem  Punkte  mQ  des  Elementes 
fljf01  ist  identisch  mit  derjenigen  Kraft,  welche  nach  dem  Co ulonib'- 
schen  Gesetz  stattfindet  zwischen  der  augenblicklichen  Ladung  von 
DMi  und  einer  in  jenem  Punkt  w0  concentrirt  gedachten  Elektrici- 
tätsmenge  Eins.  Sie  hat  also,  falls  man  die  Ladung  von  DM\  wie- 
derum mit  fii  bezeichnet,  den  Werth: 

Von  diesen  Vorstellungen  aus,  lüsst  sich  nun  dasjenige  Quantum 
lebendiger  Kraft  und  Warme  (dT+ rfQ)Jielgt.Ug,  welches  im  Sy- 
steme A,  Ä,  C,  .  .  .  speciell  durch  die  Kräfte  [J,  eist.  Us]  während 
der  Zeit  dt  hervorgebracht  wird,  näher  untersuchen.  Bezeichnet  man 
das  elektrostatische  Potential  des  Systemes  auf  sich  selber  mit 
U,  so  kann  das  Resultat,  zu  welchem  man  gelangt,  *)  ausgedrückt 
werden  durch  die  Formel: 

'40.)  .  idT+dQ)J,rM.VH  =  -(W. 

§.  9. 

Folgerung  nus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft. 

Dieses    Princip    konnte    [vergl.   (33.) ,   (34.) ,   (36.)]    ausgedrückt 
werden  durch: 

(dT+dO)j=  -rfi, 
oder  auch  durch: 

(dT)JtWi.„.  -*-  (dT+dQ)MVt  +  (</T+f/0).,,ftldy.ü8=  -  d£ . 

Subtrahirt  man  von  dieser  Formel    die   in   (43.)    und  (46.)    gefunde- 
nen  Formeln: 

(47.a)  [dT)J%wd.*  =  -dO, 

(47.b)  (dT+dQ)MVs  =  -du, 

so  erhält  man: 

(17.C)  (dT+  dQjj,  eldy.  üs  =   -dlj-O-U   ; 

in  Worten  ausgedrückt: 


*)  In  Betreff  einer  ausführlicheren  Darstellung  verweise  ich  auf  meine  »Theorie 
der  elektrischen  Kräfte«,  pag.  24—33. 

32* 
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(48.)  ....  Dasjenige  Quantum  von  lebendiger  Kraft  und 
Wärme,  welches  in  dem  gegebenen  Systeme  A,  fi,  C,  .  .  . 
speciell  in  Folge  der  Kräfte  [J,  eldy.  Us]  während  eines 
Zeitelementes  sich  entwickelt,  ist  das  vollständige  Diffe- 
rential einer  gewissen  (unbekannten)  Function  —  {£ — 0 — [/), 
welche  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Beschaf- 
fenheit des  Systems. 

Die  in  Rede  stehende  Formel  (47.c)  bezieht  sich  wesentlich  auf 
die  noch  unbekannten  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs,  und 
wird  im  Folgenden  zur  näheren  Bestimmung  dieser  Kräfte  von 
grossem  Nutzen  sein. 

Dritter  Abschnitt. 

Untersuchung  der  von  Ampere  und  Faraday  ent- 
deckten Kräfte.  —  Erste  Methode. 

§•  i. 

Die  Grundeigenschaften  dieser  Kräfte.  *) 

Zwei  lineare  Leiter  *,  S\  und  ein  körperlicher  Leiter  A  seien 
begriffen  in  beliebigen  Bewegungen,  während  gleichzeitig  im  Innern 
eines  jeden  irgend  welche  elektrische  Strömungen  stattfinden.  Die 
in  zwei  Elementen  ßs,  Dsx  jener  linearen  Leiter  zu  den  Zeiten  i 
und  l  +  dl  vorhandenen  Stromstärken  mögen  bezeichnet  sein  respec- 
tive  mit  J,  Jt  und  J  +  dJ,  /i  +  dJ\ .     Es  handelt  sich 


einerseits  um  die  Untersuchung 
derjenigen  ponderomotori- 
schen  Kraft  Pdl,  welche  das 
Stromelement  Dst  während  der 
Zeit  dt  ausübt  auf  das  Strom- 
element Ds; 


andrerseits  um  die  Unter* 
suchung  derjenigen  elektromo- 
torischen Kraft  Edt,  welche 
das  Stromelement  Ds{  während 
der  Zeit  dl  hervorbringt  in  irgend 
einem  Punkte  des  Körpers  A. 


Wenn   wir  von  den  Vorstellungen   und   Gesetzen,   die  man   in 
Betreff  dieser  Kräfte    anzunehmen  gewohnt    ist,    Alles    abscheiden, 

*)  Im  Folgenden  werden  diese  Kräfte  bald  als  die  von  Ampere  und  Faraday 
entdeckten  Kräfte,  bald  aber  auch  (nach  ihrem  Charakter)  als  die  pondero-  u/id 
elektromotorischen  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs  bezeichnet  werden ;  es  sind 
dieselben,  welche  in  der  Einleitung  (p.  K  \9)  respective  mit  (a.)  und  (/*.)  benannt  waren. 
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was  irgendwie  misslich  und  zweifelhaft  erscheint,  so  bleiben  gewisse 
Grundeigenschaften  übrig,  die  wir  hier  in  möglichst  Übersichtlicher 
Weise  zusammenzustellen  versuchen  wollen.     Es  sind  folgende: 


(49.) 


Erste  Grundeigenschaft. 


(a.)  .  .  Die  (auf  die  Zeiteinheit 
bezogene)  Kraft  P  ist  propor- 
tional mit 

JJiDsDsi ; 

sie  schlägt  daher  in  ihr  Gegen- 
theil  um,  sobald  in  einem  der 
beiden  Elemente  die  Stromrich- 
tung umgekehrt  wird,  bleibt  hin- 
gegen ungeändert,  sobald  eine 
solche  Umkehrung  in  beiden 
Elementen  erfolgt. 


(a.)  .  .  Die  (auf  das  Zeitele- 
ment  bezogene)  Kraft  Edt  ist 
zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  welche 
respective  proportional   sind   mit 

J{ÜSi     und     (dJi)Dsi ; 

von  denen  also  z.  B.  die  erstere 
in  ihr  Gegentheil  umschlägt,  so- 
bald die  in  Dsi  vorhandene  Strom- 
richtung umgekehrt  wird. 


Zweite  GrundeigeHschafL 


(b.)  .  .  Abgesehen  von  dem 
genannten  Factor  ist  die  Kraft  P 
nur  noch  abhängig  von  der  zur 
Zeit  t  zwischen  Ds\  und  Ds  vor- 
handenen relativen  Lage. 

Denkt  man  sich  also  von 
/jZfei,  JD$,  P  das  Spiegelbild 
JiDoi ,  JDo ,  TT  entworfen  in  Be- 
zug auf  irgend  eine  Ebene,  so 
wird,  ebenso  wie  P  die  Kraft 
\onJ\Dst  auf//)«  vorstellt,  ebenso 
auch  TT  diejenige  Kraft  repräsen- 
tiren,  welche  J\Doi  auf  JDo  ausübt. 


(ß.)  .  .  Abgesehen  von  den 
genannten  beiden  Facto ren  ist 
die  Kraft  Edt  nur  noch  abhängig 
von  der  zur  Zeit  t  zwischen  Dsi 
und  A  vorhandenen  relativen 
Lage,  sowie  von  denjenigen  Aen- 
derungen,  welche  diese  relative 
Lage  erleidet  während  des  Zeil- 
elementes  dt. 

Sind  diese  Aenderungen  Null 
und  ist  dJi  ebenfalls  Null,  so 
verschwindet  die  Kraft. 

Die  Kraft  Edt  ist  ajso  (wie 
aus  dem  Gesagten  folgt)  unab- 
hängig z.  B.  von  den  in  A  vor- 
handenen  elektrischen  Vorgängen. 
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Dritte  Grundeigenschaß. 


(c.)  .  .  Die  Kraft  P  kann  er- 
setzt werden  durch  diejenigen 
ponderomotorischen  Kräfte,  wel- 


(y.)  .  .  Die  Kraft  Edt  kann 
ersetzt  werden  durch  diejenigen 
elektromotorischen  Kräfte,  welche 


che  die  Componenten  von  Dsi  die  Componenten  von  D«i  in 
ausüben  auf  die  Componenten  i  dem  betrachteten  Punkte  des  Kör- 
von  Ds.  |    pers  A  hervorbringen. 

Bei  (c.)  und  (y.)  sollen  die  Componenten  genommen  gedacht 
werden  nach  völlig  beliebigen  (ruhenden  oder  in  Bewegung  be- 
griffenen) Richtungen.  Selbstverständlich  soll  aber  in  den  coinpo- 
nirenden  Elementen  dieselbe  Stromstärke  und  dieselbe  Aenderung 
der  Stromstärke  vorausgesetzt  sein,  wie  in  dem  ursprünglichen  Ele- 
mente. 

Im  Folgenden  soll  nun  untersucht  werden,  in  wie  weit  die 
Kräfte  Pdl  und  Edl  ihre  Richtung  und  Stärke  noch  aus  diesen 
Grundeigenschaften  (49.)  und  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft 
(48.)   sich  bestimmen  lassen. 

§•  2. 

Die   aus   den   Grundcigensch  aflen    für  die    ponderomotorischen 

Kräfte  sich  ergebenden  Formeln. 

Es  sei  r,  ty,  $  ein  rechtwinkliges  Axensystem,  dessen  erste  Axe 
zusammenfällt  mit  der  Verbindungslinie  r  der  beiden  Stromelemente 
Jus,  J\Ds\. 

Wir  bezeichnen  die  diesen  Axen  entsprechenden  Componenten 
von  JDs  mit  a,  b,  c,  diejenigen  von  JJh{  ebenfalls  mit  a,  b,  c, 
und  endlich  jede  in  Betracht  kommende  Kraft,  jenachdem  sie  par- 
allel zu  j,  1)  oder  j  ist,  mit  3£,  *?)  oder  3-  Bedienen  wir  uns  der 
Worte  longitudinal  und  transversal,  um  anzudeuten,  ob  eine  gege- 
bene Richtung  parallel  oder  senkrecht  zu  r  ist,  so  sind  die  Elemente 
ci,  a  und  die  Kraft  £  longitudinal,  andrerseits  die  Elemente  b,  b,  c,  c 
und  die  Kräfte  $,  3  transversal  zu  nennen. 

Aus  den  Grundeigenschaften  (49. a,  b,  c)  der  ponderomotorischen 
Kräfte  ergeben  sich  nun  zunächst  fünf  einzelne  Sätze,  die  wir 
(50.  I,  II,  III,  IV,  V)   der  Reihe  nach  besprechen  werden. 
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(50.  I)  .  .  .  .  »Die  ponderomotorische  Einwirkung  von  a  auf  a  ist 
»dargestellt  durch  eine  Kraft  £.  —  Mit  andern  Worten:  Zwei  lon- 
»gitudinale  Elemente  üben  aufeinander  longitudinale  Kräfte  aus«. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergiebt  sich, 
unter  Anwendung  des  Satzes  vom  zureichenden  Grunde,  unmittelbar 
aus  den  Voraussetzungen  (49.a,  b). 

(50.  II)  ...  .  »Die  Wirkung  von  b  auf  b  ist  dargestellt  durch  eine 
»Kraft  X.  —  D.  h.  zwei  parallele  transversale  Elemente  üben  auf- 
»einander  longitudinale  Kräfte  aus«. 

Beweis.  —  Bezeichnet  man  die  von  b  auf  b  ausgeübte,  vor- 
läufig noch  völlig  unbekannte  Kraft  mit  £,  §f),  3>  so  wird  das 
Spiegelbild  von 

(<0  b b,  *,  g),  3 

nach  der  Richtung  X)  (d.  i.  in  Bezug  auf  die  jj -Ebene)  dargestellt 
sein  durch 

(«.)  b' b\  J,  8)',  3, 

wo  unter  den  accentuirten  Linien  solche  zu  verstehen  sind,  welche 
mit  den  ursprünglichen  gleiche  Länge,  aber  entgegengesetzte  Rich- 
tung haben.  Aus  diesem  Spiegelbilde  (<j.)  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  (49.b),  dass  die  von  b'  auf  b'  ausgeübte  ty-Componente 
=  g)'  ist.  Andrerseits  aber  folgt  aus  (p.)  mit  Rücksicht  auf  (49. a), 
dass  jene  von  b'  auf  b'  ausgeübte  ty-Componente,  genau  ebenso  wie 
die    von    b   auf  b    ausgeübte,   =  g)    ist.     Somit    ergiebt    sich    also 

$' =  g),  d.  i.  2)  =  o. 

Es  sei  nun  ferner  das  Spiegelbild  von  ((>.)  nach  der  Richtung 
j  angedeutet  durch: 

(t.)  ,      b b,X,g),3'; 

alsdann  folgt  aus  (p.)  und  (t.)  sofort,  dass  die  von  b  auf  b  ausge- 
übte j-Componente   sowohl  =  3>   a's   auch  =  3'  ist,    dass   mithin 

3  =  3'  °der  (vvas  dasselbe)  3  =  0  ist. 

Somit   ist   nachgewiesen,    dass  g)  =  0   und  3  =  0   sein  muss, 
dass  also  die  Kraft  X,  3),  3  auf  3?  sich  reducirt;  w.  t.  z.  w. 
(50.  III)  ....  »Die  Wirkung   von  a   auf  b  ist  dargestellt  durch   eine 
»Kraft  2).  —    D.  h.   die  von  einem   longitudinalen  Element  auf  ein 
»transversales  ausgeübte  Kraft  ist  dem  letztern  parallel«. 
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Beweis.  —    Die  vorläufig  noch  unbekannte,   von  a  auf  b   aus- 
geübte Kraft  sei  bezeichnet  mit  $,  *?),  3-     Das  Spiegelbild  von 

(«>.)  a b,*,2),3 

nach  der  Richtung  X)  wird  alsdann  dargestellt  sein  durch : 

(*)  a.' b',X,2)\3- 

Aus  (o.)  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (49.b),  dass  die  von  a  auf  b'  aus- 
geübte Kraft  die  Componenten  £,  §)',  3;  andrerseits  aber  folgt  aus 
((>.),  unter  Rücksicht  auf  (49.a),  dass  die  Componenten  der  ebenge- 
nannten Kraft  gleich  £',  £f)\  3'  s*nd.  Somit  ergiebt  sich  £  =  X'  und 
3  =  3'  >  d.  i.  X  =  0  und  3  =  0;  w.  z.  z.  w. 
(50.  IV)  ...  .  »Die  Wirkung  von  b  auf  a  ist  dargestellt  durch  eine 
»Kraft  2).  —  D.  h.  die  von  einem  transversalen  auf  ein  longitudi- 
»nales  Element  ausgeübte  Kraft  ist  dem  erstem  parallel«. 

Der  Beweis  ist  derselbe  wie  bei   (50.  III). 
(50.  V)  .  .  .  .  »Die  Wirkung  von  b  auf  c  ist  Null.  —  D.  h.  zwischen 
»zwei  zu  einander  senkrechten  transversalen  Elementen  findet  keine 
»Einwirkung  statt«. 

Beweis.    —   Die   vorläufig   unbekannte  Kraft,    welche  b  auf  c 
ausübt,  sei  bezeichnet  mit  3E,  §),  3-    Die  Spiegelbilder  von 

(eO  b c,x,2),3 

nach  den  Richtungen  \)  und  $  werden  alsdann  dargestellt  sein  re- 
spective  durch 

(*)  V c,  £,?)',  3, 

und  durch: 

W     -  b c',$,g),3#- 

Aus  (p.)  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (49.a),  dass  die  von  b'  auf  c,  und 
ebenso  auch  die  von  b  auf  c'  ausgeübte  Kraft  dargestellt  ist  durch 
£\  <9\  3  •  Diese  Componenten  £',  $',  3  müssen  daher,  mit  Hin- 
blick auf  (o.)  und  (t.)  ,  identisch  sein  mit  £,2)',3>  und  ebenso 
auch  identisch  sein  mit  3E,  $,  3-  Somit  folgt:  X'  =  X,  2)'  ==  g), 
3'  =  3 ,  d.  i.  $  ss  0 ,  g)  s=  0 ,  3  =  0;  w.  z.  z.  w. 

Die  Ergebnisse  (50.  I,  II,  III,  IV,  V)  können  vereinigt  werden  zu 
folgenden  Sätzen: 

(51.)  ....  Die  Wirkung  zwischen  zwei  longitudinalen  Ele- 
menten ist  longitudinal. 
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Die  Wirkung  zwischen  zwei  transversalen  Elementen 
ist  longitudinal  oder  Null,  jenachdem  die  Elemente  paral- 
lel oder  senkrecht  zu  einander  sind. 

Die  Wirkung  zwischen  einem  longitudinalen  und  einem 
transversalen  Element  ist  dem  letztern  parallel. 

Die  Componenten  der  beiden  gegebenen  Stromelemente  JDs  und 
J\D*\  mögen  fortan  (genauer  als  bisher)  bezeichnet  werden  mit 
a ,  b ,  c  und  ai ,  bi ,  Ci ;   so  dass  also  die  Formeln  stattfinden : 

a  =  JDs  cos  (Ds ,  j) ,  ai  =  J%Dsi  cos  (Dsx ,  j) , 

b  =  JDs  cos  (Ds ,  \j) ,  bi  =  J\Dsx  cos  (Dst ,  Xjf) , 

c  =  JDs  cos  (Ds ,  j) ,  Ci  =  JiDsi  cos  (Ds% ,  j) . 

Zufolge  (49. c)  ist  die  von  J\Dsi  auf  JDs  ausgeübte  Wirkung 
£><D>3  identisch  mit  der  Summe  derjenigen  Wirkungen,  welche 
at9bi,Ci  ausüben  auf  a,  b,  c.  Diese  letztern  Einwirkungen  aber 
lassen  sich  mit  Rücksicht  auf  (49.a,b)  und  (51.)  augenblicklich  an- 
geben. So  wird  z.  B.  die  von  di  auf  a  ausgeübte  Kraft  longitudinal 
sein,  und  den  Werth  üidf(r)  besitzen,  wo  f(r)  eine  unbekannte  Func- 
tion der  Entfernung  vorstellt;  ferner  werden  die  von  bi  auf  b  und 
von  Ci  auf  c  ausgeübten  Kräfte  gleichfalls  longitudinal  sein,  und  die 
Werthe  besitzen  biby(r)  und  CiCy(r),  wo  y(r)  wiederum  eine  unbe- 
kannte Function  der  Entfernung  vorstellt. 

Wir  wollen  nun  jene  Componenten  $,  2),  3  der  von  J\Ds\  auf 
JDs  ausgeübten  Wirkung  der  Reihe  nach  in  Betracht  ziehen.  —  Die 
longitudinale  Componente  £  kann,  nach  (51.),  nur  herrühren  von 
den  drei  Wirkungen  (cii ,  a) ,  (bi ,  b)  und  (ci ,  c) ;  sie  besitzt  daher 
den  Werth: 

(52.a)  3E  =  aia£  -#-  (bib  +  de) ^ , 

wo  q  und  q  für  die  unbekannten  Functionen  f\r)  und  <p(r)  gesetzt 
sind.  Ferner  kann  die  Componente  2),  nach  (51.),  nur  herrühren 
von  den  beiden  Wirkungen  (bi ,  a)  und  (<ti ,  b) ;  so  dass  man  erhält : 

(5J8./J)  2)  =  biaa-HaibT, 

wo  a,  t  neue  unbekannte  Functionen  von  r  sind,  die  von  einander 
verschieden  sein  können.     Endlich  erhält  man: 

(52.y)  3  —  Ciaa  +  aiCT, 
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wo  o9  r  notwendiger  Weise  genau  dieselben  Functionen  sind,  wie 
in   (52./?). 

An  Stelle  des  Axensystemes  j,  1),  $,  dessen  erste  Axe  mit  r  zu- 
sa#)menftUlt,  und  die  Richtung  (D*\  —  >  Ds)  besitzen  mag,  soll  gegen- 
wärtig ein  beliebiges  rechtwinkliges  Axensystem  x,  y,  z  eingeführt 
werden.  .Sind  X,  Y,  Z  die  diesem  neuen  System  entsprechenden 
Componenten  der  Kraft  £,2),  3  (52.a,  /*,  /;,  so  ergiebt  sich  sofort: 

X  =  3fA  +  g)A'  +  3A", 

wo  A,  A',  A"  die.  Richtungscosinus   von  x   in  Bezug   auf  5,  ty,  )  vor- 
stellen.    Hieraus  folgt  durch  Substitution  der  Werthe  (52.a,  #7): 

.X  =  Aacii£  •+- A(bbi -h  cd)7 

,+  (A'bi  rt-  A"ci}aa  n*-  (A'b  -I-  A"c)aiT  , 
odei^  (was  dasselbe  ist) : 

X  =  Aaai(p  —  Q—a  —  r)  +  A(aai  +  bbi  •+■  cci)  "£ 

+  (Aai  +  Ab,  +  A"ci)aa  +  ( Aa  +  A'b  +  A"c)aiT. 

Nun  werde  gesetzt: 

a  =  JDs  .  0 ,  ai  =  Ji  Ztoi .  ö, , 

b  =  JDs.  6',  bi  =  /iö*i.6i', 

c  =*  /Ds  ,  6",  Ci  =  JiDsi .  0/', 

wo  6,6',  0"  und  0,  ,  0/,  ©1"  die  Richtnngscosinus  von  JDs  und  J\Dsi 
in  Bezug  auf  I,  ty,  $  vorstellen.     Alsdann  folgt: 

X  =  JDs  .  J{Ds{  .  [Aeetß  — J"— a  — t)  +  A(00,  +  0'0/  -I-  Wü 

+  (A04  +  A'0/  -h  A"0,")0g  -4-  (A0  +  A'0'  -+-  A"©")^. 

Nun  ist  A  =  cos({,  x)  =  cos  (r,  #},  also  ausdruckbar  durch 

A  —  — —  1 

wo  alsdann  xyy,z  wid  xt,  yi9  Z\  die  dem  neuen  Axensystem  ent- 
sprechenden Koordinaten  von  JDs  und  JiDs{  vorstellen.  Bezeichnet 
man  mit  Bezug  auf  eben  dasselbe  System  die  Richtungscosinus  von 
JDs,  JJk{  mit  A,  B,  T,  A, ,  B, ,  I", .  und  mit  E  den  Cosinus  des  zwi- 
schen JDs,  J\Ds\  vorhandenen  Neigungswinkels,  so  wird:  ' 

A  =  A0  +  A'0'  +  A"0"  , 
A,  =  A^+A'^'-hA"^", 

e  =  eei+e'Oi'-t-ff'er. 
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Uemgemäss  kann  die  Formel  für  X  auch  so  geschrieben  werden : 

-H  At0o  -+-  AGtrj  . 

Analoge  Werthe  resultiren  für   Yr,  Z;    und  man  gelangt  daher ,   falls 

zur  Abkürzung  q  —  q  —  o  — .  r  schlechtweg  =  p  gesetzt  wird ,    zu 
folgendem  Resultat: 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten,  die  Richtungscosinus 
und  die  Ampere'schen  Argumente*)  zweier  elektrischen 
Stromelemente  JDs,  J\Dsy  respective  mit  #,  y,  z,  x\,  yi,  St, 
mit  A,  B,  T,  Ax,  Bt,  rt>  und  mit  r,  0,  61?  E,  so  werden  die 
Componenten  X,  V,  Z  der  von  J|D$t  auf  JDs  ausgeübten 
ponderomotorischen  Kraft  die  Werthe  besitzen: 

x  =  JDs .  /i/te,  [(pee,  +  q£) ^—^  -h  (oeAj  +  t^a)  I , 

;53.)  y  =  JDs.  J.Dst  [{Qee{  +  jte) ^  +  (öOb,  +  TetB) j , 

z  =  JDs.  JtDst  [fcee,  +  gE) £=*  +  (0er,  +  r^r)] . 

Dabei  sind  unter  p,  JT,  a,  t  vier  nQch  unbekannte,  lediglich 
von  r  abhängende  Functionen  zu  verstehe«. 

Jene  ponderomotorische  Kraft  kann,  wie  aus  (53.)  folgt,  in  die 
drei  Kräfte  zerlegt  werden 

JDs .  JtDsi^ee,  +  jE) 

J/)S  .  JiDsi  .  T©!  , 

von  denen   die  erste  die  Richtung  r  (Ds\  - — ►  Ds) ,    die   zweite   die 
Richtung  At,  Bj ,  Tn  die  dritte  die  Richtung  A,   B,  T  besitzt. 

Ehe  wir  auf  die  Bestimmung  der  unbekannten  Functionen 
e*  <f,  o,  t  uns  einlassen  können,  müssen  wir  zuvor  eine  analoge 
Untersuchung  anstellen  über  die  elektromotorischen  Kräfte.  *#) 


*)  Vergl.  p.  424. 
**)  Die  in  diesem  §  angewandte  Methode  ist  im  Wesentlichen  identisch  mit 
derjenigen,  deren  Stefan  sich  bedient  hat  in  seiner  ausgezeichneten  Arbeit  über  die 
Gruiidformeln  der  Elektrodynamik.    (Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie,  Bd.  59, 
zweite  Abtheilung,  pag.  693.) 
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§.  3. 

Die  aus  den  Grundeigenschaften  für  die  elektromotorischen 

Klüfte  sich  ergebenden  Formeln. 

Ebenso  wie  in  (49. a,  /?,  y),  sei  Edt  diejenige  elektromotorische 
Kraft,  welche  das  inducirende  Stromelement  J\D$X  während  der  Zeit 
dl  hervorbringt  in  irgend  einem  Punkte  m  des  inducirten  Körpers 
A.  Auch  sei,  ebenso  wie  damals,  vorausgesetzt,  dass  während  der 
Zeit  dt  die  Stromstärke  Ji  und  die  räumlichen  Lagen  von  J\Dsx  und 
A  in  beliebiger  Weise  sich  ändern.  —  Ferner  seien  Jett,  2)d/,  $dt 
die  Componenten  von  Edt  nach  drei  aufeinander  senkrechten  Axen 
j,  ty,  $,  welche  vom  Punkte  m  ausgehen  und  mit  der  ponderablen 
Masse  von  A  starr  verbunden  sind. 

Lassen  wir  nun  vom  Punkte  m  in  willktihrlichen  Richtungen 
irgend  welche  Linienelemente  Ds,  Ds\  Ds\  ....  ausgehen,  die 
ebenfalls  mit  der  ponderablen  Masse  von  A  starr  verbunden  sind, 
und  deren  Richtungscosinus  in  Bezug  auf  die  Axen  j,  ty,  j  mit 
Ä,  93,  (£,  9l\  93',  6\  91",  99",  (T,  .  .  .  bezeichnet  sein  mögen,  so 
werden 

mt  =  WUi  +  93$  dl  -+-  G3* , 

(si.)   #  <r<ft  =  *'xa + »#2)rf* + ar3^ , 

(T  dl  =  VSdt  +  93"g)*  +  6"3^ , 


die  den  Richtungen  Ds,  Ds  ,  Ds" ,  .  .  .  entsprechenden  Componenten 
von  Edt  vorstellen,  oder  (was  dasselbe  ist)  diejenigen  elektromotori- 
schen Kräfte  vorstellen,  welche  JiDsi  in  den  Drahtelementen  Ds9  Ds, 
Ds"  ,  .  .  .  hervorbringen  würde.  Diese  Kräfte  aber  können  auf  Grund 
der  Eigenschaften  (49.«,  /?,  y)  näher  bestimmt  werden. 

Sind  nämlich  r,  6,  0, ,  E  die  Am'pere'schen  Argumente*)  für 
die  beiden  Elemente  J\Dsi  und  Ds,  so  ist  die  relative  Lage  der 
beiden  Elemente  zu  einander  und  die  Aenderung  dieser  relativen 
Lage  während  der  Zeit  dl  vollständig  bestimmt  durch  Angabe  der 
acht  Grössen 

r,  0,  0,,  E,  dr,  d0,  c/0, ,  dE. 
Die  von  J\Ds\   während   der   Zeit  dl   im   Drahtelement   Ds  erzeugte 


*)   Vergl.  pag.  424. 
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elektromotorische  Kraft  Qdt  muss  daher,  nach  (49. a,  ß),  darstellbar 
sein  durch: 

Qtdt  es  /,/)*,  .  F(r,e,  0, ,  E,  dr,  de,  de, ,  dE) 
+  (dJi)Dsx .  C(r,  6,  6t ,  E,  dr,  de,  de, ,  dE)  , 

wo  die  Functionen  F,  6  lediglich  abhängen  können  von  den  beige- 
fügten Argumenten.  Durch  Entwicklung  der  Functionen  F,  G  nach 
den  unendlich  kleinen  Argumenten  dr,  d6,d6i,  dE  folgt: 

F  =  H+Kdr  +  Lde  +  Md6x  •+-  NdE  , 
G  =  0  +  i>dr  -I-  Ode  -f-  Adei  +  SdE ; 

sodann  aber  folgt  durch  Substitution  dieser  Entwickelungen  (unter 
Fortlassung  der  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung)  sofort: 

Qdt  =  JxDst(H  ■+-  Ä^rfr  +  Lde  ■+-  Äfd6i  -h  iVdE) 
+  {dJi)D8X.0; 

wo  die  H,  K3  L,  Af,  2V,  0  nur  noch  von  den  vier  Argumenten 
r,  e,  6, ,  E  abhängen  können.  —  Nach  (49./?)  verschwindet  die 
Kraft  Q.dt ,  sobald  die  Aenderungen  dr ,  de ,  d6i ,  dE ,  dJ\  sämmtlich 
Null  sind.    Somit  folgt :  //  =  0 ,  und  also : 

(55.)       (&dl  =  D8x[Jx(Kdr  +  Lde  -4-  MdQv  +  iVdE)  +  OdJ,] . 

Vertauscht  man  in  Gedanken  Ds  mit  Ds\  Ds\  .  .  .,  so  erhält 
man  der  Reihe  nach  die  in  (54.)  angeführten  Ausdrücke;  woraus 
folgt,  dass  6d<  eine  homogene  lineare  Function  von  91,  93,  ß 
sein  muss.  Gleiches  muss  daher  gelten  von  dem  Ausdrucke  (55.). 
Hieraus  aber  folgt,  weil  die  Aenderungen  dr,  de,  d6i,  dE,  dJ, 
von  einander  unabhängige  willkührliche  Grössen  sind,  dass  Gleiches 
auch  gelten  muss  von  den  einzelnen  Gliedern  des  Ausdruckes  (55.), 
also  gelten  muss  von  den  fünf  Producten: 

(56.)  Kdr,       Lde,       AMe, ,       iVdE,       OdJx. 

Hieraus  aber  ergeben   sich  die  Mittel   zur  näheren  Bestimmung  von 
A\  L,  M,  N,  0. 

Es  ist  nämlich 

e  =  HU  +  8ö+Kffi,    de=  («dU +...), 
(57.)      8,  =  2liU  +  ©t«  +  S»2B ,  det  -  (<H,dU  +  ...)  +  (U<*«i  + .  •  •), 
E  =  %%  +  SB»,  -l-  ddx , '  dE  =  («d9l,  +  .. .) , 
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wo  ü,$,28  und  9li,  5)i,  (£1  die  Richtüngscosinus  von  r  und  JiD*\ 
in  Bezug  auf  die  Axen  j,  l),  j  vorstellen;  während  91,  93,  (£  die 
Richtungscosinus  des  mit  diesen  Axen  starr  verbundeuen  Elementes 
Ds  vorstellen  {so  dass  also  91,  93,  (£  unveränderlich,  mithin  d9l, 
d93,  dg  Null  sind). 

Die  beiden  Producte  LdQ  und  iVdE  sollen  homogene  lineare 
Functionen  von  91,  93,  (i  sein;  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  die 
Werthe  von  d0,  dE  (57.) ,  dass  L  und  N  von  91,  93,  (S  unab- 
hängig sind. 

Die  übrigen  Producle  Kdr,  AfdÖi,  OdJx  sollen  ebenfalls  homo- 
gene lineare  Functionen  von  91 ,  93 ,  (£  sein ;  hieraus  folgt ,  mit  Rück- 
sicht auf  (57.),  dass  K,  j#,  0  gleichfalls  homogene  lineare 
Functionen  von  91,  93,  (£  sind. 

Nun  hängen  aber,  wie  vorhin  bemerkt  wurde,  die  fünf  Func- 
tionen L,  JV  und  ÜT,  itf,  0  lediglich  ab  von  r,  0,  0,,  E;  so  dass 
also  91,  93,  d  in  jenen  Functionen  nur  insofern  enthalten  sein  kön- 
nen, als  sie  Bestandteile  von  0,  E  {57.)  sind. 

Die  L,  N  werden  daher,  weil  sie  unabhängig  von  91,  93,  6 
sind,  auch  unabhängig  von  0,  E  sein. 

Und  andrerseits  werden  die  X,  Jf,  0,  weil  sie  homogene 
lineare  Functionen  von  91,  93,  (£  sind,  ebensolche  Functionen  auch 
von  0,  E  sein. 

Demgemäss  besitzen  also  die  L,  N  und  Ä,  Af,  0  folgende 
Formen : 

Ä=  0.K(r,  0,)  +E.R(r,  0,) ,  L  =  Afr,  6,), 

(58.)       M  =  0.M(r,  0,)  +  E.M(r,  0,),  iV  =  N(r,  0t), 

O  =  0.Q(r,0,)  -#-'E.5(r,0,), 

wo  die  K,  R,  A,  M,  M,  N,  Q,  U  lediglich  abhängen  von  den  bei- 
gefügten beiden  Argumenten  r,  Gi- 

Nach  (49.y)  ist  das  inducirende  Element  JiDsi  ersetzbar  durch 
seine  nach  beliebigen  Richtungen  genommenen  Componenten, 
einerlei  ob  diese  Richtungen  absolut  fest  oder  in  irgend  welchen  Be- 
wegungen begriffen  sind.  In  der  That  werden  wir  jene  Eigenschaft 
(49.y)  in  zwiefacher  Weise  anwenden:  zuvörderst,  indem  wir 
(zu  der  in  Rede  stehenden  Zerlegung)  drei  aufeinander  senkrechte 
Richtungen  £,  17,  f  benutzen,    welche!   mit   dem  Elemente  J\Ds\ 


Elektrodynamische  Untersuchungen.  479 

starr  verbunden  sind,  an  seiner  etwaigen  Bewegung  also  theil- 
nehmen;  sodann  später,  indem  wir  drei  aufeinander  senkrechte 
Richtungen  #,  y,  %  benutzen,  welche  ein  in  irgend  welcher  eige- 
nen Bewegung  begriffenes  System  bilden,  dessen  relative  Lage 
zu  J\D${  von  Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert. 

Unter  Anwendung  der  mit  J\D$\  starr  verbundenen  Axen  £,  17,  f 
führt  die  Eigenschaft  (49./)  zu  einer  genaueren  Kenntniss  der  Func- 
tionen A\  L,  M,  N,  0,  nämlich  zu  dem  Ergebnisse,  dass  die  For- 
meln (58.)  zu  ersetzen  sind  durch  *) : 

K  =  x60i  +  x  E,  L  =  A6i , 

(59.)  Afsr^e,  N=v9 

0  =  wGeiH-  «E, 

wo  x,  x,  A,  /i,  ?,  co,  ü)  nur  noch  von  r  abhängen. 

Ob  in  dem  inducirten  Drahtelement  Ds  schon  von  Hause  aus 
ein  elektrischer  Strom  vorhanden  ist  oder  nicht,  bleibt  gleichgültig. 
Denn  zufolge  (49./?)  ist  die  inducirte  elektromotorische  Kraft  völlig 
unabhängig  von  denjenigen  elektrischen  Processen,  welche  in  dem 
inducirten  Körper  stattfinden.  Demgemäss  gelangt  man  durch  Sub- 
stitution der  Werthe  (59.)  in  die  Formel  (55.)  zu  folgendem  Re- 
sultat: 

Befinden  sich  zwei  Stromelemente  JDs  und  J\lh\  in 
irgend  welcher  Bewegung  und  die  in  ihnen  vorhandenen 
Stromstärken  J  und  J\  in  irgend  welchem  Zustande  der 
Veränderung,  so  wird  die  während  der  Zeit  dt  von  JyDsx  in 
irgend  einem  Punkte  des  Elementes  JDs  (und  zwar  in  der 
Richtung  dieses  Elementes)  hervorgebrachte  elektromo- 
torische Kraft  (£dt  den  Werth  besitzen: 

(60.)     mt  =  D*,[J,((x00,  -*■  x"E)dr  -*•  A0id0  +  /i0d0i  -4-  vdE) 

+  («00!  -4-ftjE)dt/i]; 

hier    sind    r,  0,  ©i,  E    die    Ampere'schen    Argumente,    und 
x,  x,  X9  /i)  v,  co,  a>  sieben  unbekannte  Functionen  von  r. 

Wir  bringen  die  Formel  (60.),  welche  zur  augenblicklichen  Ab- 
kürzung angedeutet  werden  mag  durch: 


*)    Die   nähere  Ausführung   findet  sich  in  der  »Th.  der   elektr.   Kräfte«, 
auf  pag.  417 — 122. 
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(«.}  ^  (idt  =  Ds^df-i-  ydJt) , 

insbesondere  in  Anwendung  auf  den  Fall,  dass  die  Stromstärke  des 
inducirenden  Elementes  wahrend  der  Zeit  dt  einen  endlichen  Zu- 
wachs von  0  auf  J\  erlangt,  *)  Jene  Formel  («.)  nimmt  alsdann 
folgende  Gestalt  an: 

OS.)  mt  =  Ds^Yydf  +  <pjx) . 

Dass  im  zweiten  Gliede  Ji  (an  Stelle  des  früheren  dJ\)  zu  setzen 
ist,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Fraglich  aber  erscheint,  welcher 
Werth  im  ersten  Gliede  dem   Y\  beizulegen  ist. 

In  der  früheren  Formel  («.)  ist  es,  mit  Bezug  auf  jenes  erste 
Glied,  einerlei,  ob  dort  J\  selber,  oder  statt  dessen  Ji  +  dJx  gesetzt 
wird,  also  einerlei,  ob  daselbst  der  Werth  der  Stromstärke  zu  An- 
fang oder  zu  Ende  der  Zeit  dt  genommen  wird;  denn  der  Unter- 
schied zwischen  J\  und  J\  -+•  dJ{  ist  unendlich  klein.  In  der  Formel 
(/?.)  hingegen  scheint  eine  solche  Verwechselung  nicht  gestattet,  weil 
hier  die  Stromstärke  zu  Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  dt  die  sehr 
verschiedenen  Werthe  0  und  J\  besitzt.  Es  fragt  sich  also,  ob  in 
der  Formel  (ß.)  für  Yt  der  Werth  0 ,  oder  J\ ,  oder  vielleicht  ein 
gewisser  Mittelwerth  zu  nehmen  ist.  Um  rationell  zu  verfahren, 
würde  die  Zeit  dt  von  Neuem  in  unendlich  viele  (etwa  n)  Zeitele- 
mente zu  zerlegen  sein,  u.  s.  w. 

Glücklicher  Weise  sind  indessen  solche  Erörterungen  nicht  er- 
forderlich. Denn  man  bemerkt  sofort,  dass  das  erste  Glied  der 
Formel  (/?.)  verschwindend  klein  ist  gegen  das  zweite,  und  diesem 
gegenüber  also  vernachlässigt  werden  darf;  wodurch  jene  Formel 
sich  reducirt  auf: 

(y.)  (£dt  =  Dsx  .  vJi . 

Substituirt  man  für  cp  seine  eigentliche  Bedeutung,  so  ergiebt  sich 
also,  hinsichtlich  des  Satzes  (60.)  folgender  Zusatz: 

Erlangt  die  Stromstärke  des  inducirenden  Elementes 
Ds\  während  der  betrachteten  Zeit  dt  einen  endlichen  Zuwachs 
von   0  auf  Ji,    so  wird    die  von    ihm    während    dieser   Zeit 


*)  Solches  wird  z.  B.  stattfinde«,  wenn  wir  uns  einen  mit  Gleitstellen  behafte- 
ten Stromring  von  der  Stärke  J{  vorstellen ,  und  unter  Ds{  ein  Element  verstehen, 
welches  während  der  Zeit  dt  in  die  Strombahn  neu  eintritt. 
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in  Jus    hervorgebrachte    elektromotorische    Kraft    (Sd/    den 
Werth  besitzen: 

(61 .)  (£dt  =  Dst  (o>eet  -+-  wE)  Jx , 

wo  0,  0lf  Ev  cö,  w  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  in  (60.). 

Um  Näheres  zu  erfahren  über  die  noch  unbekannten  sieben 
Functionen  %,  x,  A,  //,  *s  o>,  w,  benutzen  wir  von  Neuem  die 
Eigenschaft  (49.y),  indem  wir  diesmal  zur  Zerlegung  von  JtDsi  ein 
rechtwinkliges  Axensystem  x,  y,  z  in  Anwendung  bringen,  welches 
begriffen  ist  in  einer  beliebig  gegebenen  eigenen  Bewegung. 
In  Bezug  auf  dieses  System  seien 

t/,   V,   W  die  Richtungscosinus  von  r(Dsi  — *  Ds) , 

A,  B,  T  diejenigen  des  inducirten  Elementes  Ds, 

Ai,  B, ,  rt  diejenigen  des  inducirenden  Elementes  J\Ds\\ 

so  dass  also  6,  6,,  E  sich  darstellen  durch  die  Formeln: 

6  =  ÜA  +  VB  +  HT, 
(62.)  ei  =  f/A1+  VBi+  WTl5 

E  =  AA,+  BBi+  ITi. 

Die  Eigenschaft  (49.y)  spricht  sich  aus  durch  die  Gleichung: 
(63.)  <£dl  =  G*A  -H  <$>dt  +  &dt , 

falls  wir  nämlich  unter  deft  und  Q?dt ,  &  dt ,  (S'efc  diejenigen  elektro- 
motorischen Kräfte  verstehen,  welche  in  Ds  während  der  Zeit  dt 
hervorgebracht  werden  würden  respective  von  J\Ds\  selber  und  von 
seinen  drei  Componenten  JiAiZ)*i,  JßxDsx,  J\YiDs\.  Die  Kraft  ($dl 
hat  nach  (60.)  den  Werth: 

(64.)      ddt  sb  D8x[Ji ((x06,  -4-  7E)rfr  -#-  AOirfG  +  /letfGi  -*■  vdB) 

■+•  (»eei  +  wE)d/i]. 

Was  die  Kraft  Gftfr  betrifft,  so  ist  zu  beachten,  dass  das  Ele- 
ment J\D$\  gegen  das  Axensystem  x,  y,  z  in  beliebiger  relativer 
Bewegung  begriffen  ist,  folglich  A,  B,  l~  in  irgend  welchen  Aende- 
rungen  begriffen  sind.  Zerlegt  man  also  J\Ds{,  entsprechend  den 
Axen  z,  y,  z,  in  drei  componirende  Stromelemente,  so  werden 
diese  letztern  während  der  Zeit  dt  ihrer  Länge   nach  sich  ändern. 

Das  der  x Axe  entsprechende  componirende  Element  besitzt  zu 
Anfang  und  zu  Ende  der  Zeit  dt  die  Längen  AiZfei  und  (At  +  dAi)JD$i, 

AMimmII.  iL  R.  S.  Gesellicb.  d.  Wiueatth.  XV.  33 
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und  kann  daher  aufgefasst  werden  als  ein  Aggregat  von  zwei  Ele- 
menten; von  diesen  besitzt  das  eine  die  constant  bleibende  Länge 
A^i  und  eine  von  J{  auf  Jx  -:~  <//,  anwachsende  Stromstärke,  das 
andere  hingegen  die  Lange  dtK{  D${  und  eine  von  0  auf  J{+dJ\ 
anwachsende  Stromstärke.  Dementsprechend  zerfällt  die  Kraft  G*df 
ebenfalls  in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  nach  (60.)  den 
Werth  hat: 

AlZ)«,[/i(x0f/+  *A)dr  +  WdO  H-  fiOdU  +  i'dA) 

+  (<o6U+  wA)dJ{\, 

wahrend  der  andere  nach  (61.)   dargestellt  ist  durch 

{dK)D$t{neü  +  SA)  (/,  +  dJx) , 

wo  im  letzten  Factor  das  gegen  Jv  verschwindend  kleine  dJ\  fort- 
gelassen werden  darf.  Man  erhalt  also  für  die  ganze  Kraft  (N/ 
den  Werth: 

<§*dt  =  Dsx[Jx  At  ((k0Ü  +  Z*)dr  +  WdO  +  fiQdU  +  rdA) 

+  («eü  +  «A)rf(Ai/i)], 

wofür  auch  geschrieben  werden  kann: 

(£*dl  =  Dsi[Ji({*9ü  +  x"A)Mr  -+-  W*xde  ■+■  //0d(f/A,)  +  *d(AA,}) 

+  (o>eü  +  SA)MJt  +  f  JirfAt] . 

Analoge  Werthe  resultiren  für  Q*dl9  S'cft;  und  durch  Addition  dieser 
Werthe  folgt  mit  Rücksicht  auf  (62.)  sofort: 

(65.)     (J*(ft  +  &dt  ■+-  d'dt  = 

sb  Dsx  [Jx  ((x00i  +  7E)  dr «+-  kerfO  +  fiQdQx  ■+-  vdE) 
+  (co00,  +  Zfc)dJt  +  /,(/*  tfA,  +  /MB!  +fd r,)] . 

Hier  steht  /x  zur  Abkürzung  für  den  Ausdruck 

so  dass  man  also  hat: 

/»  =  (w  —  /*)0f/  +  (S  —  i») A  , 
(66.)  />  =  (»  —  /j)0  V  +  £  —  y)B  , 

Bei  beliebigen  Lagen,  Bewegungen  und  Veränderungen  der  be- 
trachteten   beiden   Elemente  JDs  und   JiDgt   soll   nun,   zufolge  der 
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Eigenschaft  (49.y),  zwischen  den  Kräften  Qdt,  <&*dl,  1$»dt,  Q'dt 
jederzeit  die  Formel  (63.): 

(67.)  mt  =  &dt  +  &dt  +  (ä'dl 

stattfinden.  Diese  Formel  gewinnt  durch  Substitution  der  gefundenen 
Werthe  (64.),  (65.)  folgende  Gestalt: 

(68.)  0  =  f* dA,  +  fdBi  +  f'dVx . 

Sie  fuhrt  daher,  wenn  man  für  /*,  /*,  f  ihre  eigentlichen  Bedeu- 
tungen (66.)  einsetzt,  und  beachtet,  dass  dA,,  dBt,  dVx  durch  die 
Relation  AjdAi  -+•  B,dBi  -+-  TxdVx  mit  einander  verbunden  sind,  zu 
folgenden  drei  Gleichungen: 

((o  —  fi)QU  +  (£  — *)A  =  4>Af , 
(69.)  (co_^)eV+  (5—  ?)B  =  <t>B,, 

(co— i*)ew+  (Zi— v)v  =  «n, 

wo  0  einen  unbekannten  Factor  repräsentirt.  Aus  diesen  Gleichungen 
(69.)  aber  folgt  sofort,  dass  die  Functionen  (w  —  p)  und  (öl —  v) 
identisch  Null  sind.  Denn  wären  beide  von  Null  verschieden,  so 
würde  aus  (69.)  folgen,  dass  die  Richtungen  r,  Da,  Dsx  stets  in 
derselben  Ebene  liegen,  was  nicht  der  Fall  ist;  und  wäre  andrer- 
seits von  jenen  Functionen  nur  eine  von  Null  verschieden,  so  würde 
aus  (69.)  folgen,  dass  entweder  r  oder  Ds  stets  mit  Dsx  parallel 
bleibt,  was  ebensowenig  der  Fall  ist. 

Wir  gelangen  also  zu  dem  Resultat: 

(70.)  (A  =  (O  v  s=  <ü , 

wodurch  die  sieben  unbekannten  Functionen  auf  fünf  reducirt  sind. 
Der  in  (60.)  gefundene  Satz  kann  daher  gegenwärtig  folgendennassen 
ausgesprochen  werden. 

Befinden  sich  zwei  Stromelemente  JDs  und  JxDsx  in 
irgend  welcher  Bewegung  und  die  in  ihnen  enthaltenen 
Stromstärken  /  und  Jx  in  irgend  welchem  Zustande  der 
Veränderung,  so  wird  die  während  der  Zeit  dt  von  JxDsx  in 
irgend  einem  Punkte  des  Elementes  JDs  (und  zwar  in  der 
Richtung  dieses  Elementes)  hervorgebrachte  elektromoto- 
rische Kraft  ddl  einen  Werth  besitzen,  welcher  sich  dar- 
stellen lässt  durch: 

33* 
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(71 .)     &dt  =  /)«i[J,((xeei  +  *E)dr  +  lOxde  •+•  co0<te,  -f-  SdE) 

-+•  (o)00,  -h  wE)dJi] , 

oder  auch  durch: 

(72.)     $dt  =  D8X[J{(*QQ{  +  *E)dr  +  ?.e{de)  +  ^Qd[BiJi)  +  «<*(EJ,)]. 

Hier    sind    r,  0,  9lf  E    die    Amp^re'schen    Argumente,    und 
x,  x,  A,  w,  7ö  fünf  noch  unbekannte  Functionen  von  r. 

Beiläufige  Bemerkung.  Wir  bringen  die  Formel  (72.)  in 
Anwendung  auf  folgende  specielle  Aufgabe: 

»Es  sei  m  irgend  ein  Punkt  im  Innern  eines  (beliebig  gestal- 
teten) körperlichen  Leiters  A.  Ferner  seien  j,  ty,  ]  drei  von  m  ausge- 
»hende  auf  einander  senkrechte  und  mit  A  starr  verbundene  Axen.  Der 
»Körper  A  sammt  dem  Axensystem  j,  ty,  $  mag  (der  bequemeren 
»Ausdrucks  weise  willen)  als  absolut  unbeweglich  angesehen 
»werden«.  * 

»Ausserhalb  A  und  zwar  in  der  jt) Ebene  befinde  sich  ein  con- 
»stanter  elektrischer  Strom  (Ji,  8t).  Der  ponderable  Träger  des 
»Stromes  sei  von  starrer  Gestalt,  durch  irgend  welche  starren  Anne 
»mit  der  jAxe  verbunden,  und  um  diese  Axe  ,in  Rotation  begriffen«. 

»Es  sollen  die  (den  Axen  j ,  ty ,  }  entsprechenden)  Componenten 
»ftft,  <!)df,  3^  derjenigen  elektromotorischen  Kraft  Edi  ermittelt 
»werden,  welche  irgend  ein  Element  JiDsi  des  Stromes  während 
»der  Zeit  dt  im  Punkte  m  hervorbringt«. 

Sind  91,  93,  6  die  Richtungscosinus  einer  beliebigen  von  m 
ausgehenden  (mit  A  starr  verbundenen)  Linie,  so  wird  die  dieser 
Linie  entsprechende  Componente 

flj  +  93g)  +  d$dt 

der  Kraft  Edl  nach  (72.)  den  Werth  besitzen:  , 

(«.)      (9l£  +  m  +  63)  dt  = 

=  0*i[Vi((x00i-f-5rE)cir  +  föidQ)  +  «0d(0iJi)  ■+•  5rf(EA)l, 

wo  r  die  Entfernung  von  m  nach  Jx Dsx  und  6 ,  0t ,  E  die  der  Linie 
r,  der  Richtung  91,  93,  6  und  der  Richtung  Dst  entsprechenden 
Ampere'schen  Argumente  vorstellen.  Bei  der  gegenwärtigen  Auf- 
gabe sind  r,  0t,  /i  constant,  so  dass  also  die  Formel  (a.)  sieb 
reducirt  auf: 

{ß.)  (9«  +  932)  ■*•  63)^  =  ZiÄi  [A0i<fe  +  "dEl  • 
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Setzt  man  nun 

0!  =  cos  #1 , 

e  =  <hu  +©$  +  &B3, 
E  =  WU  +  9393,  +  GGi , 

wo  U,  ÜB,  28  und  %y  $Bi,  6,  die  Richtungscosinus  von  r(ro  — -+ Ds\) 
und  D*i  vorstellen  sollen,  und  beachtet  man,  dass  21,  93,  d  con- 
stant  sind,  so  folgt: 

\y.)     (%X  +  .  .  -)dl  =  ID*mX  cos*i(»rfU  +  ...)+  S(«««i  •+•  .  . .)]. 

Hieraus  aber  folgt,  weil  die  Richtung  9J,  93,  (&  eine  beliebig  ge- 
wählte war,  augenblicklich: 

Xdt  =  JiDsi[Ji  cos#,(M  +  wd%]  , 

;<).;■  §)df  =  JtDst  [X  cos^'^8  +  Sd93,l , 

3d/  =  J, D^,  [A  cos  #!(/©+  SrfGi]  . 

Zufolge  der  gemachten  Festsetzungen  liegen  r  und  D*i  in  der 
nj Ebene,  wahrend  gleichzeitig  der  Winkel  #i,  unter  welchem  D*i 
gegen  r  geneigt  ist,  constant  ist.     Somit  erhält  man: 

U  =  cos<p,  d\l  =  —  siny</y,  9li  =  cos(<p-WV,  <fiHi  = — sin(y+#i)dy, 
3J  =  sin  cp ,  dl?  =  cos  cpdcp .     Sßi  =  sin  (y+#i) ,  f/93i  =  cos  (y  H- #,)  d(p, 
©=0,       e/ffi=0,  Gi=0,  d(S,=  0, 

wo  (p  den  Drehungswinkel ,  nämlich  den  Winkel  zwischen  r  und 
der  jAxe  bezeichnet.     Somit  folgt  aus  (&) : 

&ft  =  —  J\Dsx[),  cos#i  siny  -h  cU  sin  (<p  +  #i)]dqp , 
(f.)  |J)rf/  =  -+•  J\I)By[\  cos^i  cosqp  -l-  öl  cos  (y  -+-  &\)\d(p  , 

3<fc  =  0. 

Beiläufig  bemerkt,  ist  diesen  Formeln  zufolge  die  Kraft  Edt  zerleg- 
bar in  zwei  Kräfte 

(f.)  J\Dh\  .  A  eosttidip     und     JiDsi  .  wd<p  , 

von  denen  die  erstere  senkrecht  gegen  j  und  r,  die  letztere  senk- 
recht gegen  j  und  D$i  steht. 

Wir  gehen  über  zu  dem  eigentlichen  Zwecke  dieser  Betrach- 
lungen. —  Nach  den  supponirten  Grundeigenschaften  (49./?)  wird 
die  von  einem  Stromelemente  constanter  Stärke  hervorgebrachte 
elektromotorische   Kraft  Edt  immer  Null  sein,    sobald    die    relative 
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Lage  des  Elementes  zur  inducirten  Stelle  constant  bleibt.  Dabei 
erscheint  noch  fraglich,  ob  unter  der  inducirten  Stelle  das  betref- 
fende unendlich  kleine  Element  des  inducirten  Körpers,  oder 
der  daselbst  befindliche  mathematische  Punkt  zu  verstehen  ist. 

Wir  werden  an  der  ersteren  (als  der  weiteren)  Auffassungs- 
weise  festhalten.  Alsdann  haben  die  Formeln  (*.)  nichts  Ungereimtes. 
Denn  die  relative  Lage  des  dort  betrachteten  Stromelementes  J\Dsi 
zu  dem  in  m  befindlichen  Körperelement  ändert  sich  von  Augen- 
blick zu  Augenblick,  wie  deutlich  sichtbar  wird,  wenn  man  die  in 
dieses  Element  eingefügten  Axen  j,  ty,  j  sich  vergegenwärtigt. 

Wollte  man  hingegen  die  letztere  (engere)  Auffassungsweise 
adoptiren,  so  würden  im  hier  betrachteten  Falle  die  Kräfte  («.)  not- 
wendig Null  sein  müssen,  weil  die  relative  Lage  des  Stromelementes 
J{Dsi  zu  dem  mathematischen  Punkte  m  fortdauernd  ein  und 
dieselbe  bleibt.  Alsdann  würde  also  folgen,  dass  die  Functio- 
nen X  und  w  identisch  Null  sind. 

§.  4. 

Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft. 

Es  sei  gegeben  ein  System  starrer  Drahtringe,  der  Reihe  nach 
bezeichnet  mit  -4,  Ä,  C,  .  .  .  .  Dieses  System  A,  Ä,  C,  .  .  .  .  mag, 
hinsichtlich  seiner  näheren  Beschaffenheit,  hinsichtlich  seiner  Bewe- 
gungen und  elektrischen  Vorgänge,  sowie  hinsichtlich  der  vorhan- 
denen innern  und  äussern  Kräfte,  unterworfen  gedacht  werden  den 
früher  (pag.  454 — 457)  gegebenen  Determinationen.  Zufolge  des 
Princips  der  lebendigen  Kraft  findet  alsdann  (pag.  467)  Tür  jedes 
Zeitelement  dl  die  Formel  statt: 

(73.)  (dT+d0Wus  =  <*F, 

wo  F  eine  dem  System  A,  Ä,  C,  .  .  .  eigenthümliche  Function  be- 
zeichnet, die  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Beschaffen- 
heit des  Systems,  also  lediglich  abhängt  von  seinen  charakteristischen 
Constanten  und  Variablen.  Benennt  man  daher  diese  Constanten 
und  Variablen  respective  mit 

(74.a)  c  ,  c",  .  .  . , 

und  mit 
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(7i.b)  n\  »",  .  .  .;  f',  £",  .  .  ., 

so  wird  die  Function  F  (um  ihre  Beschaffenheit  besser  im  Auge  zu 
behalten)  zu  bezeichnen  sein  durch  F(c  ,  c", .  .  . ,  ri,  n\  .  .  . ,  g ,  f\ . .), 
die  Formel  (73.)  also  auszudrücken  sein  durch 

(75.)      (dT  +  dOWÜ8  —  dF(c,  c\  .  .  .  ,  tt\  ri\  .  .  . ,  £',  ?",  .  .  .). 

Selbstverständlich  sind  in  (74. b)  unter  n\  n  ,  ...  die  Parameter 
des  Systems  A,  fi,  G\  .  .  .  zu  verstehen,  und  unter  J'f  f",  .  .  .  die 
übrigen  charakteristischen  Variabein   (vergl.  pag.  456). 

Unter  Anwendung  der  über  die  Kräfte  elektrodynamischen  Ur- 
sprungs bereits  erlangten  Kenntnisse,  werden  wir  für  die  linke  Seite 
der  Formel  (75.)  einen  Ausdruck  erhalten,  welcher  behaftet  ist  mit 
den  noch  unbekannten  Functionen  p,  £*,  a,  r,  x,  x,  A,  od,  m\  und 
die  Formel  selber  wird  uns  dann  behttlflich  sein  zur  näheren  Be- 
stimmung dieser  Functionen. 

Unter  Zugrundelegung  eines  absolut  festen  rechtwinkligen  Axen- 
sv stems  x,  y,  z  mögen  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  sein: 

Ik,  Ds\  irgend  zwei  Elemente  der  Ringe  A,  B,  C,  .  .  .; 
J,  J\  ihre  augenblicklichen  Stromstärken; 
(76.)    r,  0,  0i,  E  ihre  Am pe reichen  Argumente   (Note.  pag.   424); 
#,  y,  z,  X\i  yi,  Z\  ihre  Coordinaten; 
A,  B,  T,  Ai,  Bi,  Ti   ihre  Richtungscosinus; 
{/,    V,   W  die  Richtungscosinus  von  r(D*i- — >D%). 

Ferner  seien  folgende  Abkürzungen  eingeführt: 

p  ss  pOOt  +  JTe , 
(77.)  K  =  x00i  +  7E  , 

Q  =s  fö00,  +  wE. 

Das  vom  Element  JxDsx^  vermöge  seiner  Kräfte  elektrodyna- 
mischen Ursprungs,  während  der  Zeit  dt  in  JDs  hervorgebrachte 
Quantum  lebendiger  Kraft  (dTi)eidy.ü8  drückt  sich  aus  durch  die 
Formel : 

(dK)elAy,Va  =  Xdx+  Ydy  +  Zdz, 

wo  dr,  dy,  dz  die  der  Zeit  dt  entsprechenden  Veränderungen  von 
x,  y,  z,  andrerseits  X,  Y,  Z  die  Componenten  der  von  /iD*i  auf 
JDs  ausgeübten  ponclero  motorischen  Kraft  elektrodynamischen  Ursprungs 
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vorstellen.  Substituirt  man  für  diese  Componenten  die  früher 
(pag.  475)  gefundenen  Werthe,  welche  mit  Rücksicht  auf  (77.)  sich 
darstellen  lassen  durch: 

X=JDs.  JxDs,  [p«ra  +  aGA!  +  tGiA]  , 
Y  =  etc.  etc., 
so  folgt: 

(<"o) eidy. üb  =  DsDsJJt  [P  (~*  dx+ . .)  +  o0(Aicir  +  . .)  +  <tei{Adx+ . .) 

Eine  analoge  Formel  ergiebt  sich  umgekehrt  für  die  Einwirkung  von 
JDs  auf  J\Ds\;  man  erhält: 

W) «,. us  =  AÄ1//1  [p(^<ta  +  •  •)  -  oe,{Adx{  + ..)  -  i©(Ai^+..)]: 

denn  es  ist  zu  beachten,  dass  e,  0i  die  Cosinus  der  Winkel  von 
Ds ,  Dst  gegen  die  Linie  r  (Dst  - — ►  Ds)  bezeichnen ;  wendet  man  sich 
also  von  der  Einwirkung:  (0*  auf  Ds)  zur  Betrachtung  der  umgekehrten 
Einwirkung:  (Ds  auf  0*,),  so  gehen  die  Grössen  6  und  9i  über  re- 
spective  in  —  9i  und  —  6  . 

Durch  Addition  der  beiden  Formeln  folgt  sofort: 

(78.)  (dTl  +  dl*)  eldy.  ü8  =  DsDsJJ{  (  dr  +  A)  , 

wo  A  die  Bedeutung  hat: 

(79.)  A  =  oe{*idx  +  ...)+  r6i(Ada;  +  .  .  .) 

—  aQi(Adxi  +  ...)  —  rQ(kxdxx  +...)• 

Die  vom  Element  t/iD*i,  vermöge  seiner  Kräfte  elektrodyna- 
mischen Ursprungs,  während  der  Zeit  dt  in  JDs  hervorgebrachte 
Wärmemenge  (d(?J)  eidy.  u«  kann  [vergl.  (2.c),  pag.  453]  ausgedrückt 
werden  durch: 

oder  (was  dasselbe  ist)  durch: 

Hier  bezeichnet  DV  das  Volumen  des  Elementes  Ds,  q  seinen  Quer- 
schnitt und  i  die  in  ihm  vorhandene  Strömung,  so  dass  also 

qi  =  J    und     —  =  Ds 
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ist;  wodurch  die  Formel  übergeht  in: 

{dQtieiw^WDsdt. 

Ferner  bezeichnet  6  diejenige  elektromotorische  Kraft  elektrodyna- 
mischen Ursprungs,  welche  JiDsi  in  irgend  einem  Punkte  des  Ele- 
mentes JDs  (und  zwar  in  der  Richtung  desselben)  hervorruft.  Sub- 
stituirt  man  für  diese  Kraft  6  den  früher  (pag.  484)  gefundenen 
Werth,  welcher  mit  Rücksicht  auf  (77.)  sich  darstellen  lässt  durch: 

g<ft  =  Dsi[Ji{Kdr  +  A9id9  ■+-  w9d9i  +  wdE)  +  QdJi]  , 

so  erhält  man: 

Wo)  eidy-u«  =  DsD8i[JJt(Kdr  +  A9id9  +  w9d9i  +  wdE)  -+•  QJdJx] . 

Ebenso  ergiebt  sich  für  die  Einwirkung  von  Ds  auf  Ds{  die  analoge 
Formel: 

(dO?)eid,.u.  =  DsDs^JJ^Kdr  +  A9d9i  +  co0.de  +  wdE)  +  QJidJ] . 
Durch  Addition  dieser  beiden  Formeln  folgt  sofort: 

(80.)      (d(?J  +  dOJ)  eldy.  üg  =  DsDs^JJ,  (2  Kdr  +  (A  +  *>)d(99i)  ■+•  2wdE) 

-+-  W(//i)] . 

Addirt  man  diese  Formel  (80.)  zur  früheren  (78.),  so  folgt: 

(8i .)    {dr. + dr{ + doi + Mfi  eidy.  u8  =  DsDs{  [d{jjtQ)  +  //,r] , 

wo  Y  die  Bedeutung  hat: 

(82.a)     Y  =  (2K  +  P)dr  +  (A  +  ^(99,)  +  2  wdE  +  A  —  dQ , 
(82.b)         =  TTd*'  +  Tfdrc"  + ; 

der  Ausdruck  Y  ist  nämlich  nur  abhängig  von  den  Lagen  und  Lagen- 
änderungen der  ponderablen  Massen,  also  ausdrückbar  durch  die 
Parameter  rc,  7r",  .  .  .,  und  durch  die  den  betrachteten  beiden  Ele- 
menten Ds ,  Dst  zugehörigen  Bogenlängen  * ,  st ;  der  in  solcher  Weise 
für  Y  resultirende  Ausdruck  soll  durch  (82. b)  angedeutet  sein,  wo 
also  TT,  TT',  .  .  .  Functionen  vorstellen  von  ri ,  n  ,  .  .  .  und  *,  *t. 

Um  dasjenige  Quantum  von  lebendiger  Kraft  und  Wärme 
(dT+dQ)  j,eidj.ü6  zu  erhalten,  welches  während  der  Zeit  dt  von  den 
innern  Kräften  elektrodynamischen  Ursprungs  im  ganzen  Systeme 
A,  Ä,  C,  .  .  .  hervorgebracht  wird,  hat  man  den  Ausdruck  (81.) 
der  Reihe  nach  zu  bilden  für  jedwedes  Elementenpaar  Ds,  Dsi9  und 
all'  diese  Ausdrücke  zu  summiren.     Somit  ergiebt  sich: 
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(83.)     {dT  ■+•  dQ)Jt  eldJ.  ÜB  =  d[$2Z{DsDsx JJtQ)]  -»-  ii'2  (IfclMJ.Y) , 

wo  unter  -J-^i'  eine  Summation  über  sämmtliche  Paare  Ds,  D$y  zu 
verstehen  ist,  bei  welcher  jedes  Paar  nur  einmal  vorkommt.  *) 

Substituirt  man  den  Werth  (83.)  in  die  aus*  dem  Princip  der 
lebendigen  Kraft  entsprungene  Anforderung  (75.),  so  folgt  sofort: 

(84.)     tXZiDsDsJJtY)  =  df{c\  c\  .  .  . ,  n,  n\  .  .  . ,  f,  £", .  .  .) , 

df  j  »    ,      öf    j  »    .  .     bf    i„»  d/"    »„« 

=  bn'd7t    +   bnF,d7T    +  "  "  •   +   &£'  rff    +  §^r  "f  +  '  * ' ' 

wo  f  [ebenso  wie  das  in  (75.)  enthaltene  F]  eine  unbekannte  Func- 
tion vorstellt,  welche  lediglich  abhängen  darf  von  den  charakteristi- 
schen Constanten  und  Variablen  des  gegebenen  Systems. 

Die  linke  Seite  der  Formel  (84.)  wird,  falls  man  für  Y  den 
Werth  (82. b)  substituirt  denkt,  ein  Differentialausdruck  sein  von  der 
Form  (Y'dn  +  Y'dn  +  ...).  Aus  dieser  Formel  (84.)  folgt  da- 
her, dass 

bp  '    b?'  '  '  '   '  ' 

identisch  Null  sind,  dass  also  f  unabhängig  ist  von  den  £*,£",.... 
Somit  reducirt  sich  die  Formel  (84.)   auf: 

(85.)  iZZiDsOs^r)  =  df(c\  c\  .  .  .,  tf',  V',  .  .  .) . 

Das  Differential  rechter  Hand  ist  unabhängig  von  den  Variablen 
£,£',...;  zu  diesen  Variablen  gehören  aber  auch  die  in  den  ein- 
zelnen Elementen  des  Systems  vorhandenen  Stromstärken  /;  folglich 
hat  dieses  Differential  ein  und  denselben  Werth,  völlig  einerlei 
ob  die  in  den  einzelnen  Elementen  des  Systemes  vorhandenen  elek- 
trischen Strömungen  irgend  welche  Werthe  besitzen,  oder  ob  die- 
selben durchweg  Null  sind.  Im  letztern  Fall  ist  aber  dieses  Diffe- 
rential, wie  aus  der  linken  Seite  der  Formel  (85.)  hervorgeht,  gleich 
Null;  folglich  ist  dasselbe  immer  gleich  Null. 

Die  Formel  (85.)  geht  daher  über  in: 
(86.)  t22{D8D8tJJxY)  as  0. 

Unsere  Untersuchungen  sind  gültig  für  jeden  Augenblick  der  betrach- 
teten Vorgänge,  also  z.  B.  auch  gültig  für  den  Augenblick  des  An- 
fangszustandes.    Während  dieses  Anfangszustandes   hatten   aber  die 


')  Vergl.  pag.  465,  Note. 
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Stromstärken  J  in  den  einzelnen  Elementen  Ds  des' Systems  will- 
kührlich  gegebene  Werthe,  beliebig  verschieden  für  die  verschie- 
denen Elemente  eines  einzelnen  Ringes.  Somit  folgt  aus  (86.),  dass 
zur  Zeit  des  Anfangszustandes  der  Factor  Y  gleich  Null  sein  muss 
für  jedwedes  Elementenpaar.     Mit  andern  Worten: 

Befinden  sich  zwei  Elemente  Da,  Ztej  in  beliebiger  Be- 
wegung, so  ist  der  denselben  entsprechende  Ausdruck  Y 
immer  gleich  Null.  Es  bleibt  nun  übrig,  die  (Konsequenzen 
aufzusuchen,  welche  aus  dieser  Gleichung: 

(87.)  Y  =  0 

sich   ergeben   in   Betreff  der   unbekannten   Functionen  p,  J", 

0,    T,    K,    X,    A,    CD,    ü). 

Die  Gleichung  (87.)  gewinnt,  wenn  man  für  Y  seine  eigent- 
liche Bedeutung  (82. a)  substituirt,.  folgende  Gestalt: 

(2K  +  P)dr  -f-  (A  +  o^dfe^)  +  2SrfE  +  A  —  dQ  =  0, 

oder,  falls  man  für  P,  K,  Q,  A  ihre  Werthe  (77.),  (79.)  substituirt, 
folgende : 

(88.)      ((2x  +  ?-  G>')ee,  +  (27  •+■  q  —  Z')E)dr  +  /<*(66,)  +  wdE 

-+•  oG(A,rfj;  -|-   ....)+  ?Qi(hlx  +....) 
—  oG|(Ac/o;,  +  ....)  —  tQ^A^x,  +  ..,.)  b  0. 

Diese  Gleichung  muss  stattfinden  für  beliebige  Lagen  und  Bewe- 
gungen der  beiden  Elemente  Ds,  DstJ  also  z.  B.  auch  stattfinden, 
wenn  man  /)*,  /)*,,  r  starr  mit  einander  verbindet,  und  die  so 
erhaltene  starre  Figur  um  den  Punkt  #,,  yx,  z{  (d.  i.  um  den  einen 
Endpunkt  von  r)  in  Drehung  versetzt.  Alsdann  aber  bleiben  r,  6,  6i, 
E>  x\->  V\->  z\  constant,  so  dass  die  Gleichung  (88.)  für  diesen  spe- 
ciellen  Fall  die  einfachere  Gestalt  annimmt: 

(89.)  oG(A1dr  +  ....)+  rß^dx  +....)  =  0. 

Diese  Gleichung  aber  ist,  weil  da?,  dy,  dz  während  einer  solchen 
drehenden  Bewegung  durch  die  Relation  Udx  +  Vdy  •+•  Wdz  =  0 
verbunden  sind,  äquivalent  mit  folgenden  drei  Gleichungen: 

aO\  +  tGjA  =  0(7, 
(90.)  oGBt  +  tG4B  =  <|>V, 
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wo  0  einen  unbestimmten  Factor  vorstellt.  Hieraus  erkennt  man 
sofort,  dass  die  Functionen 

(91.)  a,  t 

identisch  Null  sind.  Denn  wären  beide  von  Null  verschieden, 
so  würde  aus  (90.)  folgen,  dass  die  Richtungen  D«,  Dsl9  r  stets  in 
derselben  Ebene  liegen,  was  nicht  der  Fall;  und  wäre  andererseits 
nur  eine  der  beiden  Functionen  von  Null  verschieden,  so  würde 
aus  (90.)  folgen,  dass  stets  entweder  Ds{  oder  Ds  parallel  zu  r  ist, 
was  wiederum  nicht  der  Fall. 

Durch  das  Ergebniss  (91.)    reducirt  sich   die  fUr  jede   belie- 
bige Bewegung  der  Elemente  /As,  Ds{  gültige  Formel  (88.)  auf: 

(92.)   ((2x  +  <>  —  w)eel  -h  (2x  +q  —  u)E)dr  +  Ad(ee,)  -t-wdE  =  0. 

Hieraus  aber  folgt,  weil  die  Grössen  r,  0,  0l9  E  und  dr,  de,  d0n 
dE  bei  einer  solchen  beliebigen  Bewegung  völlig  willkührlich  und 
von  einander  unabhängig  sind,  dass  die  vier  Functionen 

(93.)  2x  +  p  —  o)',         2x  +  j  — w\         A,         io 

identisch  Null  sind. 

Durch  Zusammenstellung  der  Ergebnisse  (91.),  (93.)  erhalten  wir 

(94. a)     a  =  T  =  A  =  ö>  =  0,       *=}-(<»'  —  p) ,       3T=  —  ±j>; 

so  dass  also  die  Grössen  P,  K,  Q  (77.)  fortan  darstellbar  sind 
durch : 

P  =(/001  +  pE, 
(94.b)  K  =  -jVeej—  JP, 

q  =  a>ee1 . 

Die  für  die  Kräfte  X,  Y,  Z  und  üdt  erhaltenen  Formeln  (pag.  475 
und  484)  gewinnen  daher  folgende  Gestalt: 

X=JDs.  /,/)*, .  P  2^1 , 
Y  =  JDs  .  J^  .  P  tLilb. , 
Z—JDs.  JJht .  P  ^t , 

(idt  =  Dsi  [Jt(Kdr  •+■  «ede,)  +  (oeeldJl) , 

und  wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Resultat: 
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Die  von  JxDsx  auf  JDs  ausgeübte  ponderomotorische 
Kraft  fällt  zusammen  mit  der  Verbindungslinie  r,  und  be- 
sitzt (repulsiv  gerechnet)  die  Stärke: 

(95.)  Ä  =  JDs.  JxDsx .  P  s  JDs  .  JiDs^eOi  +  pE)  ■• 

Andrerseits  besitzt  die  von  JxDsx  während  der  Zeit  dt  in  JDs 
erzeugte  elektromotorische  Kraft  Qidt  (gerechnet  in  der  Rich- 
tung von  Ds)  den  Werth: 

(96.)     &dt  =  JxDsi  (^^rJ*J?  +  wedBi)  +  (dJx)Dsx .  «09, , 

=  jlD8i  (-  -pf  +  l(^e^»_|de^_etd0]^  +  W)  Dsx  foeQi 

Dabei  sind  unter  r,  0,  0i,  E  die  Ampere'schen  Argumente 
der  beiden  Elemente,  ferner  unter  p,  £",  «  drei  noch  unbe- 
kannte Functionen  von  r  zu  verstehen  \ 

Aus  der  in  diesem  §.  angestellten  Untersuchung  ergeben  sich 
noch  andere  Dinge,  die  der  Erwähnung  werth  scheinen.  Aus  (83.) 
und   (87.)   folgt  nämlich: 

(97.)  {dT  +  <K)) Jt  eldy. ü8  =  d[i  22{DsDsJJxQ)] , 

=  d[t22'{D*D8tJJie0im)]; 

denn  nach  (94.b)  ist  Q  identisch  mit  «00, .  Die  früher  angegebenen 
Formeln  (47.a,  b,  c) : 

(dr)j,ord.uB  =  —  dO, 
{df+dQ)J^lBt,TjB  =  -du, 
(dT+dQ^^v,  =  -d(J-0-U) 

nehmen  daher  gegenwärtig  die  bestimmtere  Gestaltung  an : 

[dT)JtöTiLVt  =  —  dO, 
(98.)       {dT+dQ)j,9lBt.VB  =  -dU, 

{dT  +  dQ)  J%  eldy.  Vb  =  -d[-$22  {DsDsJJMiv)  ] . 

Somit  folgt: 

(99.)  J=  O  +  U—  i22{DsDsxJJxeex(o) . 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  £  in  (32.),  so  erhält  man  Tür  das 
Capital  (£  des  betrachteten  Systemes  den  Ausdruck: 

(1 00.)  C  =  T  +  2  [DM .  C{&) )  +  0  4-  U  —  \22{DsDsxJJxQQ^) ; 
wobei  von  Neuem  zu  erinnern  ist,  dass  im  letzten  Gliede  unter  der 
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Operation  f  22  eine  Summation  zu  verstehen  ist,   bei  welcher  jed- 
wedes Paar  Ds,  Dst  nur  einmal  in  Betracht  kommt. 


Ueber  eine  gewisse  Summe  von  elektromotorischen  Kräften. 

Unter  Zugrundelegung  der  Formel  (96.)  soll  die  Summe  der- 
jenigen  elektromotorischen  Kräfte  berechnet  werden,  welche  ein 
gleichförmiger  elektrischer  Stromring  (Jj,  *i)  hervorbringt  in  irgend 
einem  Drahtringe  (*). 

Beide  Ringe  seien  biegsam,  behaftet  mit  Gleitstellen,  und  be- 
griffen in  willkührlichen  Bewegungen,  durch  welche  (in  Folge  der 
Biegsamkeit  und  der  Gleitstellen)  nicht  nur  die  räumliche  Lage, 
sondern  auch  die  Gestalt  der  Ringe  von  Augenblick  zu  Augenblick 
sich  ändert. 

Die  im  Augenblick  t  im  Ringe  (#)  enthaltenen  Elemente  seien  be- 
zeichnet mit  Da,  andrerseits*)  aber  mögen  diejenigen  Elemente,  welche 
erst  während  der  Zeit  dt  in  den  Ring  eintreten  (oder  aus  ihm  aus- 
scheiden) bezeichnet  sein  "mit  As.  Analoge  Bedeutungen  mögen  Da, 
und  A#i  für  den  Ring  (*i)  haben. 

Unter  Anwendung  der  Abkürzungen: 
p  =  ^00!  +  ^E,  % 

(101.)  Q  s  0000!, 

jui  _  Pdr        dQ  +  upäßi  -  01^6) 

ergeben  sich  aus  (96.)  die  beiden  Formeln: 

Ds .  mt  =  DsDs^JydV  +  QdJx) ,     (Wirkung  von  Dsx  auf  Ds)  , 
^       "'    Ds.tedl  =  D8tei{  0      +  Q/i),        (Wirkung  von  M  auf  Ds); 

von  denen  die  erstere  diejenige  elektromotorische  Kraft  (Seft  dar- 
stellt, welche  Dst  während  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  von 
Ds  (und  zwar  in  der  Richtung  von  Ds)  hervorbringt;  während  die 
letztere  in  analoger  Weise  sich  bezieht  auf  &&\  und  Ds. 

Repräsentirt  nun  ©dt  die  Summe  sämmtlicher  elektromotorischer 


*)   Genaueres  über  diese  Bezeichnungsweise  ist  früher  angegeben,  z.  B.  im  Satze 
(55.)  auf  pag.  444,  unten. 
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Kräfte,    welche  der  gleichförmige  Stromring   (Ju   s\)    wahrend   der 
Zeit  dt  im  Ringe  (#)   hervorruft,  so  folgt *)   aus  (102): 

(103.)     @dts/,.  {22<WD$Dsx  «4-  22QIh**i)  +  (<//,) .  22QDsDst ; 

hiefbr  kann  geschrieben  werden: 

(1 04.)     ®df  »  d(/, .  22QDsDsx)  +  J&dl , 

wo  alsdann  §dt  die  Bedeutung  hat: 

(105.)     2§dt  =  222(tVIhD8i  +  i22QD8A9t  —  Srf^'QDtD*,} . 

Es  handelt  sich  nun    (für  spätere  Zwecke)    um   eine  gewisse  Trans- 
formation von  $dt,  und  zwar  um  eine  zwiefache. 

Erste  Transformation  von  §dt.  —  Substituirt  mau  in  (405.) 
für  das  letzte  Glied  den  (mit  Rücksicht  auf  die  vorhandenen  Gleit- 
stellen)  für  dasselbe  sich  ergebenden  Werth: 

(a.)     id{22QD8Dst)  =  222dQDsD8t  +  2  22Q(D*A8t  +  AäZ)*,)  , 
und  gleichzeitig  für  <P¥  den  Werth   (101.),  so  folgt: 

(ß.)         %$dl  m  —  22[Pdr  -**  dQ  —  c<0rf9,  —  6^)] Af&t 

—  2  ^"QAjife, , 

oder,  falls  man  für  P,  Q  ihre  eigentlichen  Bedeutungen   (101.)    ein- 
treten lässt: 

(y.)       %fydt  =  —  22[({jf  -h  »)e6i  +  gE)dr  +  iv^delDsDst 

—  2'2'2  0)99,  AaD*! . 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  einer  früher  (pag.  447) 
entwickelten  Transformationsformel,  sofort: 

(A)      2£(tt  =  -  22 [(L  _  ^  69t  +  ? e]  drlhlfe, , 

wo  L,  3/  die  Bedeutungen  haben: 

L  =  (f  +  J  +  w1)  —  ä!  o/ , 
^  "'  M  =  r^  —  2w. 

Zweite  Transformation  von  $<ft.  —  Es  ist  identisch : 

(f.)     22m(QdOi  —  elde)DsÜ8l  =  —  ^«gfyf/fcA*!  —  Aslto,) , 

wie  solches  unmittelbar  folgt  aus  der  schon  citirten  Transformations- 
formel (pag,  447).     Andrerseits  ist  nach   (ct.): 

*)   Genaueres  hierüber  findet  sich  in  meiner  »Theorie  der  elektrischen 
Kräfte«,  pag.  U9,  4  50. 
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[t].)      SSdQDsDst  =  d^SQDsDst)  —  SSQiDs^  +  Asß*) , 

oder  falls  man  SSSQ&sDsi  auf  beiden  Seiten  hinzufügt: 

(#.)  2ZdQDsD8l+%Z2Q£isD8x  =  d{i;2QDsD8l)— SSQiDs&st—teDsi). 

Durch  Subtraction  von  (f.)  und  (#.)    folgt  sofort: 

(/.)         SS[dQ  —  to(edei  —  eide))DsDs{  +  2-^QAäDs,  = 

=  diZSQDsDst) ; 

denn  es  ist  zu  beachten,  dass  Q  identisch  ist  mit  00661,   (101.). 

Dieser  Ausdruck  ($.)  repräsentirt  die  letzten  Glieder  der  Formel 
(/?.).  Substituirt  man  für  jene  letzten  Glieder  den  durch  (#.)  darge- 
botenen Werth,  so  gewinnt  die  Formel   (/?.)  folgende  Gestalt: 

(*.)  ifyU  =  —  XSPdrDsDsx  —  d(S ZQDsDsi) . 

Wir  gelangen,  durch  die  Formel  (104.)  und  unter  Anwendung 
der  beiderlei  Transformationen  (#,  e)  und  (».)  zu  folgendem  Re- 
sultate. 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe 
(s)  und  (*i)  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  befin- 
det sich  im  letztern  ein  stets  gleichförmig  bleibender  Strom 
Ji,  so  wird  die  Summe  &dt  der  vom  Ringe  (/1,  *i)  wahrend 
der  Zeit  dl  im  Ringe  (*)  hervorgebrachten  elektromotori- 
schen Kräfte  den  Werth  besitzen: 

(1 06.)  ®dt  =  d(Jt .  SSQDsDst)  +  J&dt; 

die    hier   auftretende   Grösse  Sfrdt    ist    einerseits    darstellbar 
durch: 

(1 07.)         2&tt  =  -  SS  [(L  -  J)  66i  +  *  e]  drDsDs, , 

wo  L,  M  die  Bedeutungen  haben: 

L  =  (p  4-  JT  +  eo')  —  2  o/ , 
Jtf  =  r^"      —  2o), 

andrerseits  aber  auch  darstellbar  durch: 

(108.)  *§dl  =  —  SSPdrDsDsx  -  d{SSüD8Ü8X) . 

Dabei  stehen  P,  Q  zur  Abkürzung  für  die  in  (101.)  genann- 
ten Aggregate. 
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>  ■      ■  ' 

§>  6. 

r  ' 

Anwendung  eines  Specialfalls  des  elektromotorischen  Integral- 

gesötzes.    * 

Ein  besonders  zuverlässiges  Mittel  zur  näheren  Bestimmung  der 
in  unsern  Formeln  noch  enthalfenen  unbekannten  Functionen  p,  jj", 
co  dürfte  dargeboten  sein  durch  das  von'  meinem  Vater  aufgestellte 
elektromotorische  Integralgesetz  *),  namentlich  aber  durch  denjenigen 
Specialfall  dieses  Gesetzes,  welcher  auf  Ringe  von*  unveränder- 
licher Gestalt,  also  auf  Ringe  sich  bezieht,  die  Weder  biegsam 
noch  auch  mit  Gleitstellen  behaftet  sind.  In  solcher  Beschränkung 
kann  das  genannte  Gesetz  folgendermassen  ausgesprochen  werden. 

Sind  zwei  starre  Ringe(s)  und  (*i)  in  beliebigen  Bewe- 
gungen begriffen,  und  befindet  sich  in  letzterem  ein  stets 
gleichförmig  bleibender  Strom  Ji9  so  hat  die  Summe  €>dt  der 
von  demselben  währetid  der  Zeit  dt  im  Ringe  (s)  erzeugten 
elektromotorischen  Kräfte  den  Werth: 

(109.)  edt  =  d{J{f), 

wo  f  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Lage  der 
beiden  Ringe. 

Durch  Combination  der  vorhin  entwickelten  Formel  (106.)  mit 
diesem  Gesetz  (109.)  folgt  sofort: 

d{Jt .  ZZQDsDsy)  -h  Jfidt  =*  d[Jxf) , 
d.  i.,  , 

(dJi).  ZZQDsDsi  +  Ji[d{Z2QD8D8{)  +  $di\  =  [dJi)f+Jidf9 

eine  Formel,'  welche  offenbar  nur  dadurch  bestehen  kann,  dass  die 
mit  /i  und  dJ\  behafteten  Glieder  einzeln  einander  gleich  sind. 
Somit  erhält  man: 

»  f  s  SSQDsDsi ,  i 

df  =  d{X2QDsDsx)  +  §dt\ 

hieraus  aber  #)lgt  sofort: 

(no.)        x      ■     >   •     #=ö, 

•    <  • 

*)   F.  Neu  mann:  Ueber  ein  allgem.  Princip  der  mathematischen  Theorie  indu- 
cirter  elektrischer  Ströme.  Abh.  der  Berliner  Akad.  vom  9.  August,  4  847. 

Abband),  d.  K.  8.  Geiellaeb.  d.  WiMenwb.  XV.  34 
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oder,  falls  man  für  $  seine  eigentliche  Bedeutung  (107.)  einsetzt: 
(111.)  2S\(L  —  fj  eex  +  £e]  drDsDsi  =  0. 

Diese  Formel  (110.)  oder  (111.)  muss  in  derselben  Ausdehnung 
gültig  sein,  wie  das  zu  Grunde  gelegte  Gesetz  (109.),  also  gültig 
sein  für  willkuhrliche  Bewegungen  der  beiden  staireii  Ringe. 
Hieraus  aber  folgt,  durch  Anwendung  eines  früheren  Satzes  (p.  440), 
dass  L,  M  identisch  verschwinden  müssen.     Somit  erhält  man: 

und  folglich: 

Q  =  —  — +  w  , 
/ 

Q  —"  "**  r 

Hiemit  sind  die  unbekannten  Functionen  auf  eine  reducirt,  nämlich 
auf  ca. 

§.  7. 

Die  aus  der  entwickelten  Theorie   fliessenden  Integralgesetxe. 

Nachdem  wir  mit  Hülfe  des  eben  betrachteten  Special falles 
starrer  Ringe  nachgewiesen  haben,  dass  zwischen  p,  £",  w  die  Re- 
lationen (112.),  (113.)  stattfinden,  und  dass  also  die  mit  L,  M 
bezeichneten  Aggregate  dieser  Functionen  identisch  Null 
sind,  wenden  wir  uns  von  Neuem  zur  Betrachtung  des  allge- 
meinen Falles. 

Wir  denken  uns  also  zwei  biegsame,  mit  GleitsteHen  versehene 
Ringe  (*)  und  (*i) ,  welche  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und 
von  gleichförmigen  Strömen  /  und  Jv  durchflössen  sind.  Für  jedes 
Zeitelement  dt  gelten  alsdann  die  in  (106.),  (107.),  (108.)  gefun- 
denen Formeln: 

(114.)  &dt=  d{Jt.  ZZQDsDst)  +  Jt$dt , 

(115.)  2£ctt  =  —  2Z\(L  —  J)e6t  -h  £e]  drDsDsu 

(1 16.)  2§dt  =  —  SZPdrDsDsi  —  d{Z2QDsDsx) . 

Da  L,  Af,  wie  wir  gefunden  haben,  identisch  Null  sind,  so  folgt 
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aus  (H5.),  dass  $  (trotz  des  hier  betrachteten  allgemeinen  Falles) 
ebenfalls    identisch    Null   ist.     Somit   reduciren   sich   die  Formeln 

(14  4.)   und  (116.)  auf: 

(1 1 7.)  '  edl  =  d(J, .  22StDsD*x) , 

(118.)  SSPirDsDsx  =  —  d{XZQD$Ds{) . 

Moltiplicirt  man  die  letzte  Formel  mit  JJ,,  und  beachtet  man,  dass 
nach   (95.) 

JJxPDsDsx  =  R 

ist,  so  erhalt  man: 

(1 1 9.)  SSRdr  =  —  JJ, .  d{22QüsDsx)  . 

'Setzt  man  endlich  zur  Abkürzung: 
(120.)  Q  =  SSQÜsDsx  =  ^StüQQxDsDsx , 

so  gewinnen  die  beiden  Formeln  (117.)  und  (119.)  folgende  Gestalt: 
(121.)  ©rf<  =  d(J,0),    ' 

(122.)  22Rdr  =  —  JJxdQ; 

so  dass  sich  also,  für  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe, 
die  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  von  gleichförmigen 
Strömen  durchflössen  sind,  folgende  zwei  Gesetze  ergeben  : 

Das  elektromotorische  Iniegr algesetz.  —  Die  Summe  der  vom 
Ringe  (Ji,  *i)  während  der  Zeit  dt  im  Ringe  (/,  s)  hervor- 
gebrachten elektromotorischen  Kräfte  ist  gleich  dem  Zu- 
wachs von  JiQ. 

Das  ponderomotorische  Integralgesetz.  —  Die  während  der 
Zeit  dl  von  den  Ringen  (J,  s)  und  (Ji,  &j)  auf  einander  aus- 
geübte ponderomotorische  Arbeit  ist  gleich  ( —  1)/Ji,  mul- 
tiplicirt  mit  dem  Zuwachs  von  Q. 

« 

Der  Ausdruck  Q  (120.),  welcher  lediglich  abhängt  von  der 
augenblicklichen  Lage  und  Gestalt  der  beiden  Ringe,  wird  zu  be- 
zeichnen sein  als  das  elektrodynamische  Potential  der  Ringe, 
bezogen  auf  die  Stromeinheit. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  diese  beiden  Gesetze  sich  hier 
als  allgemein  gültig  ergeben  haben,  einerlei  ob  die  Ringe  starr 
oder  biegsam,  ob  sie  consistent  oder  mit  Gleitstellen  versehen  sind. 

Ein   spezieller  Fall   des   einen   Gesetzes   war    (in  §.  6.)    als 
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Vehicel  benutzt  worden  zur  näheren  Bestimmung  der  Functionen 
p,  jT,  (o.  Hiedurch  aber  hat  unsere  Theorie  eine  Gestalt  erlangt, 
bei  welcher  sie  beide  Gesetze,  und  zwar  beide  in  grösster  All- 
gemeinheit liefert. 

§.  8. 

Die  aus  der  entwickelten  Theorie   fliessenden  Elementar- 
gesetze. 

Substituirt  man  in  den  Formeln   (95.),   (96.)  : 

R  =  JJtDsDsiP  =  JJlDsDsi((jeel  -+•  qE)  , 
m  =  Ds{  [Jt  00^-^^+0)9^(0,/,)] 

für  p ,  <7  die  gefundenen  Werthe  (1 1 3) : 

__  dto         8  oi 
9  —  Tr  ~  7"' 

*  —  — ' 

so  erhält  man: 

(1 23.)  R  =  JJ.DsDs,  p£  (E  -  00i)  +  gj  00,]  % 

(1 24.)         W  =  D*  [ü^JOil  0  -  ^  e]  . 

Dieses  @d/  repräsentirt  die  Componenten  der  eigentlich  her- 
vorgebrachten elektromotorischen  Kraft  Edt,  genommen  nach  der 
Richtung  von  Ds.  Bezeichnet  man  die  Componenten  dieser  eigent- 
lichen Kraft  Edt  nach  drei  mit  Ds  starr  verbundenen  (auf  einander 
senkrechten)  Axen  j,  ty,  $,  durch  Hdt,  g)d/,  3*»  und  die  Rich- 
tungscosinus von  Ds  in  Bezug  auf  diese  Axen  mit  51,  93,  6,  so 
ist  offenbar:. 

(«.)  &dt=  (W  +  89  +  C3)*- 

Ferner  ist: 

(ß.)  &  a-  m  ■+■  m  -h  m , 

(y.)  E  =  2t«,  +  »»1-1-66,, 

falls  man  nämlich  untor  %,  93i,  (£i  und  U,  2J,  SB  die  Richtung«- 
cosinus  von  Dsi  und  von  r(Ds\  - — +  Ds)  versteht.  Durch  Substitution 
der  Ausdrücke   («.),   (/?.),   (yv   in   (124.)   folgt: 


# 
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(125.)    (91* -f- . .  .)dt  =  DSl  [ü^ötl  (?m  + . . .)  _  hü±  (««i  +  ...)]■ 

Denken  wir  uns  nun  für  den  Augenblick  an  Stelle  des  linearen 
Leiters  Ds  einen  körperlichen  Leiter,  der  ebenfalls  mit  dem  Sy- 
steme j,  ty,  j  starr  verbunden  ist;  —  alsdann  repräsentiren  $d/, 
2)rf/,  $dt  die  Componenten  der  in  einem  Punkte  m  dieses  körper- 
lichen Leiters  erzeugten  elektromotorischen  Kraft  Edt,  während 
gleichzeitigst,  93,  d  die  Richtungscosinus  einer  von  m  ausgehenden, 
im  Innern  dieses  Leiters  wülkuhrlich  gewählten  "Richtung  vor- 
stellen. Folglich  müssen  in  der  Gleichung  (125.)  die  den  Grössen 
8,  93,  6  entsprechenden  Glieder  einzeln  einander  gleich  sein';  so 
dass  sich  also  ergiebt: 

(1 26.)  tydl  =  Dsx  [*&*!  ©  _  »&]  , 

und  hieraus  folgt  sofort 

Das  elektromotorische  Elementargesetz.  —  Die  von  einem  Strom- 
element J\Ds\  während  der  Zeit  dl  in  irgend  einem  Punkte 
in  eines  (linearen  oder  körperlichen)  Leiters  hervorge- 
brachte elektromotorische  Kraft  Edt  ist  zerlegbar  in  zwei 
Kräfte: 
(1 27.)  +  D8i  -ym.      und       _  Ds>  ±& , 

von  denen  die  erstere  die  Richtung  r(JD$i- — ►  *»),  die  letz- 
tere die  Richtung  Jx  besitzt.  Dabei  bezeichnet  0i  den  Co- 
sinus des  zwischen  den  eben  genannten  Richtungen  lie- 
genden Winkels,  und  o>  eine  vorläufig  noch  unbekannte 
Function  von  r. 

Andrerseits  ergiebt  sich  aus  (123.)  für  die  von  irgend  zwei 
Stromelementen  JDs  und  JiDsi  auf  einander  ausgeübte  ponderomo- 
torische  Einwirkung  folgendes  Resultat. 

Das  ponderomotorische  Elementargesetz.  — '  Die  von  JiDsi  wäh- 
rend der  Zeit  dt  auf  JDs  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft 
Rdt  fällt  ihrer  Richtung  nach  zusammen  mit  der  Verbin- 
dungslinie r  der  beiden  Elemente,  und  besitzt,  im  Sinne 
[Dsi—+Ds)  gerechnet,  die  Stärke: 
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(128.)  Ml  =  JJ.DsDsi  [??  (E  -  00.)  +  f-  00,J  dl , 

wo  w  die  schon  in  (127.)  genannte  Function  vorstellt,  wäh- 
rend 0,  0i,  E  die  den  beiden  Elementen  zugehörigen  Am- 
pere'schen  Argumente  bezeichnen. 

§•  9- 
Die  Elementargesetze  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen. 

Für  das  Potential  P  oder  JJ{Q  zweier  gleichförmiger  Strom- 
ringe  (J,  s)  und  («/i,*i)  haben  wir  in   (120.)  den  Werth  gefunden: 

(1 29.)  P  =  JJxQ  =  JJi .  XZweeiDsDsr  ,• 

wo  w  eine  noch  unbekannte  Function  von  r  vorstellt. 

Der   gewöhnlich   für   dieses   Potential   adoptirte   Werth  lautet 
bekanntlich :  # 

(130.)  P  =  JJtQ  =  -  AWV .  22  ee^D*  , 

wo  A1  die  Zahl  \  oder  die  Zahl  1   vorstellt,  je  nachdem  man  das 
(von  Ampere    und  meinem  Vater  benutzte)    elektrodynamische, 
oder  aber  das  elektromagnetische  Maasssystem  zu  Grunde  legt. 
Aus  (129.)   und  (130.)   folgt  sofort: 

22<*QQj)sD$i  =  -  Ä>22  &ÜZB*  , 
oder  (was  dasselbe  ist) : 

(w  +  ~)  ee.DsDs,  =  o . 

Diese  Gleichung,  welche  stattfinden  soll  für  je  zwei  Ringe  von  be- 
liebiger Lage  und  Gestalt,  führt  [unter  Anwendung  des  Satzes  (22.), 
pag.  432)]  sofort  zu  dem  Resultat,  dass 


(131.)  a>=-£ 

ist. 


Dass  das  Potential  P  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen 
den  Werth  (130.)  wirklich  besitzt,  dürfte  (auf  Grund  zahlreicher 
experimenteller  Untersuchungen)  als  unzweifelhaft  feststehend  zu  be- 
trachten sein.  Solches  aber  zugegeben,  folgt  alsdann  aus  den  vor- 
stehenden Erörterungen  sofort,  dass  der  in  (131.)  für  w  gefundene 
Werth  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen  keinem  Zweifel 
unterworfen  sein  kann. 
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Durch  Einfahrung  dieses  Werthes  (131.)  erlangen  die  Gesetze 
(127.),  (128.)  folgende  Gestalt: 

Das  elektromotorische  Elementargesetz.  —  Die  Kraft  Edt  ist 
zerlegbar  in  die  beiden  Kräfte: 

(1 32.)  -  AWsx  ^^       und      +  ÄWs, y-f , 

erstere  gerechnet  in  der  Richtung  r(Dsi—+m),  letztere  ge- 
rechnet in  der  Richtung  Jx. 

Das  ponderomotorische  Elementargesetz.  —  Die  von  J{Dsx  auf 
JDs  ausgeübte  ponderomotorische  Kraft  Rdt  hat  die  Starke: 

(1 33.)  Rdt «  a*  .  //^a  >eeirr>E  *  > 

gerechnet  in  der  Richtung  (D*t- — ►  /)*). 

Auf  das  Gesetz  (132.)  habe  ich  schon  bei  früherer  Gelegenheit*) 
aufmerksam  gemacht,  obwohl  der  Weg,  auf  welchem  ich  damals  zu 
demselben  gelangte,  ein  wesentlich  anderer  war. 

Vor  allen  Dingen  ist  aber  zu  bemerken,  dass  das  in  (133.) 
ausgesprochene  ponderomotorische  Gesetz  identisch  ist  mii  dem  Am- 
pere'sehen  Gesetz.  Ampere  stützte'  sich  bei  Ableitung  dieses  Gesetzes 
auf  die  Voraussetzung,  dass  die  gegenseitige  ponderomotorische  Ein- 
wirkung zweier  Stromelemente  mit  ihrer  Verbindungslinie  zusam- 
menfalle, und  ferner  auf  die  Voraussetzung,  dass  die  ponderomo- 
torische Einwirkung  eines  geschlossenen  gleichförmigen  Stromes  auf 
ein  einzelnes  Stromelement  gegen  letzteres  senkrecht  steht.  Diese 
beiden  Voraussetzungen,  von  denen  namentlich  die  letztere  sehr 
misslich  erscheint  (weil  der  betreffenden  von  Ampere  angestellten 
experimentellen  Untersuchung  wenig  beweisende  Kraft  beizumessen 
ist)  sind  bei  demjenigen  Wege,  auf  welchem  wir  hier  zu  diesem 
Gesetz  (133.)  gelangten,  vollständig  vermieden  worden. 

§.  10. 
Anwendung  der  erhaltenen  Gesetze  auf  körperliche  Leiter. 

Es  mag  mir  gestattet  sein,  einige  Resultate,  zu  denen  ich  durch 
Anwendung  der  erhaltenen  Elementargesetze  auf  körperliche  Lei- 
ter gelangt  bin,  hier  (ohne  Beweis)  kuA  mitzutheilen. 

*)  Math.  Annalen,  Bd.  5,  pag.  64  9.  —  Ausführlicher  in  meinem  Werk  über  die 
elektrischen  Kräfte,  pag.  193. 
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Das  Potential  P  oder  JJXQ  zweier  gleichförmiger  Stromringe 
(/,  s)  und  (/,,  s{)  war  im  Vorhergehenden  (und  zwar  in  voller 
Uebereinstimmung  mit  der  Bezeichnungsweise  meines  Vaters)  definirt 
worden  durch  die  Formel  (120.):  .... 

oder  (was  dasselbe)  durch: 

P  =  ÜT  («  /0  Jß,  DsD8x) ,  r 

Uebertragen  wir  diese  Definition  auf  zwei  körperliche  Leiter  A 
und  JB,  so  erhalten  "wir: 

(134.)  P=  ZXiwieifrDYDVj). 

Dabei  sind  unter  DV  die  einzelnen  Volumelemente , des  Körpers  A , 
unter  i  die  in  diesen  Elementen  vorhandenen  elektrischen ,  Strö- 
mungen zu  verstehen  y  während  D  Yx  und  il  die  analogen  Bedeu- 
tungen haben  für  den  Körper  B;  ferner  bedeutet  ca  =  co(r)  die- 
jenige  Function,  welche,  für  beträchtliche  Entfernungen,  den 
Werth    (131.): 

(1  35.)  CS)  =   —  y  ,         . 

besitzt;  und  endlich  repräsentiren  r,  0,  0j  die  Am p^re'schen  Argu- 
mente für  irgend  zwei  Elemente  DV,  DVX  und  für  die  ihnen  züge- 
hörigen Richtungen  t,  it. 

Befinden  sich  die  beiden  Körper  A,  B  in  beliebigen  räumlichen 
Bewegungen,  während  gleichzeitig  die  in  ihnen  vorhandenen  elek- 
trischen Strömungen  von  Augenblick  zu  Augenblick  in  beliebiger 
Weise  sich  ändern,  so  zerfallen  die  auf  den  Werth  des  Potentiales 
P  (134.)  influirenden  Vorgänge  in  vier  Processe,  nämlich  erstens  in 
die  räumliche  Bewegung  des  Körpers  A,  zweitens  in  diejenige  des 
Körpers  B,  drittens  in  die  Aenderung  des  Strömungszustandes  von 
A,   und  viertens  in  die  Aenderung   des  Strömungszustandes  von  B. 

m 

Diesen  vier  Processen  entsprechend  kann  der  dem  Zeitelement  dl 
entsprechende  Zuwachs  dP  des  Potentiales  P  in  vier  partielle  Zu- 
wüchse zerlegt  werden,  von  denen  die  beiden  ersten  zu  bezeichnen 
sind  als  die  partiellen  Zuwüchse  nach  der  räumlichen  Lage  -  von  A 
oder  von  B,  während  die  beiden  letzteren  zu  nennen  sein  werden 
die  partiellen  Zuwüchse  nach  dem  elektrischen  Zustande  von  A  oder 
von  B. 
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.    Zunächst  ist   nun  hinsichtlich   des  total  eti  Zuwachses' <£P  fol- 
gender Allgemeine  Satz3*)  zu  erwähnen:-  *      v     *     •  •  •?• 

Der  totale  Zuwaöhs  dP  des  Potentiales'repräsentirt  die 
Summe  derjenigen,  ponderpmoJorischen  Arbeiten,  welche 
B  auf  A  und  A  auf  B  (vermöge  der  Kräfte  elekti odynami- 
sehen  Ursprungs)  ausüben,  diese  Summe  noch  vermehrt  um 
diejenigen  Wärmequanta,  welche  B  in  A  und  A  in  B  (eben- 
falls  vermöge  der  Kräfte  elektrodynamischen  Ursprungs)' 
hervorbringen. 

Sind  tt,  v,  10  die  Componenten  der  in  irgend  einem  Punkt 
a?,  y,  z  eines  Körpers  vorhandenen  Strömung  t,  so  mag  der  Strö- 
rofungszüstarid  im  'Innern  des  Körpers  gleich  föVmig  heisseh',  sobald 
u,  v,  w  altetrthalben  der  Bedingung  entsprechen:' 

(«»«•)  £  +  & +  £  =  <>  • 

Ferner  mag  der  Strömungszustand  an  der  Oberfläche,  des  Körpers 
tangential  genannt  werden,  sobald  in  jedem  Punkt  dieser  Ober- 
fläche die  Gleichung  erfüllt  ist: 

(1 37.)        u  cos  (2V,  x)  •+-  v  cos  (iV,  y)  +  w  cos  (iV,  z)  =  0 , 

•  «    » 

wo  N  die  Normale  der.  Oberfläche  bezeichnet* 

Nehmen  wir  nun  an,  die  in  den  Körpern!  A  und  B  vorhandenen 
Strttmungszustände  änderten  sich  der  Art,  dass  sie  .im  Innern  der 
Körper  stets  gleichförmig,  und  an  ihren  Oberflächen  stets  tan- 
gential bleiben,  so  gehen -für  die  vorhin  erwähnten  partielleü 
Zuwüchse  von  P  folgende  Sätze:         .... 

Der  partielle  Zuwarehs  des  Poteoftiates  P  nach  -der 
räumlichen  Lage  von  A  repräsentirt  diejenige  ponderomo- 
torische  Arbeit,  welche  B  (vermöge  der  Kräfte  elektrody- 
namischen Ursprungs)  ausübt  auf  A. 

Der  partielle  Zuwachs  des  Potentiales  P  nach  dem 
elektrischen  Zustande  von  A  ist  in  Abzug  zu  bringen.,  ypm 
totalen  Zuwachs  dP,  falls  man  dasjenige  ;  Wärmequantum 
haben  will,  welches  der  Körper  B  (vermöge  der  Krßfte 
elektrodynamischen  Ursprungs)  hervorbringt  in  A.. 

*)   Man  findet  diesen  Satz  und  auch  die  folgenden    in  meinem  Wert:  »Die 
elektrischen  Kräfte«,  pag.  242  und  213. 
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Bildet  man  endlich  das  Capital  <t  eines  aas  beliebig  vielen 
Körpern  A,  £,  C, . . .  bestehenden  Systemes  (vergl.  pag.  493),  so 
erholt  man  unter  Anwendung  der  Bezeichnungsweise  (434.): 

(138.)  <J=  T  +  2(DM.C{&))  +  0  +  U -  P , 

so  dass  also  das  ordinäre  und  elektrostatische  Potential  mit  posi- 
tivem, hingegen  das  elektrodynamische  Potential  mit  negativem 
Zeichen  in  diesen  Ausdruck  eingehen. 


Vierter  Abschnitt. 

Untersuchung  der  von  Ampere  und  Faraday  ent- 
deckten Kräfte.  —  Zweite  Methode. 

§.  f. 
Die  Grundeigenschafben  dieser  Kräfte. 

In  neuerer  Zeit  ist  durch  die  Untersuchungen  von  Helmholtz 
der  Gedanke  angeregt  worden,  dass  die  gegenseitige  ponderomo- 
torische  Einwirkung  zwischen  zwei  elektrischen  Stromelementen 
gleichzeitig  eine  promovirende  und  revolvirende  sein  möge, 
der  Art,  dass  jedes  Element  auf  das  andere  eine  gewisse  Kraft 
und  daneben  auch  ein  gewisses  Drehungsmoment  ausübe.  Eine 
gegenseitige  pdnderomotorische  Arbeit  würde  also,  falls  wir  dieser 
Vorstellung  uns*  anschliessend  zwischen  den  Elementen  nicht  nur  dann 
stattfinden,  wenn  ihre  Entfernung  sich  ändert,  sondern  auch  dann, 
wenn    bei  constanter  Entfernung   ihre  Richtungen    sich  andern. 

Um  nun  auf  diese  Vorstellungsweise  näher  einzugehen,  wollen 
wir  (ebenso  wie  früher)  zwei  Stromelemente  £*,  Dsx  uns  denken, 
welche  in  beliebigen  Bewegungen  sich  befinden,  während  gleichzeitig 
die  in  ihnen  vorhandenen  Stromstärken  in  beliebigen  Zuständen  der 
Veränderung  begriffen  sind;  die  Werthe  dieser  Stromstärken  fite  die 
Zeiten  i  und  t  «+-  dt  seien  bezeichnet  mit  /,  J\  und  / -#•  dJ, 
/i  -K  dJ{ .  Ausserdem  wollen  wir  einen  in  beliebiger  Bewegung 
begriffenen  körperlichen  Leiter  A  von  beliebiger  Gestalt  uns  den- 
ken, in  dessen  Innerm  ebenfalls  irgend  welche  elektrische  Vorgänge 
stattfinden.     Es  handelt  sich  alsdann 
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einerseits  um  die  Untersuchung 
derjenigen  ponderomotori- 
schen  Arbeit 

(1.)...  dS=(rfTt  +  dT?)eldy.ü8, 

welche  die  beiden  Stromelemente 
Ds  und ,  Dsi  während  der  Zeit  dt 
wechselseitig  auf  einander  aus- 
üben; 


andrerseits  um  die  Unter- 
suchung derjenigen  elektromo- 
torischen   Kraft 

Edt, 

welche  das  Stromelement  Ds\ 
während  der  Zeit  dt  hervorbringt 
in  irgend  einem  Punkte  des  Kör- 
pers A. 


Eine  solche  Untersuchung  mag  nun  in  der  That  angestellt  wer- 
den,  indem  wir  hinsichtlich  der  Arbeit  dS  und  der  Kraft  Edt  von 
folgenden  einfachen  Grundeigenschaften  ausgehen;  wobei  zu  bemer- 
ken, dass  diese  Eigenschaften,  soweit  sie  die  Kraft  Edt  betreffen, 
identisch  sind*)  mit  den  schon  früher  (pag.  469)  supponirten. 


(2.) 


Ente  Grundeigenschuft. 


(a.)  .  .  Die  (dem  Zeitelement 
dt  entsprechende)  Arbeit  dS  ist 
proportional  mit 

JJlDsDsl ; 

sie  nimmt  also  den  entgegenge- 
setzten Werth  an,  sobald  in 
einem  der  beiden  Elemente  die 
Stromrichtung  umgekehrt  wird, 
bleibt  hingegen  ungeändert,  so- 
bald eine  solche  Umkehrung  in 
beiden  Elementen  erfolgt. 


(er.)  .  .  Die  (auf  das  Zeitele- 
ment dt  bezogene)  Kraft  Edt  ist 
zerlegbar  in  zwei  Kräfte,  welche 
respective  proportional   sind   mit 

JiDsi     und     (dJt)Dsi ; 

von  denen  also  z.  B.  die  erstere 
in  ihr  Gegentheil  umschlägt,  so- 
bald die  in  Ds{  vorhandene  Strom- 
richtung umgekehrt  wird. 


Zweite  Grundeigenschaft. 


(b.)  .  .  Abgesehen  von  dem 
genannten  Factor  ist  die  Arbeit 
dS  nur  noch  abhängig  von  der  zur 


iß.)  .  .  Abgesehen  von  den 
genannten  beiden  Faetoren  ist 
die  Kraft  Edt  nur  noch  abhängig 


*)  Sie  sind  hier  von  Neuem  hingestellt ,  um  eine  gewisse  Symmetrie ,  welche 
zwischen  den  Eigenschaften  (2a,  b,  c)  einerseits  und  den  Eigenschaften  (2.  er,  /?,  y) 
andrerseits  stattfindet,  besser  hervortreten  zu  lassen. 
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t 

Zeit  t  zwischen  Ds  und  Dsi  vor- 
handenen relativen  Lage,  so- 
wie von  denjenigen  Aenderungen, 
welche  diese  relative  Lage  er- 
leidet während  des  Zeitelemen- 
tes, dt.  .    .        . 

Sind  diese  Aenderungen  Null, 
so  verschwindet  dS.  t 

Die  Arbeit  dS  ist  also  (wie 
aus  dem  Gesagten  hervorgeht) 
unabhängig  von  den  Zuwüchsen 
dfy  dJi ,  welche  /,  Jx  während 
der  Zeit' dl  erfahren. 


von  der  zur' Zeit  dt  zwischen  A 
und  Dsi  vorhandenen  relativen 
Lage,  sowie  von  denjenigen  Aen- 
derungen, welche  diefee  relative 
Lage  erleidet  während  des  Zeit- 
elementes, dt. 

Sind  diese  Aenderungen. Null 
und  ist  dJi  ebenfalls  Null,.  $o 
verschwindet  Edt. 

Die  Kraft  tidt  ist  also  (wie 
aus  dem  Gesagten  hervorgeht) 
unabhängig  von  dfen  im  Körper 
A  vorhandenen  elektrischen  Vor- 
gängen. 


Dritte  Grundeigenschafl. 


■.f-.(Oi)  .  .  Die  Arbeit  d$  kann  er- 
setzt werden  durch  diejenigen  pon- 
deromotorischen  Arbeiten,  wel- 
che stattfinden  zwischen  deq 
Gomponenten  von  Ds  und  denen 
von  Dsi. 


(jv)  .  .  Die  Kraft  Edt  kann 
ersetzt  werden  durch  diejenigen 
elektromotorischen  Kräfte,  welche 
die  Gomponenten  von  Ds{  in  dem 
betrachteten  Punkte  des  Körpers 
A  hervorbringen. 

Bei.  (c.)  und  (y.)  sollen,  die  Gomponenten  genommen  gedacht 
werden  nach,  völlig.  *beliabigen  (ruhenden  odßr  iu  Bewegung  be- 
griffenen) Richtungen.  Selbstverständlich  soll  aber  in  den  compo- 
nirenden  Elementen  jedesmal  dieselbe  Stromstärke  und  dieselbe  Aen- 
derung  der  Stro  stärke  vorausgesetzt  sein,  wie  in  dem  ursprunglichen 
Elemente. 

§.  2  und  §.  3.  *) 
.  Die  aus, den  Grundeigenschaften  resultirenden  Formeln. 

1  Die  Eigenschaften  (2.a,  /?,  y)  sind  genau  dieselben  wie  früher, 
uiid  man  findet  also  für  diejenige  elektromotorische  Kraft  (SJ/, 
welche  J\D$i  während  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  des  Ele- 


*)  Die  Nummern  der  Paragraphe*  entsprechen  denen  des  vorhergehenden  Ab- 
schnitts (pag.  468). 
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mentes  JDs  (und  zwar  in  der  Richtung  dieses  Elementes,)  her- 
vorbringt, genau  denselben  Werth  wie  früher   (pag.  484) ,   nämlich  s 

(3.)     mt  =  D*i[/,((xeei  «4-  7E)rfr  -1-  ißide)  +  0)6^(61^)  +  wd(EJi)], 

wo  x,  k,  A,  co,  ö>  fünf  unbekannte  Functionen  Von  r  sind.  Hieraus 
ergiebt  sich,  wie  sogleich  bemerkt  sein  mag, 

Ifür  den  Specialfäll:  dJi  =  0  die  einfächere  Foriüel.' 

Bei  der  Kraft  Qdl  kommt  nicht  die  Richtung^  sondern  nur  die 
Stärke  in  Betracht.  Die  Richtung  ist  von  Hause  aus  vorgezeichneii 
denn  es  repräsentirt  ja  t&dl  die  Compopente  der,  eigentlichen  Kraft 
Edt  (1.)  nach  der  Richtung  des  gegebenen  Elementes  JDs. 

Vergegenwärtigt  man  sich  die  durch  (2.a,  /?,  y)  in  Betreff  der 
Stärke  von  ($dt  gemachten  Suppositionen ,  so  zeigt  sich  zwischen 
diesen  Suppositionen  und  zwischen  denen,  welche  durch  (2.a,  b,  c) 
über  den  Werth,  von  dS  gemacht  sind,  eine  grosse  Aehnlichkeit,  -t- 
eine  Aehnlichkeit,  welche  noch  grösser  wird,  sobald  man  den  Special- 
fall :  dJ{  =  0  ins  Auge  fasst.  —  In  der  That  zeigt  sich ,  dass  .  die 
in  dem  Specialfalle:  dJ{  =  0  aus  (2.a, /?,  y)  für  den  Ausdruck 

<8dt 
JiDsi 

•     .  *  •  •      ■ 

resultirenden  Suppositionen  genau  identisch  sind  mit  denjenigen, 
welche,  und  zwar  im  allgemeinsten  Falle,  durch  (2.a,  b,  c)  über 
den  Werth  des  Ausdruckes 

dS 
JJxDsD$x  {  '  } 

gemacht  sind.    In  jenem  Spezialfälle  d/r—  0   hat  sich   aber  aus 

(2.a,  /?,  y)  für  den  erstem.  Ausdruck  der  Werth  (4.)  ergeben.    Folg- 

.  •  •  •   ■ » 

lieh  wirdman,  und  zwar  im  allgemeinsten  Falle,:  aus  (2.*a,  b,  c) 
für  den  letztern  Ausdruck  einen  analogen  Werth  erhalten: 

vottHenem  hur  dadurch  unterschieden'  dass  an' Stelle  von  *',  Wa'," 
w,  oi  hier  irgend  welche  andere  Functionen  p,  <f,  (p9  y,  x  Auf- 
treten, die  ebenfalls  nur  von  r  abhängen  können,  sonst  aber  unbe- 
kannt sind. 
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Wie  durch  (1.)  schon  angedeutet  war,  soll  unter  dS  die 
Summe 

(«TJ  +  aTj)  eWy  Ug , 

also  die  Summe  derjenigen  beiden  ponderomotorischen  Arbeiten 
elektrodynamischen  Ursprungs  verstanden  werden,  welche  während 
der  Zeit  dt  von  JiDsi  auf  JDs,  und  von  JDs  auf  JxDs{  ausgeübt 
werden.  Hieraus  folgt,  dass  dS  in  Bezug  auf  JDs  und  JxDsx  sym- 
metrisch, mithin  die  in  (5.)  enthaltenen  Functionen  y,  xp  ein- 
ander gleich  sein  müssen.  Jene  Formel  (5.)  erlangt  daher  fol- 
gende Gestalt: 

(6.)     dS  =a  JJ.DsDs^Qee,  +  ^E)dr  +  g>d(00,)  +  %dE] , 

wofür  geschrieben  werden  mag: 

(7.)     dS  =  {dTl  +  dTQ  eldy.ü8  =  JJxDsDsx[Pdr  +  ^(00,)  +  #JE] . 

Fügen  wir  noch  hinzu,  was  in  (3.)  angegeben  war: 

(8.)        6Ä  =  D8i[Ji{Kdr  +  A9irf0)  +  (08^(61/1)  +  3rf(E/i)]  , 

so  haben  wir#)  diejenigen  Formeln  (7.)  und  (8.)  vor  uns, 
welche  für  die  pondero-  und  elektromotorischen  Wirkungen 
sich  ergeben  als  unmittelbarer  Ausfluss  der  supponirten 
Grundeigenschaften. 

Mit  Bezug  auf  (7.),  (8.)  sei  sogleich  bemerkt,  dass  unter  P, 
K,  ö,  ebenso  wie  früher,  folgende  Aggregate  verstanden  werden 
sollen  : 

p  =  (>eei  •+■  $  e  , 

(9.)  K  =  «001  -+•  x  E  , 

Q  =  0)901  +  toE. 


*)  Wollte  man  (vergl.  pag.  486)  als  Princip  adoptiren,  dass  die  durch  ein  Ele- 
ment SiD*i  von  constanier  Stromstärke  in  irgend  einem  Punkte  eines  körperlicheB 
Leiters  erzeugte  elektromotorische  Kraft  Null  ist ,  sobald  die  relative  Lage  jenes  Ele- 
mentes In  Bezug  auf  diesen  mathematischen  Punkt  keine  Aenderung  erleidet, 
so  würde  hieraus  folgen,  dass  die  in  (8.)  enthaltenen  Functionen  X  und  ZT  identisch 
Null  sind.  Alsdann  aber  würde  die  hier  zu  entwickelnde  Theorie  völlig  identisch 
werden  mit  der  im  vorhergehenden  Abschnitt  (pag.  468  bis  506)  dargelegten. 
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§,  i. 

Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft. 

Indem  wir  Schritt  für  Schritt  denselben  Weg,  wie  bei  früherer 
Gelegenheit  (pag.  486  bis  494),  verfolgen,  haben  wir  zunächst  die 
Formel  (7.)  zu  notiren: 

(1 O.a)     (4TI  ■+■  dTf}  6Mr.  ü§  «■  D*DsJJx(?dr  +  ^(66*)  +  xfc). 

und  sodann  zu  bemerken,  dass  aus  (8.),  genau  ebenso  wie  damals, 
folgende  parallel  stehende  Formel  sich  ergiebt  [vergl.  (80.)  p.  489}. 

(1 0.b)   {dQl  +  rfOJ)  eMy. ni  =  D§Dn[JJ%(%  Mr  +  {X  +  <o)d{ee<)  +  S&fE) 

+  JM(//i)] . 
Durch  Addition  von  (4  O.a,  b)  folgt  sofort : 
(1 1 .)     (<*n  +  dT?  +  d(?J  +  J0!)  eMj.  üb  -  DsDsMJJfl)  +  J/tY] , 
wo  Y  den  Werth  besitzt: 
(12.)      Y  =  (2K  +  P)dr  +  (X  +  <»  +  9)d(eeO  ■+•  (2S  -H  *)<*E  —  dQ, 

ein  Werth,  welcher  mit  Rücksicht  auf  (9.)  auch  so  geschrieben  wer- 
den kann:*) 

(12.a)  Y  =  [(2*  +  q  —  ö>')eei  +  (2x+?— «)E]dr  +"(A  +  9)d(ee,) 

+  (5 +  *)<£:. 

Ebenso  wie  früher  (pag.  491)  ergiebt  sich  nun,  als  Folgerung 
aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft,  dass  dieser  Ausdruck  Y  für 
ein  in  beliebiger  Bewegung  begriffenes  Elementenpaar  D$,  D$\  fort- 
dauernd Null  sein  muss,  dass  also  zwischen  den  neun  unbekannten 
Functionen  p,  4,  *,  x,  w,  «,  A,  tpy  %  die  Relationen  stattfinden 
müssen: 

"3v  o-_^-       -'         a  -    .  n 

»*-+•£  —  *>   =  0 ,  oiHh^ssO. 

Hieraus  folgt: 

*  =  *(*>'  —  <>),  yss—A, 

x=  ±(ft>  —  j),  %  »  —  <»; 

wodurch  die  Anzahl  der  unbekannten  Functionen  auf  fünf  reducirt  ist. 


*)  Es  bedarf  wohl  kaum  der  Bemerkung ,  dass  unter  ta'  und  Z'  die  Ableitungen 
von  <a  und  Z  nach  r  zu  verstehen  sind» 
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Substiluirt  man  die  Werthe  (14.)  in  (7.),  (8.),  so  ergiebt 
sich  für. die  ponderamßtorische  Wirkung  die  Forme}.: 

(15.)     ;.  ,    .  .  dS  =  JJiPsDsxlPdr  —  ArfCöÖi)  —  wdE] , 

udd  andererseits   für    die    elektromotorische   Wirkung  fol- 
gende Formel: 

(i6.a)  (Sdf »  /tZ)^  (Sfr*  +  f*^ Pdr  +  Aeide  +  Werfet  +  5<*e) 

•    ••  +  (dJt)IhiQ,-  • 
wofür  auch  geschrieben  werden  kann: 

(1  e.b)  m - /iW(- p^-^y-jg + o^^-y-ftf) 

+  {dJt)D8XQ.  .        r 

Dabei  sind  ,-untan  P,  Q.die  Ausdrücke.  (9.)  zu  verstehen.    •" 

Gleichzeitig  ergiebt  sich  für  das  Capital  Ct  eines  den  früher 
erwähnten  Determinationen  unterworfenen  materiellen  Systems  der 
Wertb: 

(il.)       <£  ±T+20M.  C{&))  +  0  +  U—iZSiDsDsjJiQ),,    . 

vergl..  (*00.)  pag.  493. 


i. 


§•  5. 


Ueber  eine  gewisse  Summe  von  elektromotorischen  Kräften. 

*  Unter  Zugrundelegung  der  Formel  (16.a,  b)  soll  die  Sumitie  der- 
jenigen  elektromotorischen  Kräfte  berechnet  werden,  welche  ein 
gleichförmiger  elektrischer  Stromring  (Si,'*i)  hervorbringt  in  irgend 
einem  Drahtringe  (*). 

Die  beiden  Ringe  seien  biegsam,  mit  Gleitstellen  versehen,  und 
begriffen  in  beliebigen  Bewegungen';  ihre  Elemente'  seien  bezeich- 
net mit  Ds,  A*  und  D*i,  A*i   (vergl.  pag.  441). 

Unter  Anwendung  der ,  Abkürzungen : 

p  =  ^eet  -+.  je,  , 

(iSj.)..,;    ..  q  bs  a>ea rf-.ttE, 

"jm,  Pdr  -  MQft)  -  mä£    .    dQ  +  (»  -  X)  (9d6i  -  &«) 

dT  =  —  : r: : H 1  " • 


ergeben  sich  aus  (16.)  die  beiden  Formeln: 
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Ds .  <$dt  =  DsDst  (/,<flF  +  QdJi) ,     (Wirkung  von  Ds,  auf  Ds) , 
0*.<SA  =  /)*£*,(  0      +  QJT,),        (Wirkung  von  M  auf  Ds); 

?on  denen  die  erstere  diejenige  Kraft  (Sctt  ausdrückt,  welche  Dsi 
innerhalb  der  Zeit  dt  in  irgend  einem  Punkte  von  Ds  (und  zwar  in 
der  Richtung  von  Ds)  hervorbringt;  während  die  letztere  in  ana- 
loger Weise  sich  bezieht  auf  A*  und  Ds. 

Repräsentirt  <&dt  die  Summe  sämmtlicher  elektromoto- 
rischer Kräfte,  welche  der  Ring  (Ji,  sx)  während  der  Zeit 
dt  im  Ringe  (*)  hervorruft,  so  folgt  aus  (19.): 

(20.)     edt  =  Jim  {22dVDsDs1  +  22QDs^)  +  (<üi) .  22QD8Dst ; 

hiefür  kann  geschrieben  werden: 

(21 .)     6A  =  d{Jt .  22QDsDs{)  +  Jt$dt , 

wo  alsdann  $dt  die  Bedeutung  hat: 

(22.)     2£eft  =  %22dVDsDsx  +  %22QDsAsx  —  U{22QDsDst) . 

Es  handelt  sich  nunmehr  (für  spätere  Zwecke)  um  eine  gewisse 
Transformation  von  $dt,  und  zwar  um  eine  doppelte. 

Erste  Transformation  von  §dt.  —  Substituirt  man  in  (22.) 
für  das  letzte  Glied  den  dafür  sich  ergebenden  Werth: 

(o.)      2d{22QDsDsl)  =  %22dQDsDsx  +  %22*{Ds£*i  -h  LsDsx) , 
und  gleichzeitig  für  <P¥  den  Werth   (18.),  so  erhält  man: 

[ß.)  %$dt=*— 22[Pdr-kd(eei)-wdE+dQ+(k-w)  (ede1-eide)]DsDsl 

—  2  22Q&sDsi , 

oder,  falls  man  für  P,  Q  ihre  eigentlichen  Bedeutungen  (18.)  ein- 
treten lässt: 

(y.)   g$A  =  —  22[({Q-t-w)ee%  +  {Q+a)E)dr  +2(©  -^ X)6ide]  DsDsx 

—  22{Z(aQQx  -h  2wE)A*Zfc1. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich,  durch  Anwendung  einer  früher  (pag.  447) 
mitgetheilten  Transformationsformel,  sofort: 

(A)    .  %$dt  =  —  22^L  —  ^eex  +  Je]  drßsßs, 

—  22  (2  AG0i  +  25E)A*ß*1 , 

wo  L,  M  die  Bedeutungen  haben: 

(  L  =  (p  -H  ^  •+-  cö'  ■+•  m)  —  2  («'  —  A') , 

W  3f  =         r$  +  u')—  2(«)  -  A) . 

Abhandl.  4.  K.  S.  Gctelluch.  d.  Wisnensrh.  XV.  35 
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Zweite  Transformation  von  $dt.  —  Es  ist  identisch: 

(f.)  22{k— ^{ede,— OidejDsDsi  =  —  22[X  — a)QQx{D8bsx— teDs^ 

wie  solches  unmittelbar  folgt  aus  der  soeben  citirten  Transformations- 
formel (pag.  447).     Andrerseits  ist  nach   («.) : 

[ff.)      22dQDsDsx  =  d{22QDsD8X)  —  22Q(DsAsx  +  AsDsx) , 

oder  falls  man  2 22Q&sDsx  auf  beiden  Seiten  hinzufügt: 

(#.)  22dQD8Dsx+%22'QAsDsx  =  d{22QDsD8X)— 22Q[D8tex—*sD8X). 

Nunmehr  folgt  durch  Addition  von   (£.)  und  (#.)  sofort: 

(#.)     22 [dQ  +  (A  —  co)  (6d0i  —  eide)]ßsfl*i  +  USEQAsDst  = 

=  d{22QDsDsx)  —  22(Q  -h  (A  —  o))e0i)  (ßsA*  —  A*Z)«,) , 

=  d{22QDsDsi)  —  22(Xe6i  +  wE)(D8*8x  —  Atlfoj) . 

Dieser  Ausdruck  (#.)  repräsentirt  die  letzten  Glieder  der  Formel 
(/?.).  Substituirt  man  für  jene  letzten  Glieder  den  durch  (/.)  darge- 
botenen Werth,  so  gewinnt  die  Formel  (ß.)  folgende  Gestalt: 

(x.)     %$dt  =  —  22[Pdr  —  Ad(00J)  —  ZdE]DsD8X  —  d(22QDsDsx) 

+  22(xeei  +  Se)  (DäAäa  —  a$D8{)  . 

Wir  gelangen  nun,  durch  die  Formel  (21.)  und  unter  Anwendung 
der  beiderlei  Transformationen  (#,  *)  und  (x.) ,  zu  folgendem  Re- 
sultate. 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe 
($)  und  (*i)  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  befin- 
det sich  im  letztern  ein  Strom,  dessen  Stärke  Jx  von 
Augenblick  zu  Augenblick  sich  ändert,  jedoch  stets  gleich- 
förmig bleibt,  so  wird  die  Summe  <&dt  der  vom  Ringe  (Ji,*i) 
während  der  Zeit  dt  im  Ringe  (*)  hervorgebrachten  elek- 
tromotorischen Kräfte  den  Werth  besitzen: 

(23.)  <®dt  =  d{Jx .  22QDsDst)  +  Jx$dt; 

die    hier   auftretende   Grösse  $dt   ist    einerseits    darstellbar 
durch: 

(24.)  2  $dt  =  —  SS  [(L  —  fj  00.  ■+■  *  El  drDsDst 

—  2  ss{kQei  +  Se)a*o«,, 

wo  L,  M  die  Bedeutungen  haben: 
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L  =  {q  +  J  +  to  +  w)  —  2  (w  —  A'), 

M=         r£  +  5')  —  2(w-A), 

andrerseits  aber  auch  darstellbar  durch: 

(25.)     %$dt  =  —  SS[?dr  —  Ad(ee,)  —  ZdE}DsDsx  -  d{S^QDsDsx) 

-f-  -S^Aeet  +  wE)  {Ds&Sl  —  AsDti) . 

Dabei  stehen  P,  Q  zur  Abkürzung  für  die  in  (9.)  genannten 
Aggregate. 

§.  6.  ' 

Anwendung  des  elektromotorischen  Integralgesetzes. 

Um  Genaueres  zu  ermitteln  in  Betreff  der  in  den  Formeln  (15.) 
und  (16.a,  b)  noch  enthaltenen  unbekannten  Functionen  (>,<?",  co, 
5,  A,  benutze  ich  das  von  meinem  Vater  aufgestellte  elektromoto- 
rische Integralgesetz,  welches  folgendermassen  lautet: 

Sind  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe 
(s)  und  (*i)  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  be- 
findet sich  im  letztern  ein  stets  gleichförmig  bleibender  Strom 
Ji9  so  hat  die  Summe  <®dt  der  von  ihm  während  der  Zeit  dt 
im  Ringe  (s)  erzeugten  elektromotorischen  Kräfte  den 
Werth:  m 

(26.)  €xü  =  d{Jtf) , 

wo  f  lediglich  abhängt  von  der  augenblicklichen  Gestalt 
und  Lage  der  beiden  Ringe. 

Durch  Combination  dieses  Gesetzes  (26.)  mit  der  vorhin  ent- 
wickelten Formel  (23.)   folgt  sofort: 

(27.)  4>  =  0 , 

also,  falls  man  für  $  seinen  Werth   (24.)   substituirt: 

(28.)    22[(L  —  ~)  09i  +  * E]  drDsDsx  +  2-£'2'(Aee1+ÜE)A*Z)$1  =  0 ; 

und  zwar  erkennt  man,  dass  diese  Gleichung  (27.)  oder  (28.), 
ebenso  wie  das  Gesetz  (26.),  gültig  sein  muss  für  willkührliche 
Bewegungen  der  beiden  Ringe. 

Für  solche  Bewegungen,   bei  denen  die  Gestalten  der  beiden 

35* 
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Ringe  ungeändert  bleiben,  mithin  die  A«,  Asi  sämmtlich  Null  sind, 
reducirt  sich  die  Gleichung  (26.)  auf: 

-£'-ä'[(L  —  £)  00!  +  J  E]  drDsDst  =  0 . 

Hieraus  folgt,  unter  Anwendung  eines  früheren  Satzes  (pag.  440), 
sofort ; 

Solches  erkannt,   reducirt  sich  die  für   beliebige  Bewegungen 
gültige  Gleichung  (28.)  auf: 

^(AeOt  ■+•  t»E)A*lfei  =  0. 

Bringt  man  diese  in  Anwendung  auf  solche  Bewegungen,  bei  denen 
nur  ein  A*  vorhanden  ist,  alle  übrigen  A*  aber  Null  sind,  so  er- 
hält man: 

As .  ^(Ae6i  +  wE)Dsx  =  0 . 

Hieraus  folgt  nach  einem  früheren  Satze  (pag.  436) ,  dass  zwischen 
X  und  w  die  Beziehung  stattfinden  muss: 

(30.)  X  =  rw  . 

Vermittelst  der  Relationen    (29.)  und  (30.)    kann  man   p,  J",  i 
durch  cö,  w  ausdrücken;  man  erhalt: 

(31.) 

A  =  -4-  r  w  . 


(<,  =  --  +  „  - 

J     —  ,        «W  Q    — * 


Somit  sind  die  unbekannten  Functionen  auf  zwei  reducirt,  nämlich 
auf  co  und  w. 

§.  7- 

Die  aus  der  entwickelten  Theorie  fliessenden  Integralgesetze. 

Da  nach   (27.)  #  jederzeit  verschwindet,   so   reducirt  sich  die 
Formel  (23.)  auf: 

(32.)  edt  =  d{Ji .  XXQDsDst) . 

Aus  gleichem  Grunde  reducirt  sich  die  Formel  (25.)  auf: 
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(33.)      22[?dr  —  U{QQv)  —  «dEJDsß*  =  —  d[22QDslhi) 

Das  hier  in  die  zweite  Zeile  gesetzte  Glied  besteht  aus  einzelnen 
Integralen,  welche  theils  von  der  Form  sind: 

a*.  i;(xeei  +  wE)D*lt 

theils  von  der  Form: 

A*.  -^(Aeei  +aE)Ds. 

Zufolge  eines  früheren  Satzes  (pag.  436)  sind  diese  Integrale,  weil 
zwischen  A,  w  die  Relation  (30.)  stattfindet,  sämmtlich  Null;  so 
dass  also  jenes  Glied  zweiter  Zeile  verschwindet,  mithin  die  Formel 
(33.)  die  einfachere  Gestalt  gewinnt: 

(34.)      ZZ\?dr  —  Xd{eet)  —  ZdE^sDs,  =  —  d^^QDsDs^ . 

Die  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  sind  (zufolge  der  voraus- 
gesetzten Grundeigenschaften)  unabhängig  von  den  im  inducirten 
Körper  etwa  vorhandenen  elektrischen  Vorgängen.  Nehmen  wir  da- 
her an,  dass  nicht  nur  in  (*i),  sondern  ebenso  auch  in  («)  ein 
gleichförmiger  Strom  vorhanden  sei,  so  wird  trotzdem  die  Summe 
der  von  (s\)  in  (s)  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  immer  noch 
ausgedrückt  sein  durch  die  Formel  (32.). 

Gleichzeitig  wird  alsdann  die  zwischen  diesen  beiden  Strom- 
ringen (J,  *)  und  (Ji,  *i)  stattfindende  ponderomo torische  Arbeit, 
nach   (15.),  den  Werth  haben: 

(35.)         22dS  =  JJt .  Z2[?dr  —  Ad(00,)  —  wdE]DsDsu 

wofür  mit  Rücksicht  auf  (34.)  auch  geschrieben  werde*  kann: 
(36.)  SSdS  =  —JJi.  d(ZZQDsD8i) . 

Setzt  man  zur  Abkürzung: 
(37.)  Q  =  SZQDsDsi  =  ^^(0661  +  5e)D*D*i  , 

so  gewinnen  die  Formeln  (32.)  und  (36.)  folgende  Gestalt: 
(38.)  <&dt  =  d{JtQ) , 

(39.)  SSdS  =  —  JJ{dQ ; 

so  dass  sich  also  für  zwei  biegsame,  mit  Gleitstellen  versehene  Ringe, 
die  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen  und.  von  gleichförmigen  Strö- 
men durchflössen  sind,  folgende  Gesetze  ergeben: 
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Das  elektromotorische  Integralgesetz.  —  Die  Summe  der  vom 
Ringe  (/i,  *i)  wahrend  der  Zeit  dt  im  Ringe  (J,  *)  hervor- 
gebrachten elektromotorischen  Kräfte  ist  gleich  dem  Zu- 
wachs von  JXQ. 

Das  ponderomotorische  Integralgesetz.  —  Die  während  der 
Zeit  dt  von  den  beiden  Ringen  («/,  s)  und  (/i,  $\)  aufeinan- 
der ausgeübte  ponderomotorische  Arbeit  ist  gleich  (—  1)/Ji, 
multiplicirt  mit  dem  Zuwachs  von  Q. 

Der  Ausdruck  Q  (37.),  welcher  lediglich  abhängt  von  der 
augenblicklichen  Lage  und  Gestalt  der  beiden  Ringe,  wird  zu  be- 
zeichnen sein  als  ihr  elektrodynamisches  Potential,  bezogen 
auf  die  Stromeinheit. 

§.  8  und  §.  9. 

Die   aus  der  entwickelten  Theorie   fUr  den  Fall    beträchtlicher 
Entfernungen  resultirenden  Elementargesetzc. 

Dass  das  Potential  P  oder  JJ\Q  zweier  gleichförmiger  Stroro- 
ringe  (J,  s)  und  (/i,  *i)  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernung 
den  Werth 

(40.)  P  =  JJtQ  =  -  AlJJ, .  v^eei*/», 


besitze,  unterliegt  keinem  Zweifel  (pag.  502).    Andrerseits  sind  wir 
durch  die  hier  entwickelte  Theorie  zu  der  Formel  (37.)    gelangt: 

(41.)  P  =  JJtQ  =  JJt .  ^(neet  +  SE)D*D*i, 

wo  o),  To  zwei  noch  unbekannte  Functionen  von  r  sind. 

Gehen  wir  nun  von  der  Hypothese  aus,  dass  diese  Functionen 
cö,  w  für  den  Fall  beträchtlicher  Entfernungen  proportional  sind 
mit  irgend  welchen  Potenzen  von  r: 

(0  ss  ot*, 

to  =  Ar, 

so  ergeben   sich   durch   Combination   der  Formeln  (40.),    (41.)  die 
Mittel  zur  näheren  Bestimmung  der  Constanten  g,  h,  p,  q. 
Aus  (40.)   und  (41.)  folgt  nämlich  sofort: 


Elektrodynamische  Untersuchungen.  *     519 

oder  falls  man  die  Werthe  (42.)  substituirt: 

^  [(s*  +  t)  ©Öl  +  Ar*E]  DsDsx  =  0.  . 

Diese  Gleichung,  welche  stattfinden  soll  für  je  zwei  Ringe  von  be- 
liebiger Lage  und  Gestalt,  fuhrt  [unter  Anwendung  des  Satzes 
(23. a,  b)  pag.  432]  zu  dem  Resultat,  dass 

sein  muss.     Hieraus  aber  folgt  zunächst: 
(43.)  F-g--4f      . 

und  sodann: 

(44.)  g  -*-  Ä  -  -  A*. 

Somit  erhalten  wir  aus  (42.): 

0 

r  > 
h 


CO 


Ol 


wo  g,  h  zwei  durch  die  Relation  (44.)  verbundene  Constante  vor- 
stellen. 

Selbstverständlich  wird,  weil  wir  die  Formel  (40.)  und  die 
Hypothese  (42.)  nur  für  beträchtliche  Entfernungen  als  gültig  er- 
achten, Gleiches  auch  zu  bemerken  sein  in  Betreff  der  Formeln  (45.). 

Unter  Zugrundelegung  der  Werthe  (45.)  resultiren  für  die 
Functionen  (>,  JT,  X  (31.)  folgende  Ausdrücke: 

*  =  -*■ 

und  hieraus  ergeben  sich  die  Aggregate  Q,  P  (9.)  in  folgender 
Form: 

(47.)  r       ' 

v     '  p      -  (3g  +  **)eei  +  (^  ■§-  sfc)E 

r  _  -^  , 

so  dass  also  zwischen  Q  und  P  die  Relation  stattfindet: 

,lö  %  p      q  .  io  +  h)  (E  -  seeo 
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Endlich  folgt  durch  Substitution  der  Werthe  (45.),  (46.),  (47.)  in 
die  beiden  Formeln   (16.a)  und  (<5.): 

(49.)     &dt  =  JiDsi  pg +  »*' (QQi  -  Ejj»-  +  ge<tet  -  fte.«<e  +  mei 
(so.)     ds  =  MZ)«^  [prfr  ■+■  *  •  *ee,  -  eh 

Diese  Formeln  (49.)  und  (50.)  sind  es  also,  durch  welche 
(im  Sinne  der  gegenwärtigen  Theorie)  das  elektromoto- 
rische und  das  ponderomotorische  Elementargesetz  für  be- 
trächtliche Entfernungen  sich  ausdrücken. 

Setzt  man,   ähnlich   wie  früher  (pag.  500)    nämlich   unter  An- 
wendung eines  mit  Ds  starr  verbundenen  Coordinatensystemes : 

(«•)  &dt  =  (2K  +  33$  +  «3)  * . 

iß-)  e  =  ma  +  33»  -i-  aas , 

ir-)  e  =  %% + 3353,  •+■  es, , 

so  erhalt  man  aus  (49.): 

(51 .)       Sdl  ss  JJ)si  [-'-  t.'^J?9»  -  %)*'  +  glMBi  -  ftei^  +  hOäti 

und  analoge  Werthe  für  tydt,  3<fc.  —  Der  Werlh  von  M  (51.) 
ist  eine  homogene  lineare  Function  von  U,  %,  dU,  d%;  und  Ana- 
loges wird  offenbar  gelten  von  tydl,  $dl;  so  dass  wir  also  schrei- 
ben können: 


M  ss 

m  + 

fl», 

+ 

Md\\  + 

iva«,, 

m  = 

m  + 

L33, 

+ 

if(/$  + 

iVtf33,, 

3*  = 

Ä2B  + 

L6, 

+ 

A«2Bh- 

Ä. 

(52.) 


Um  von  der  Bedeutung  dieser  Formeln  (51.),  (52.)  eine  Vor- 
stellung zu  erhalten,  haben  wir  uns  einen  körperlichen  Leiter  zu 
denken,  mit  welchem  drei  (auf  einander  senkrechte)  Axen  j,  t},  J 
starr  verbunden  sind.  Alsdann  sind  Xdt,  g)(Ä,  $dl  die  diesen  Axen 
entsprechenden  Componenten  derjenigen  elektromotorischen  Kraft 
Edtj  welche  ein  ausserhalb  des  Körpers  befindliches  Stromelement 
J\Ds\    wahrend  der  Zeit  dt  hervorbringt    in   irgend   einem  Punkte  ffl 
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des  Körpers.  Dabei  repräsentiren  U,  33,  SB  und  9d,  ÜBi,  61  die 
Richtungscosinus  von  r  {Dsi  — — *  m)  und  von  J\Ds\ ;  während  gleich- 
zeitig 6i  den  Cosinus  des  zwischen  r  und  </iD*i  gelegenen  Winkels 
bezeichnet. 

Die  Formeln  (52.)  zeigen,  dass  die  Kraft  Edt  in  vier  Kräfte 
zerlegbar  ist,  nämlich  in  die  beiden  Kräfte  K,  L  und  in  zwei  an- 
dere  Kräfte  M\  N\  welche  mit  Jf,  N  proportional  sind.  Die 
Kräfte  K  und  L  sind  respective  mit  r  und  Dsi  parallel;  hingegen 
steht  die  Kraft  M'  senkrecht  gegen  r,  und  N'  senkrecht  gegen  Ds\. 
Um  die  Richtungen  der  beiden  letzten  Kräfte  genauer  angeben  zu 
können,  denke  man  sich  diejenigen  beiden  Elementarflächen  con- 
struirt,  welche  im  Räume  des  gegebenen  Körpers  während 
der  Zeit  dt  beschrieben  werden  durch  den  von  m  ausgehenden 
Strahl  r,  und  durch  einen  zweiten  von  m  ausgehenden  und  be- 
ständig mit  Dsi  parallel  bleibenden  Strahl  p.  Alsdann  ist  M'  senk- 
recht gegen  r,  und  gelegen  in  der  von  r  beschriebenen  Elementar- 
fläche ;  *)  andererseits  N'  senkrecht  gegen  p  und  gelegen  in  der  von 
q  beschriebenen  Elementarfläche. 

Wir  gehen  über  zur  Betrachtung  des  ponderomotorischen 
Elementargesetzes  (50.).  Die  beiden  Elemente  JDs,  JiDsi  seien 
in  beliebigen  Bewegungen  begriffen,  und  mögen  mit  Bezug  auf  ein 
absolut  festes  Coordinatensystem  die  Coordinaten  x ,  y ,  z ,  xi ,  y\ ,  %\ 
und  die  Richtungscosinus  A,  B,  f",  A^  Bl9  rt  besitzen;  ausserdem 
seien  U,   V,   TV  die  Richtungscosinus  von  r  (D$i  — >!)«), 

Genauer  betrachtet,  werden  unter  x,  y,  z  die  Coordinaten 
irgend  eines  Punktes  von  JDs  (etwa  des  Schwerpunktes  von  JDs) 
zu  verstehen  sein.  Die  Bewegung  dieses  Elementes  JDs  während 
der  Zeit  dt  wird  daher  zu  charakterisiren  sein  durch  die  Zuwüchse 
dx,  dy,  dz,  welche  jene  Coordinaten  binnen  der  Zeit  dt  erleiden, 
und  daneben  durch  diejenigen  Drehungen  da,  dß,  dy,  welche  das 
Element  während  dieser  Zeit  in  Bezug  auf  die  drei  Coordinaten- 
axen  ausführt.  Analoge  Bedeutungen  mögen  dx,  dy,  dz,  und  dct\, 
dß\ ,  dyt  für  das  Element  J\Dsi  besitzen.  —  Alsdann  finden  die  Rela- 
tionen statt: 


*)  Denn  die  Richtung  W  (dtt ,  cflb ,  d3B)  sieht  nicht  nur  senkrecht  gegen  r  (U , 
8,  SS),  sondern  auch  senkrecht  gegen  die  Richtung  (SSdäB  —  2Bcfi3,  äEBcfll  —  UcflB , 
Ud8  -  8dU) . 
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dr  =  U{dx  —  <fe,)  +  V(dy  —  dy,)  +  W(dz  —  dz,) , 

dA  =  Td/J  —  Bdy,  dAi  «=  Hd/ft  —  M/i , 

dB  =  Ady  —  rda ,  dßi  =  Aidyi  —  l^dai , 

dr  =  Bda  —  Ad/J,  d|"i  =  Bidai  —  Aid#. 

Sämmtliche  in  d$  (50.)  enthaltenen  Zuwüchse  dr,  de,  dGi,  dE 
können  (wie  aus  diesen  Relationen  folgt)  ausgedrückt  werden  durch 
da?,  dy,  dz,  da,  dß,  dy,  dx\,  rij/i,  dzi,  dai,  dßi,  dy{\  so  dass  sich 
also  fttr  dS  selber  ein  Ausdruck  von  folgender  Form  ergiebt: 

(53.)     dS  =  {Szdx  +  S„dy  +  Stdz)  +  (Sada  +  Sjß  +  S,dy) 

+  {TM  +  fyfyi  +  l>bi)  +  {Tad*i  +  l>ft  +  Trdn) . 
Alsdann   repräsentiren   offenbar  Sx,  Sy,  Sg  und  Sai  Sß>  Sr  die  von 
JiDs{    auf   JDs    ausgeübten    ponderomo torischen    Kräfte    und    Dre- 
hungsmomente,   während   Tx,  Ty,  T,   und    Ta,  T,,  TY  die    analoge 
Bedeutung  haben   für  die  von  JDs  auf  J%Dsi   ausgeübte  Wirkung. 

Wenn  man  nun  den  Ausdruck  (53.)  wirklich  bildet,  so  er- 
hält man: 

(54.)         Sx  =  JJfisDs,  [(P  -  ^Ö§l)  U+h{e*;2eA>]]  , 

(55.)  Sa  =  JJfisDs,  [*ftoy -Jrn  -  *(Br7rB'>], 

und  analoge  Werthe  für  Sy,  S,   und   S,,  Sy;    dabei   repräsentirt  P 
den  Ausdruck  (47.). 

Nach  (54.)  ist  die  auf  JDs  ausgeübte  ponderomotorische 
Kraft  (Sx,  Sy,  Sg)  zerlegbar  in  drei  Kräfte,  welche  respective  paral- 
lel mit  r,   mit  Ds  und  mit  Ds\  sind. 

Andererseits  ist  nach  (55.)  das  auf  JDs  ausgeübte  pondero- 
motorische Drehungsmoment  (Sa,  Sfi,  Sy)  zerlegbar  in  zwei 
Drehungsmomente,  von  denen  das  eine  die  Normale  der  Ebene 
(Ds,  r) ,  das  andere  die  Normale  der  Ebene  (Ds,  Dsi)  zur  Axe  hat. 

Die  erhaltenen  Elementargesetze  (51.)  und  (54.),  (55.)  besitzen, 
wie  man  sieht,  einen  abschreckend  complicirten  Charakter.  Auch 
erkennt  man  leicht,  dass  eine  Vereinfachung  dieser  Gesetze  nur 
dadurch  erreicht  werden  kann,  dass  man  in  Betreff  der  beiden 
durch  die  Relation  (44.) 
(56.)  g  +  h  =  —  A2 

verbundenen    Constanten    g    und    h    annimmt,     die    erstere    wäre 
=  —  A2,    die  letztere  =  0.     Alsdann    aber  werden   die   in  Rede 
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stehenden  Gesetze  identisch  mit  denjenigen,  zu  welchen  wir  im  vor- 
hergehenden Abschnitt  (pag.  503)  gelangt  sind. 
Setzt  man  der  Relation  (56.)  entsprechend: 

(57.)  ,__*L=V 

wo  k  eine  unbekannte  Gonstante  vorstellt,  so  wird  das  eben 
Gesagte  dahin  auszudrücken  sein,  dass  die  gefundenen  Elemen- 
targesetze nur  dann  einen  einfacheren  Charakter  annehmen, 
wenn  k  den  Werth  ( —  1)  besitzt,  dass  sie  in  diesem  Falle 
aber  identisch  sind  mit  den  Gesetzen  des  vorhergehenden 
Abschnitts. 
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Verbesserungen. 

I.  Die  letzte  Zeile  von  pag.  423  soll  lauten: 

**?  *=  A       JH[Äo       5?  ««  r- 

Ds        n'       Ds        °'      Ds         '  ' 

II.  Auf  Seite  4?9,  Zeile  8  v.  o.  setze  man:  »alle  Elemente  der  beiden^ 
statt:  »zwei  beliebig  gegebenem 

III.  Das  im  Teubne  r 'sehen  Verlag  erscheinende  Werk,  auf  welches  ich  mich 
im  Verlaufe  dieser  Untersuchungen  mehrfach  gestützt  habe  (vergl.  z.  B.  die  Noten  zu 
pag.  425,  434,  432  u.  s.  w.) ,  ist  irrthümlicher  Weise  als  »Theorie  der  elektrischen 
Kräfte«  bezeichnet  worden.  Sein  wahrer  Titel  lautet  kurzweg :  »Die  elektrischen 
Kräfte«. 
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Abbmidl.  d.  K.  S.  GettlUch.  d.  Wistensdi.  XV.  36 


Als  ich  im  XVII.  Bande  von  Schumachers  Astr.  Nachr.  die  von 
mir  ausgedacht^  Einrichtung  veröffentlichte,  welche  gestattet,  auf  einem 
zu  Winkelmessungen  bestimmten  Kreise,  die  Anzahl  der  erforderlichen 
Theilstriche  auf  eine  sehr  geringe  zurückzuführen,  war  das  Ver- 
fahren um  die  Fehler  der  Theilstriche  eines  Kreises  zu  bestimmen 
schon  bekannt,  und  es  konnte  auf  das  von  Bessel  herstammende  hin- 
gewiesen werden.  In  Folge  meiner  neuen  Einrichtung  war  es  mög- 
lich geworden,  dieses  Verfahren  mit  Leichtigkeit  auf  jeden  einzelnen 
Theilstrich  des  Kreises  ausdehnen  zu  können,  während  diess  bei  der 
gewöhnlichen  Einrichtung  der  zu  Winkel messungen  bestimmten  Kreise, 
wenngleich  theoretisch  möglich,  der  übergrossen  Arbeit  wegen,  welche 
es  verursachen  würde,  praktisch  in  den  Bereich  der  Unmöglichkeit  ver- 
setzt werden  muss.  Anders  verhält  sich  die  Sache  in  Bezug  auf  die 
Hulfstheilungen,  welche  meine  Einrichtung  erfordert.  Hier  reichte  das 
damals  bekannte  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Fehler  der  Theilstriche 
nicht  aus,  sondern  musste  durch  ein  wesentlich  abgeändertes,  noch 
nicht  angewandtes,  ersetzt  werden,  welches  ich  auch  in  der  angezo- 
genen Abhandlung  beschrieben  und  erklärt  habe.  Dieses,  damals  neue, 
Verfahren  kann  ohne  Abänderung  auch  zur  Bestimmung  der  Theilungs- 
fehler  eines  gradlinigen  Maassstabes  angewandt  werden ,  und  ist  auch 
dazu  benutzt  worden;  da  jedoch  nicht  behauptet  werden  kann,  dass 
man  es  immer  richtig  angewandt  habe,  so  dürfte  es  wohl  nicht  für  über- 
flüssig gehalten  werden  auf  dasselbe  zurück  zu  kommen,  und  es  von 
Neuem,  mit  specieller  Rücksichtnahme  auf  den  eben  genannten  Zweck, 
und  zwar  etwas  ausführlicher,  als  in  der  angezogenen  Abhandlung  ge- 
schehen ist,  zu  erläutern. 

36* 
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Vorbereitende  Entwickelnden. 

1. 

Neben  dem  Maassstabe,  dessen  Theilungsfehler  ermittelt  werden 
sollen,  lasse  man  sich  ein  ahnliches  Metallstuck  anfertigen,  und  auf 
demselben  vorlaufig  zwei  Theilstriche  ziehen,  die  ein  Intervall  bilden, 
welches  den  Intervallen  des  Maassstabes  ohngefähr  gleich  ist,  folglich 
entweder  ein  Millimeter,  oder  eine  Linie,  oder  andere  dergleichen 
Maasstheile,  je  nach  der  Beschaffenheit  des  zu  berichtigenden  Maass- 
stabes, darstellt.  Es  ist  durchaus  nicht  nöthig,  dass  dieses  Intervall, 
welches  ich  das  Prüfungsintervall  nennen  werde,  irgend  einem  der 
Intervalle  des  Maassstabes  vollständig  entspreche,  sondern  es  kann,  ohne 
den  mindesten  Einfluss  auf  das  Resultat  hervor  zu  bringen,  merklich 
davon  abweichen. 

Durch  Hülfe  eines  dazu  geeigneten  mikrometrischen  Apparats 
messe  man  die  Unterschiede  zwischen  dem  Prüfungsintervall  und  jedem 
der  Intervalle  des  Maassstabes.  Die  Art  der  Ausführung  dieser  Mes- 
sungen wird  durch  die  Einrichtung  des  angewandten  Apparats  bedingt, 
und  kann  daher  hier  nicht  naher  erörtert  werden;  es  ist  nur  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  dass  die  Messung  eines  jeden  Intervalls  des 
Maassstabes  unabhängig  von  der  Messung  der  übrigen  Intervalle  auszu- 
führen ist,  so  dass  die  Messungen  aller  Intervalle  nur  das  gemeinsam 
haben,  dass  sie  alle  von  der  noch  unbekannten  Grösse  des  Prüfungs- 
intervalls abhangen. 

Die  Resultate  dieser  Messungen,  oder  mit  anderen  Worten  die 
durch  die  Messungen  gefundenen  Unterschiede  zwischen  den  Intervallen 
des  Maassstabes  und  dem  Prüfungsintervalle,  sollen-  der  Reihe  nach  mit 
««9  «i9  «29  etc.  bezeichnet,  und  positiv  angenommen  werden ,  wenn  das 
betreffende  Intervall  des  Maassstabes  grösser  gefunden  worden  ist,  als 
das  Prüfungsintervall,  dessen  unbekannte  Grösse  ich  mit  w  bezeichnen 
will.  Die  wahren  Grössen  der  Intervalle  des  Maassstabes  sind  also  durch 
die  Ausdrücke  w  «+•  e*0,  w  +  a{,  w  -+-  a2,  etc.  gegeben,  und  da  dieselben 
mit  Theilungsfehlern  behaftet  angenommen  werden,  so  sind  sie  einander 
ungleich.  Durch  Anbringung  der  Theilungsfehler  sollen  diese  Inter- 
valle aber  auf  eine  gleiche  Grösse,  die  wir  mit  *  bezeichnen  wollen, 
hingeführt  werden.  Bezeichnen  wir  daher  die  Theilungsfehler  der 
Theilstriche  des  Maassstabes,   von  dem  einen  Ende  desselben  anfan- 


(«) 
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gend,  der  Reihe  nach  mit  (0),  (1),  (2),  (3),  etc.,  so  erhalten  wir  so- 
gleich die  Gleichungen 

—  (0)  «4-  (1;  -f»  w  -+-  <*0  =  i 

-  (i)  +  (2)  +  «,  +  «,  =  ,: 

etc. 
Man  sieht  schon  aus  den  beiden  hingeschriebenen  Gleichungen,   dass 
sich  in  der  Rechnung  w  von  i  nicht  trennen  lässt ;  setzen  wir  daher 

w  —  i  =  m 
und  nehmen  an,  dass  die  Anzahl  der  Intervalle  des  Maassstabes  mit  n 
bezeichnet  werde,  so  geben  die  beschriebenen  Messungen  die  Gleichungen 

—  (0)  ■+  (1)  +  m  +  «0  =  0 

—  (1)  +  (2)  -I-  m  +  ux  =  0 

—  (2)  +  (3)  +  m  +  «2  =  0 

etc.  bis 

—  (ii— 2)  -h  (n— 1)  -h  m  +  an_2  =  0 

—  (»— 1)  +     (»)      •+■  m  -+-  «,*_!  =  0 
in  welchen  schon  eine  vollständige  Auflösung  der  Aufgabe  enthalten  ist. 

2. 

Zur  Bestimmung  der  den  Gleichungen  (a)  beizulegenden  Gewichte 
mache  ich  auf  den  längst  bewiesenen  Grundsatz  aufmerksam,  dass  ohne 
Ausnahme  jeder  von  unmittelbar  beobachteten  (oder  durch  Messungen 
bestimmten)  Grössen  abhängigen  Gleichung  das  Gewicht  beizulegen  ist, 
welches  der  darin  vorkommenden,  durch  Beobachtungen  bestimmten 
Grösse  zukommt.  In  den  Gleichungen  (a)  sind  diess  die  mit  a0,  «t, 
a?,  etc.  bezeichneten  Grössen,  und  folglich  sind  den  Gleichungen  die- 
jenigen Gewichte  beizulegen,  die  den  a0,  at,  «2,  etc.  zukommen.  Nun 
erhellt  aber  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  alle  diese  Grössen,  ohne 
Ausnahme,  auf  gleiche  Weise  durch  die  Messungen  ermittelt  werden, 
und  folglich  kommt  denselben,  in  der  Voraussetzung,  dass  jede  der- 
selben auf  derselben  Anzahl  mit  gleicher  Sorgfalt  ausgeführter  Messun- 
gen beruht,  ein  gleiches  Gewicht  zu,  welches  der  Einheit  gleich  gesetzt 
werden  kann.  Einer  jeden  der  Gleichungen  (a)  darf  mithin  das  Ge- 
wicht =  1  beigelegt  werden,  da  die  verlangte  Voraussetzung  immer 
erfüllt  werden  kann,  und  eine  absichtliche  Abweichung  davon  keinen 
Zweck  hat,  vielmehr  den  Uebelstand  hervorruft,  dass  die  Behandlung 
der  Gleichungen  unnützer  Weise  verweitläuftigt  wird. 
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3. 

Untersuchen  wir  das  Resultat,  welches  hervorgeht,  wenn  zur  Auf- 
lösung unserer  Aufgabe  blos  die  Gleichungen  (a)  verwendet  werden. 
Da  den  eben  gegebenen  Erklärungen  zufolge,  einer  jeden  dieser  Glei- 
chungen das  Gewicht  =  1  beigelegt  werden  muss,  so  führt  die  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  dieselben  zu  den  fol- 
genden Endgleichungen, 

(0)  -  (1)  -m  =  60 

-(0)  +2(4)  -  (2) 
-(1)  +2(2;  -  (3) 

etc.  bis 

—  (» — 3)  +  2  (n— 2)  —  (»— 1)       =  *„_2 

—  (m— 2)  -h  2  (n—  1)  —  (w)  =  6M_, 

—  (»—  1)  +  (»)  +  m  =  6n 
— ;  0 !  ->-  in)  -4-  nm  =  0 

in  welchen 

*o  =  "o?  fi  =  «i  —  «oi  *2  =  «2  —  «ii  etc-  bis 

fn-2   ==    «n-2   «n-39  *n-l    ==    «»»— l  «n-2>  *n   =    «»--1 

so  wie 

&   —    —    (*0    +    *1    +   *2    +    •••    +   *»-!    +   *«) 

gesetzt  worden  sind.  Die  Auflösung  unserer  Aufgabe  beruht  nun  auf 
der  der/vorstehenden  Endgleichungen,  aber  es  ist  leicht  zu  erkennen, 
dass  hiebei  zwei  der  Unbekannten  (0),  (1),  (2),  etc.  unbestimmt  blei- 
ben, und  folglich  willkührlich  angenommen  werden  können.  Wir  kön- 
nen hier  ohne  Weiteres  als  vollgültigen  Grund  für  diesen  Umstand  an- 
geben, dass  die  Anzahl  der  Gleichungen  (a),  von  welchen  wir  ausge- 
gangen sind,  um  zwei  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  der  darin  enthaltenen 
Unbekannten.  Die  einfachste  Bestimmung,  die  wir  über  die  zwei  un- 
bestimmbaren Unbekannten  treffen  können,  ist  die,  dass  wir 

(0;  =  0  und  in)  =  0 
setzen.  Diese  Bestimmungen  sind  mit  der  Natur  unserer  Aufgabe  aufs 
Engste  verwandt,  und  werden  sich  weiter  unten  in  allen  noch  zu  ent- 
wickelnden Auflösungen  wiederholen.  Denn  durch  die  Bedingun- 
gen der  vorgelegten  Aufgabe  kann  die  absolute  Länge  des  zu  prüfen- 
den Maassstabes  nicht  bestimmt  werden;  es  werden  vielmehr  durch 
dieselbe  nur  die  Verschiedenheiten  oder  Unregelmässigkeiten,  welche 
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die  Intervalle  des  Maassstabes  besitzen,  ausgeglichen,  und  diese  Inter- 
valle auf  ein  gleiches  Maass  hingeführt.  Hiebei  müssen  selbstverständlich 
die  Fehler  der  beiden  äussersten  Theilstriche  unberührt  bleiben.  Wenn 
man  auch  die  absolute  Länge  des  zu  prüfenden  Maassstabes  kennen 
lernen  will,  so  müssen  dazu  andere  Hülfsmittel  angewendet  werden, 
von  welchen  jedoch  hier  nicht  die  Rede  sein  wird. 

4. 

Nach  der  Einführung  der  beiden  Bedingungsgleichungen  (0)  =  0 
und  (ii)  =  0  in  die  Endgleichungen  des  vor.  Art.  giebt  die  letzte  der- 
selben sogleich 

m  =  — 

wodurch  m  bestimmt  ist.  Bei  der  Auflösung  der  übrigen  Endgleichun- 
gen müssen  die  erste  und  die  letzte  derselben  weggelassen  werden,  da 
sie  in  den  anderen  enthalten  sind,  und  folglich  zugleich  mit  diesen  er- 
füllt werden.  Die  aufzulösenden  Gleichungen  sind  daher  die  folgenden, 

2  (1)  -  (2)  =  «, 
_(i)  +2(2)-(3)=*2 
-(2)  +  2  (3)  -  (4)  =  6, 
etc.  bis 
_(M._4)  +  2  (n-3>  -  (n-2)  =  *n_3 
—  (n— 3)  H-  2  (n— 2)  —  {n—  1)  =  en__2 
_(„_2)  +  2  (n-1)  =  fn_t 

deren  bestimmte  Auflösung  nach  bekannten  Regeln  ausgeführt  werden 
kann,  und  hier  nicht  angeführt  zu  werden  braucht.  Es  kommt  uns 
vielmehr  darauf  an  zu  erfahren,  wie  die  Gewichte  der  Unbekannten 
beschaffen  sind,  die  durch  diese  Auflösung  hervorgehen,  und  zu  diesem 
Zweck  müssen  wir  die  unbestimmte  Auflösung  der  vorstehenden  Glei- 
chungen kennen  lernen,  die  auch  leicht  zu  erhalten  ist. 

Setzt  man  alle  Grössen  rechter  Hand  der  Gleichheitszeichen,  mit 
Ausnahme  von  t{,  gleich  Null,  multiplicirt  hierauf  die  vorletzte  Gleichung 
mit  2,  und  addirt  dieses  Product  ?ur  letzten,  so  ergiebt  sich 

_2  (n— 3)  +  3  (»— 2)  =  0       • 
in  welcher  (n— i)  eliminirt  ist.     Multiplicirt  man  ferner  die  drittletzte 

mit  3,  und  addirt  das  Product  zur  vorstehenden,  so  bekommt  man 

_3  (n_4)  +  4  (w_3)  —  o 
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in  welcher  beides  (n — 1)  und  (n — 2)  eliminirt  sind.  Die  Fortsetzung 
dieses  Verfahrens  fuhrt  auf 

-  (»-2)  (4)  +  (.-1)  (2)  -  0 
wo  (n — 2)  und  (n — 1)    die  numerischen  Coefficienten  der  Theilungs- 
fehler  (1)  und  (2)  sind.     Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit 

2  (1)  -  (2)  =  * 
giebt 

und  eben  so  findet  man 

(3)  =s  5^-  ey  etc.  bis 

(«-2)  -  i-  *  (*-*)  -  ;* 

Da  die  Gleichungen,  von  welchen  wir  ausgegangen  sind,  reciproke 
Gleichungen  sind,  so  muss  die  unbestimmte  Auflösung  derselben  die 
nämliche  Eigenschaft  besitzen ;  wir  können  demzufolge  vermittelst  der 
so  eben  erhaltenen  Ausdrücke  sogleich  die  Gleichung  hinschreiben  :„ 

"+•  n    V-3   -T-  w    «»-2  +  ~  **_i 

Setzt  man  nun  e{  =  0,  und  wendet  die  daraus  entspringende  Gleichung 

2  (1)  —  (2)  =  0 
auf  die  vorstehende  an,  so  entsteht 

/o\    *— *  Ä       .     a  *— *  e      .     9  «—3 

womit  zugleich  alle  mit  f2  multiplicirten  Glieder  in  den  übrigen  Glei- 
chungen gegeben  sind.  Nachdem  auch  € 2  =  0  gesetzt  und  die  daraus 
entstehende  Gleichung 

-  (1)  +  2  (2)  -  (3)  =  0 

auf  die  vorstehenden  angewandt  worden  ist,  so  folgt 

/«vi    fi— 8  _     £*  *i — 8  q  »— 8 

(3)    =  —  ft   +   2  —  *2   +   d  —  *3   +    .   .   .   . 


^  .T  *n-3   +  3  »  **-2  +3-  V-l 


n     '•~*,,  n 


welches  Verfahren  man  beliebig  fortsetzen  kann. 
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5. 

Es  ist  nicht  nothwendig  das  eben  angegebene  Verfahren  hier 
weiter  fortzusetzen,  da  das  Gesetz  des  Fortganges  derjenigen  Coeffi- 
cienten,  auf  deren  Kenntniss  es  hier  allein  ankommt,  sich  durch  die 
vorstehenden  Entwickelungen  deutlich  ausspricht.  Es  sollen  die  Ge- 
wichte der  durch  das  angewandte  Verfahren  bestimmten  Theilungs- 
fehler  erhalten  werden,  und  da  diese  überhaupt,  wenn  mit  (p)  irgend 
einer  der  Theilungsfehler  bezeichnet  wird,  dem  Coefficienten  von  ep  in 
der  Gleichung  für  (p)  umgekehrt  proportional  sind,  so  geben  die  Ent- 
wickelungen des  vor.  Art.  sogleich  allgemein  das  Gewicht  dieser  Be- 
stimmung von  (p) 


p  (*-*) 


welchen  Ausdruck  ich  schon  in  der  Eingangs  angezogenen  Abhandlung, 
jedoch  ohne  den  Beweis  hinzuzufügen,  gegeben  habe. 

Betrachtet  man  dieses  Gewicht  näher,  so  findet  man,  dass  es  für 
jede  zwei  Theilungsfehler,  welche  solchen  Theilstrichen  angehören,  die 
gleich  weit  von  den  Endpunkten  des  Maassstabes  entfernt  sind ,  gleiche 
Grösse  hat,  aber  fortwährend  kleiner  wird,  je  mehr  sich  die  Theil- 
striche  der  Mitte  des  Maassstabes  nähern,  wo  dasselbe  überhaupt  ein 
Minimum  wird. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  der  zu  berichtigende  Maassstab  60 
Intervalle  besitze,  so  ist  das  Gewicht  des  durch  das  vorstehende  Ver- 
fahren bestimmten  Theilungsfehlers  (30)  nur  =  -^-;  wenn  der  Maass- 
stab 1 20  Intervalle  hat,  so  ist  das  Gewicht  von  (60)  nur  =  ~p  u.  s.  w. 

Es  giebt  sich  hieraus  zu  erkennen,  dass  das  im  Vorhergehenden  er- 
klärte Verfahren  zu  geringe  Sicherheit  darbietet,  um  ausreichend  ge- 
naue Resultate  zu  liefern,  und  dass  die  Messungen  vermehrt  werden 
müssen  um  überall  ausreichende  Sicherheit  zu  erlangen.    • 

Die  zu  dem  genannten  Zwecke  dienlichen  Verfahrungsarten  sollen 
im  Folgenden  auseinandergesetzt  werden. 
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Erstes  Verfahren. 

6. 
Die  grösstmögliche  Sicherheit  oder  Genauigkeit  in  den  Resultaten 
erlangt  man ,  wenn  man  nicht  nur,  wie  im  Vorhergehenden  angenom- 
men wurde,  die  einzelnen  Intervalle,  sondern  alle  Combinationen  zu  je 
zweien  derselben  mit  einem  Prüfungsintervall  vergleicht.  Zu  dem  Ende 
muss  man  einen  Prüfungsmaassstab  anwenden,  welcher  dem  zu  prüfen- 
den nahe  gleich  ist.  Mit  irgend  einem  bestimmten  Intervall  des  Prü- 
fungsmaassstabes  müssen  nicht  nur  alle  Intervalle  des  zu  berichtigenden 
verglichen  werden ,  sondern  es  müssen  die  Summen  von  2,  3  u.  s.  w. 
bestimmten  Intervallen  des  Prüfungsmaassstabes  mit  allen  entsprechen- 
den Intervallen  des  zu  berichtigenden  verglichen  werden,  das  heisst, 
es  müssen  die  Unterschiede  derselben  von  dem  betreffenden  Prüfungs- 
intervall durch  mikrometrische  Messungen  ermittelt  werden. 

7. 

Es  erscheint  angemessen  jetzt  einige  der  bisher  angewandten  Be- 
zeichnungen abzuändern.  Statt  der  in  den. Gleichungen  (a)  für  die  Un- 
terschiede der  dort  vorkommenden  Intervalle  mit  dem  Prüfungsinter- 
vall eingeführten  Grössen  a0,  al9  a^  etc.  schreiben  wir  jetzt  [0]0,  [1]oi ' 
[2]0,  etc.  und  für  m  soll  w0  geschrieben  werden.  Für  die  gemessenen 
Intervalle,  die  den  Theilstrichen  0  und  2,  1  und  3,  2  und  4,  etc.  zukom- 
men, sollen  [0]t,  [1]i,  [2]j,  etc.  nebst  mv  gesetzt,  für  die  zu  0  und  3, 
1  und  4,  etc.  gehörigen  [0]2,  [1]a,  etc.  nebst  m^  angewandt  werden, 
u.  s.  w. 

Wir  erhalten  hierauf,  nachdem  die  Messungen  aller  Combina- 
tionen zu  je  zweien  ausgeführt  worden  sind ,  statt  der  Gleichungen  (a) 
die  folgenden : 

_(0)  +  (1)  +  ro0  +  [0]0=0 

_(1)  +  (2)  +m0+  [1]0  =  0 

etc.  bis 

—  (n— 2)  -|-  (n—i)    ■+■  ro0  -+-  [»— 2]0  *=  0 
—  {n—i)  •+■  (n)  -t-  ot0  ■+•  [n—  i]0  =  0 

-  (0)         +  (2)         +  m,  +  [0],  =  0 
_(1)         +(3)         +mi  +  [l]1  =  0 

etc.  bis 
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-(»- 

-3) 

+ 

(•- 

•1)  + 

m, 

-t- 

[»- 

-3], 

= 

0 

-(»- 

-2) 

+ 

(•) 

+ 

ml 

•+• 

[»- 

-2], 

= 

0 

-(0) 

+ 

(3) 

+ 

»»2 

+ 

[0], 

= 

0 

-(1) 

+ 

(*) 

etc. 

f»2 

bis 

+ 

Mi 

^s 

0 

—  ('»- 

-4) 

+ 

(»- 

•1)  + 

W»2 

+ 

[»■ 

-4], 

^ 

0 

-(«- 

-3) 

+ 

(») 

■+■ 

m^ 

+ 

[n- 

-3], 

= 

0 

etc. 

bis 

-(0) 

-(1) 

-(2) 

: 

(n- 

(»- 

(«) 

-2)  + 
-1)  + 

»»•1-3 

*»»-s 

*»»-3 

"•" 

[0]„-3 
[2]-3 

E 

0 
0 
0 

-(0) 

-0) 

+ 

-«)  + 

»»«-2 
»*n-2 

+ 

L<  ]»-2 

— — 

0 
0 

-  (0)  +  (*)         +  ™,>-i  +  [0]n_t  =  0 
Die  letzte   Combination  habe  ich  nur  der  Vollständigkeit  wegen 
angesetzt;    ihre  Messung  kann  nichts  nützen,    und  sie  fällt,    wie  man 
sehen  wird,  von  selbst  aus  den  Formeln  hinaus. 

8. 

Behandelt  man  nun  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  nach  den  Vor- 
schriften der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  und  setzt  dabei  wieder 
das  Gewicht  jeder  Gleichung  ==  1 ,  so  ergeben  sich  die  folgenden  End- 
gleichungen : 

»(0) -(*)-(«)- -    (•) 

—  m0  —  m,  — 1»2  — —  mB_,  -+•  {0}  =  0 

_(0)+«(1)-(2)- -(») 

—  mx  —  m2  —  m3  — —  mw_2  -+-  {1 }  =  0 

_(0)-(1)  +»£)-- (3)- -(»)       . 

—  mt  —  m3— —  ro„_j  ■+■  {2}  =  0 

etc.  bis 

_(0)-(i)_(2)- +„(„_2)~(»-i)-(») 

■+•  m,  ■+■  m,  + -4-  m„_3  ■+■  {»—2}  ss  0 

-(0)-(1)-(2)- _(„_2)+n(»-1)-(») 

-fr-  iw-j  •+•  fWj  -fr- «+-  mn_2  ■+■  {n — I }  =  0 

-(0)-(1)-(2)- _(n-2)-(»-*)+»(«) 

+  f»o  -fr-  mx  -4-  m2  -fr- -fr-  mn-1  •+•  0{n)        =  0 
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—  (0)  +  (n)  -4-  »i»o  +  |0|'  -  0 

—  (0)  — (1)  '  -h  («—  1)  +  (»)  +  (»—  1)w,  +  jlj'  »  0 

—  (0)— (1)— (8)  -I-  (n—2)  -t-  (t»-i)  +  (n)  -|-  («— S)m,  -I-  j2j'  =  0 

etc.  bis 

—  (0)  —  (1 )  —  (2)  +  (»-2)  -I-  (ii—4)  -I-  (»)  ■+■  3mB_,  +  {»— 3j*  =  0 
-(0)-(1)  -|-  (»-<!)  +  (»)  + Sw,,., +  {»-«}' «0 

-(o)  +  (»)+  !»„_,  +  j»- 1  r = o 

deren  Anzahl  der  der  Unbekannten  gleich  ist ,  und  worin  die  völlig  be- 
kannten Glieder  die  folgende  Zusammensetzung  haben : 

{Oj    -    -[0]0-[0l,-[0]a- -{0)n-,-[0]n-l 

MI  =  [0]«—[1]o— [>!],— [1]2— -[1M1U  ' 

|2|  =  [1]o~[2]o  +  [0],-[2]i-[a],-  •  •  -[2]^-[2]B_s 

etc.  bis 
j„_2j  «  [tt_3]0-[„-2]0+[n-4]t-[»-2]1+[n-5]1+...-i-[0]l,.J 

\n-i\  -  [n~2]o-[n-4]0+[n-3]1+[n-4]1+ +[0]_ 

|n|        =  [n-1]0+[n-2]tH-[n-3]2+ +[0]..., 


|0|'  -  Wo  +  [<].  +  [*].  + +  [n-i]o 

MI'  -JMi  +  [<].  +  Mi  + +  [»-2]» 

)*T  -T8],  +  [1],  +  [2],  + +  [n-3], 

etc.  bis 
|»_3}'  =  [0]M_,  +  [1]_  +  [2]„_3 

|»-4j'  =  [<>]_   , 

Es  kann  bemerkt  werden,  dass 

(«)  |0|  +  (1(  +  |2J  + +  |»|=0 

sowie 

<b)  n(\0\-\n\)  +  (n-2)(|1  \-\n-\ })+  (»_4)({8}- j»-»J)  + .  .  . 

+  2(j0}f+njn-1|f)  +  2(2jir+(n-1)jn-2r) 

+  2(3{2j'  +  (n-2)jn— 3J')+  .  .  .  =  0 
sind. 

Die   vorstehenden  Endgleichungen  lassen  sich  ohne  Schwierig- 
keit vollständig  auflösen ,  und  fahren  auf  sehr  einfache  Resultate. 

9. 

Die  erhaltenen   Endgleichungen   können   durch    die  Einführung 
der  Summen  und  der  Unterschiede  der  gleich  weit  von  den  Enden 
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des  zu  berichtigenden  Maassstabes  liegenden  Theilungsfehler  in  zwei 
völlig  von  einander  unabhängige  Systeme  von  Gleichungen  zerlegt  wer- 
den.   Seien 

(t,0)  =  (0)  +  (•) 

(M)  -  (1)  +  (n-1) 
(«,2)  =  (2)  +  (n-2) 
etc.  bis 

M     -  2(p) 
wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

(M-1)  =  (9-1)+(g+2) 

(m)    =    (q)  +  (?+*) 

wenn  »  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  man  in  jenem  Falle  zur  Abkürzung 

n 

sowie  in  diesem 

setzt,  folglich  immer  p  und  q  ganze  Zahlen  sind.  Fuhrt  man  diese 
Grössen  in  die  erste  Abtheilung  der  Endgleichungen  des  vor.  Art.  ein, 
und  setzt  zur  Abkürzung 

S0  «  |0j  +  {»} 
SlS=:{4}  +  |n-1| 
S,  Ä  jSj  +  j„-2| 

etc.  bis 

Sf_i^\p-\\+\p+\\ 

S,    -S{p} 
wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

«,     -     M   +  i9+<{ 
wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  gehen  sie  Über  in 

(n-1)(*,0)-2(M)-2(«,2)- —  {$,p)  ■+■  S0  =  0 

— 2(*,0)-*-(»—  1)(M)—  2(*,2)— —  {s,p)  +  S,  =  0 

— 2(«,0)— 2  (*,1) +  (»—<)  (*,2)— —  (*,/>)  +  S,  =s  0 

etc.  bis 

-2  («,0)  -2  (M)— +  (»-1)(*,/>-1  )-(*#)  +  S^,  =  0 

—  (*,0)  —  (M)  —    .  .  .  .  — (*,p— i)+-f(*,p)    ■+■    [-Sp    =  0 
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wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  und 

(n-1)  (,,o) -8 (M) -«(•,«)- -2(M)  +  So  =  0 

— 8(*,0)  -h  (n— 1)  (s,1)  —  2(*,8)  —  •  -  .  —  2(m)  +  S,  =  0 
-8  («,0)  -«  (M)  «4-  (n-1)  (s,2)  -  ...  -  8(1,9)  +«2  =  0 

etc.  bis 
_8(s,0)-2(*,1)-  .  .  .  +(n-1)(M-1)-8(M)  +  Sff_,  =  0 

-8(s,0)-2(s,1)-  .  .  -  -2(M-'1)  +  ("-*)(M)  +  S,     =  0 
wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist. 

Diese  Gleichungen  bilden  für  sich  ein  abgeschlossenes  System,  da 
alle  m  daraus  verschwunden  sind,  aber  sie  sind  nicht  von  einander 
unabhängig.  Denn  addirt  man  sie,  so  verschwinden,  sowohl  wenn  n 
grade,  als  wenn  n  ungrade  ist,  alle  Unbekannten,  und  zufolge  der  Be- 
dingungsgleichung (a)  des  Art.  8  wird  auch  die  Summe  der  völlig 
bekannten  Glieder  gleich  Null.  Es  ist  also  von  diesen  Gleichungen  jede 
in  den  übrigen  enthalten ,  und  man  darf  daher  irgend  einer  der  Unbe- 
kannten einen  beliebigen  Werth  beilegen.  Am  besten  eignet  sich  dazu 
(*,0),  und  man  kann  in  vielen  Fällen  (s,0)  =  0  setzen.  Der  All- 
gemeinheit wegen  soll  im  folgenden  Art.  indess  keiner  der  Unbe- 
kannten ein  bestimmter  Werth  beigelegt  werden. 


10. 

Ziehen  wir  die  erste  der  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  nach 
und  nach  von  allen  übrigen  ab,  so  ergeben  sich  sogleich 

(n+1){(M)_(,,0)}  +  S1-S0  =  0 
(n  +  1){(*,8)-(«,0)}  +  S2-S0  =  0 

etc. 
womit  unsere  Gleichungen  schon  vollständig  aufgelöst  sind.    Es  werden 
vollständig 

(M)-  M)  +^rL 

ls,2)  =  (*,0i  +  ö 

(«,3)=  (.,0)  +^ 
etc.  bis 


(..,,)     =  (.,0)  +  A=& 


»-H 

n+1 
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welche  für  den  Fall,  dass  n  grade  ist,  ausdrücklich  hingeschrieben 
sind ,  aber  auch  dem  Falle,  dass  n  ungrade  ist,  angehören ,  wenn  darin 
q  statt  p  geschrieben  wird. 

In  jedem  speciellen  Falle,  in  welchem  diese  Gleichungen  zur  An- 
wendung kommen,  muss  der  der  Sachlage  entsprechende,  numerische 
Werth  von  (s,0)  darin  substituirt  werden,  für  welchen  stets,  wenn  die- 
sem Nichts  entgegen  steht,  die  Null  zu  wählen  ist. 

Man  kann  ausserdem  bemerken ,  dass  die  vorstehende  Auflösung 
unserer  Gleichungen  von  der  unbestimmbaren  Grösse  [0]n^  unab- 
hängig ,  folglich  bestimmt  ist ,  denn  zufolge  der  Ausdrücke  des  Art.  8 
kommt  diese  Grösse  nur  in  jOj  und  \n\  vor,  und  verschwindet  in  der 
Summe  derselben,  die  oben  mit  S0  bezeichnet  wurde. 

11. 

Gehen  wir  jetzt  von  den  Summen  zu  den  ahnlichen  Unterschieden 
der  Theilungs fehler  über ,  und  setzen 

(d,0)  =  (0)  -  (») 

(<U)-  (<)-(»-i) 

id,%)  »  (2)-(n-2) 

etc.  bis 
(d,p-2)  =  (p_2)-(p  +  2) 
{d,p-\)  =  (p-4  )-(p  +  1) 

oder  bis 

(<*.!-*)  -  («M)-(9  +  ») 
M     -     (?)     -r(«?  +  «) 
je    nachdem  n  grade  oder  ungrade  ist.    Man  kann  bemerken,    dass 
(d,p)  =  0  wird.     Sei  überdies 

h  =  m0  +  m»^ 
/,  =  mi  -+-  mn_2 
I2  =  ro2  -fr-  mn_3 
etc.  bis 


1  —  mp-l  +  ,wp+l 
-l  =  %-l  +  ™F 

und  bez.  bis 

=  2m^ 

S40 


D0  =  101— 
fl2 


■w. 

|»-<|, 

-  1*1-1»-»}. 


fo 
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Ä,=     |0J'H 

ff,  =  3{8}'-i 
etc.  bis 


[«6 


•n{»— 1}' 
(«— 1)|»— 8}' 
(n— 2)|n— 3}' 


ö^=  |/»-2|-|i)+2J,  Äp_2=  (p_1){p-2}'+d,+2)||i+ir 
D,_,  _  j^-ij-jp+ij,  *,_,  =  pjp_4j'+(p+i){pj' 

und  bez.  bis 

D,_t  =  |?_i|_j9+2|,  ff,_t  =  g|g-l|'+(f+a)to+ir 

^    -    i«i   -|g+M.  *,    -     2(9+i) jgj* 

dann  kann  man  die  Endgleichungen  des  Art.  8  in  die  folgenden  ver- 
wandeln, * 

(w-M)(e/,0)  —  2/0—2/,— 2i2— -2/^  +  /)0  =  0 

(n-M)(d,i)  -2/,-2/r- -2/,.,  +  Dx  =  0 


wozu  bemerkt  werden  muss,  dass  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  allent- 
halben q  statt  p,  und  im  ersten  Abschnitte  überdies  lq  statt  2/,_i 
gesetzt  werden  muss. 

Diese  Gleichungen  bilden  nicht  minder  als  diejenigen  für  die  (s,k) 
ein  für  sich  bestehendes  System,  in  welchem  die  Anzahl  der  Gleichun- 
gen der  der  Unbekannten  gleich  ist.     Auch  diese  Gleichungen  können 


(n-M)(d,2) 

—2/,— —  2/,.!  -4-  D2  =  0 

etc.  bis 

(n+i)  (d,p— 2) 

~2/1>_2-2/,_1  -l-  ß,^  =  0 

(n+\)(d$-\) 

-2^  +  D^  =  0 

und  bez.  bis                                                      , 

(n+1)(rf,?-i) 

— 2J,_,— J,  ■+■  D,_i  =  ° 

.     (n+i)(d,q) 

— If  +  0,     =0 

-(n-M)(d,0) 

■+■  <  ■+-  Ä«  =  0 

-(»+1)|(rf,0)  +  (rf,1)j 

-1-  2(n— 1)/,  +  f|»0 

—  (n+4)|(d,0)  +  (rf,1  )  +  (<*,«)}                  +  3(n-2)Z2  +  ff,  =  0 

etc.  bis 

-(»-H){(rf,0)  +  (rf,4)+. 

..+(dsl>_2)}  +  (/>-1)(p+2)J,_2  +  ff,_2  =  0 

_(»+1)j(d,0)  +  (<M)+. 

••+(<*#-*)!    +    j»(f+<)U+J^-t-° 

^ 

und  bez.  bis 

-(n+1)f(d,0)  +  (eM)-K 

..+(**-<)  j    +     g(g+8)«,-i  +  Ä^i-o 

-(m-i)j(d,0) +(rf,<)+ 

•■•+(*g)l    +      (f+W  +  *,   Ä° 
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in  Bezug  auf  alle  Unbekannten,  welche  sie  enthalten,  vollständig  auf- 
gelöst werden ,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird. 

12. 

Auch  in  dem  im  vor.  Art.  erhaltenen  zweiten  System  von  End- 
gleichungen ist  jede  in  den  übrigen  enthalten ,  wie  auf  folgende  Weise 
gezeigt  werden  kann. 

Wenn  n  eine  grade  Zahl  ist ,  multiplicire  man  die  Gleichungen  der 
ersten  Abtheilung  der  Reihe  nach  mit 

n,  n  —  2,  n — 4,  ....  4,  2 
und  addire  die  Producta,  wodurch  die  folgende  Gleichung  entsteht, 

(n+\)\n(d,0)  +  (n-%)(d,\)  +  .  .  .  +  4(d,p-2)-i-2((*,/>-4)| 

-2«/0-4(»-1)'i-  ....  -2(p-1)(p+2)^2-2P(p+1)^1 
+»Z)0  -i-  (»—2)1)!  ■+■ ■+■  4ß,_j  +  2D,.,  =  0 

Die  Summe  der  Gleichungen  der  zweiten  Abtheilung  ist  aber 

-  "p  {»(«1,0)  H-  (n-2)(d,4)  +  ....  +  4(<*,J>-2)  +2(d,p-<l)j 

+  »/  +  2(»-1)*l  +    .    +  (p-i)(|,+2)/,_2  +  p(p+tyP-i 

"+•  A©  +   At   +  .   .  .   .   +   Kp__ 2  +  Ap_j  =  0 

Verdoppelt  man  diese  und  addirt  sie  darauf  zur  vorhergehenden,  so 
verschwinden  nicht  nur  alle  Unbekannten,  sondern  auch  die  Summe 
der  völlig  bekannten  Glieder  wird  vermöge  der  Bedingungsgleichung 
(b)  des  Art.  8,  welche  sich  nach  Einführung  der  D  und  K  wie  folgt 
stellen  lässt, 

»D0  +  (ii—Ä)!)!  + +  4DP_2  +  2ß,_t 

+  2Äo  +  %Kt  + +  2Ä„_2  +  2Kp^  =  0 

gleich  Null;  wir  sind  daher  auf  eine  identische  Gleichung  hingeführt 
worden. 

Wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  multiplicire  man  die  Gleichungen 
der  ersten  Abtheilung  der  Reihe  nach  mit 

n,  n— 2,  n— 4, 3,  1 

und  addire  wieder  die  Producte,  wodurch  die  Gleichung 

(n-M){n(d,0)  +(w-2)(<M)  +  .  .  .  +  3(d,g-1)  +(df9)J 
-2w/0— 4(«-1)/t-  .  .  .  _2?(?+2)/,-1—  {q+i)2lq 
+nD0  +  (n— 2)0!  +  .  .  .  -h  30g_!  +  Dq  =  0 
entsteht.     Die  doppelte  Summe  der  Gleichungen  der  zweiten  Abthei- 
lung, weniger  der  letzten  derselben,  giebt  aber 
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+2»/0  +  4(n-4)/t  +  .  .  .  +  2g(?+2)«g_,  +  (?+<)% 
+2Ä0  +  2Aj  +  .  .  .  ■+■  2Äff_j  +  Kg  =  0 
In  der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  verschwinden  nicht  nur 
wieder  alle  Unbekannten,  sondern  auch  die  Summe  aller  völlig  be- 
kannten Glieder  ist  wieder  gleich  Null.  Denn  die  Bedingungsglei- 
chung  (fr)  des  Art.  8  lässt  sich,  wenn  n  ungrade  ist,  unter  der  fol- 
genden Form  aufstellen, 

nß0  +  (n-2)Dt  +  .  .  .  +  30^  +  Dq 
+2#0  +  2At  +  .  .  .  +  2ff,_,  +  Kq  =  0 
woraus  sogleich  die  Identität  der.  jetzt  erhaltenen  Gleichung  hervorgeht. 

Man  kann  daher  wieder  irgend  einer  der  Unbekannten,  wozu 
sich  am  besten  (d,0)  eignet,  einen  willkührlichen  Werth  beilegen, 
und  in  vielen  Fällen  (d,0)  =  0  setzen.  In  Verbindung  mit  der  oben 
erhaltenen  Bestimmung  ($,0)  =  0  folgt  hieraus,  dass  die  Theilungs- 
fehler 

(0)  =  0,  (»)  =0  . 
werden,  auf  welche  Gleichungen  wir  schon  in  den  »Vorbereitenden 
Entwicklungen«  gekommen  sind.  Wir  werden  jetzt  auf  dieselben 
Gleichungen  hingeführt,  obgleich  die  Anzahl  der  ursprünglichen  Glei- 
chungen grösser  ist,  als  die  der  Unbekannten,  was  in  den  vor- 
bereitenden Entwickelungen  nicht  der  Fall  war. 

Da  jedoch  die  Gleichung  (d,0)  =  0  nicht  immer  statthaft  ist, 
sondern  Fälle  vorkommen  können,  in  denen  der  Grösse  //,<))  irgend 
ein  anderer,  bestimmter  Werth  beigelegt  werden  muss,  «o  soll  im 
Folgenden  nicht  nur  («,0),  sondern  auch  (d,0)  unbestimmt  gelassen 
werden.     Später  werden  wir  auf  diesen  Umstand  zurückkommen. 

13. 

Die  Endgleichungen  des  Art.  11  können  auch  vollständig  auf- 
gelöst werden.     Setzen  wir 

L0  =  2/0  4-  2/j  «+•  2/2  •♦•  .  .  .  -f-  2/|l_1 ,  und  bez.  +  lq 

L{  =  %lx  +  2/2  -h  .  .  .  +  2/i,_1 ,  und  bez.  •+■  lq 

£2  —  2^  +  ...  +  2/p_, ,  und  bez.  ■*•  lq 

etc.  bis 

Lp__{  =  2/p_1 
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und  bez.  bis 

L    ,  =  2/    <  -»-  / 

L,     =/, 

so  geben  die  genannten  Gleichungen  ohne  Ausnahme  die  allgemeine 
Gleichung 

(»  +  *)(<*,*) -£*  +  J>*-0 (D)       ' 

Aus  dem  Art.  1 4  erhalten  wir  ferner  allgemein 

mk  «+■  *»„_*__!  =  lk 
und  aus  den  Gleichungen  des  Art.  8  ergiebt  sich  sogleich 

(n-k)mk-  (k+i)mn.k^  +  \k\'  -  {n-A-1}'  =  0 
woraus  man  durch  Elimination 

zieht.     Aus  den  Werthen  der  L  ergeben  sich  aber 

zIq  =  L0 — Lx 
2*i  =bs  Lj  —  L2 

2*2  —    **2~  ^3 

etc.  bis 

2*p-2  s    ^p-2 ^p-1 

*lp-i  =  Lp— i 
und  bez.  bis 

womit  man  lk  aus  den  Gleichungen  (m)  eliminiren,  und  folglich  auch 
die  ro0,  ml9  etc.  in  Function  der  Lk  ausdrücken  kann.  Unsere  Auflö- 
sung erfordert  also  jetzt  nur  noch,  dass  die  Lk  durch  bekannte 
Grössen  ausgedrückt  werden. 

14. 

In  Hinblick  auf  die  Fälle,  in  welchen  man  (d,0)  nicht  der  Null 
gleichsetzen  darf,  soll  hier  (d,0)  unbestimmt  gelassen  werden,  gleich- 
wie oben  in  Bezug  auf  (ä,0)  geschehen  ist.  Da  aber  hier  die  Ent- 
wickelungen  sich  anders  gestalten  wie  oben,  so  muss  ein  verändertes 
Verfahren  eingehalten  werden.     Seien 
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Dü  =  Da+  (n-M)(d,0). 

/ro  =  Äo-  (n+1)(d,0) 
jri  =  AT1-.(„+1)(d,0) 

jr2  =  ff2-  (»+i)(d,o)  ■ 

etc. 
durch  deren  Substitution  aus  allen  Endgleichungen  des  Art.  1 1  (d,0) 
äusserlich  verschwindet.     Die  erste  derselben  giebt  nun 

h  =  »\ 
wodurch   L0  gegeben   ist,    da  dem   in  D\  enthaltenen  (d,0)  in  den 

Anwendungen   jedenfalls    ein    bestimmter    Werth    beigelegt    werden 

muss.     Dieselbe  erste  Gleichung  giebt  aber  auch 

2J0  —  L4  +  D'o  =  0 

und  die  erste  Gleichung  der  zweiten  Abtheilung  wird 

n/0  +  ff  0  =  0 

woraus  man 

/-m  =  Do  +  IT    • 

erhält,  und  folglich  £,  auch  durch  bekannte  Grössen  ausgedrückt 
wird.  Die  zweiten  Gleichungen  einer  jeden  Abtheilung  der  in  Rede 
stehenden  Bndgleichungen  des  Art.  11   sind  nun 

(n+1)(<M)  —  L,  +  Dx  =  0 

-  (m+1)(i/,1)  +  2(#?— 1)/t  +  ff,  =  ü 

aus  deren  Verbindung  mit 

L2  —  Li  +  2/,  =  0 
die  Gleichung 

hervorgeht.  Zur  Bestimmung  von  L3  geben  die  ferneren  Endglei- 
chungen des  Art.  11   zunächst  ' 

(n-M)j(<M)  +  (d,2))  +  D2  +  Dv-L2-L{  =  0 
-  (in-1)j(d,1)  +  (rf,2)j  +  3(m-2)/2  +  ff ,     =0 
aus  welchen  man  mit  Zuziehung  von 

mj$  -■"    1^2  "4"   All}  5==   ^ 

sehr  leicht 

L3  =  £2  -l-  8(fI__2)  {ff2  +  D2  +  Dx  —  L2  —  L| j 

erhält.  Diese  Entwicklungen  kann  man  fortsetzen  so  weit  man  will, 
allein  ihre  Fortsetzung  ist  nicht  nöthig,  da  aus  den  schon  erhaltenen 
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Ausdrücken  das  Gesetz,  nach  welchem  sie  fortschreiten,  deutlich  er- 
kennbar ist.  Stellen  wir  die  Resultate  zusammen,  so  ergiebt  sich, 
dass  zur  Berechnung  aller  (d,k)  zuerst 

L*\  =  D0  -+•  —  K0 

L3  =  L2  -+•  "sJn-%]   l^2  +  ^2  +  D\  —  ^2 — Lt\ 


L4  =  L;,  -i-  |JSC3  h-  ö3  +  D2  +  />! — L3 — L2— L,j 


8 
4(ir— 3) 

etc. 
zu  berechnen  sind,  worauf  man  ohne  Ausnahme,  durch  die  Gleichung 
(D)  des  vor.  Art., 

(«a)  -  *£? » 

erhält.     Durch   die  Einführung   der  L   in   die  Gleichungen    (m)   des 
vor.  Art.  bekommt  man  ferner 


w«_t_,  = 


n  +  4 
t(n— *)  (b  -  Ift+i)  +  {*}'  —  {*— Jfc-4}' 


womit  die  Endgleichungen  des  Art.  11  vollständig  aufgelöst  sind. 
Nachdem  man  die  (s,k)  und  die  [djk)  erhalten  hat,  ergeben  sich  die 
Theilungsfehler  selbst  durch  die  Gleichungen 

(fc)  =  i.  { (s,k)  +  (d,k)  \ 

>-*)  =  I  i  («.*)  -  (**)  i 

welche  auch  ohne  Ausnahmen  statt  finden. 


15. 

Zur  vorstehenden  Autlösung  ist  die  Bemerkung  zu  machen, 
dass  die  an  sich  unbestimmbare  Grösse  [0]*-i  nur  in  mH_{  vorkommt. 
Durch  die  vorhergehenden  Ausdrücke  wird  man  erkennen,  dass  diese 
Grösse  hier  nur  in  0'o,  1T0,  \n — 1j'  auftritt,  und  dass  man  mit 
blosser  Rücksichtnahme  darauf 

D>-2i0]„.„  JT, ««[<>]_„  jtt-1  !'=[<)]„_, 
erhalt.     Nun  kommen  aber  in  den  obigen  Gleichungen  für  die  (d,k) 

D'0  und  Ä'0  nur  in  der  Function  Lx  oder  U0  H K^  vor,  und  in  dieser 
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verschwindet  den  vorstehenden  Gleichungen  zufolge  [0]w_l5  folglich 
werden  alle  (d,fc)  von  [0]n_t  unabhängig. 

Von  den  übrigen  Unbekannten  ist  vor  Allem  m0  zu  betrachten, 
wofür  aus  dem  vor.  Art.,  wenn  in  der  betreffenden  Gleichung  k  =  0 
gesetzt  wird, 

,w«=  iT+1 

hervorgeht.  Aber  vermöge  der  obigen  Gleichungen  verschwindet 
auch  hier  [0]w_t,  und  w0  ist  folglich  auch  unabhängig  von  [0]w_,. 
Dasselbe  findet,  wie  sich  leicht  ergiebt,  auch  für  m19  m^,  etc.  bis 
auf  mn_v  statt,  für  welche  Grösse,  wenn  in  der  Gleichung  des  vor. 
Art.  für  wn_k_t    der  Index  k  =  0  gesetzt  wird,  man 

oder,  nach  der  Elimination  von  /£'<,, 

m^  =  —  \n—  1}'  +  (d,0) 

erhält.  Hier  verschwindet  [0]«_i  nicht,  und  zwar  ist  es  der  einzige 
Fall ,  wo  diess  stattfindet.  Die  Grösse  m^,  bleibt  also  unbestimmt, 
aber  dieser  Umstand  hat  auf  die  Auflösung  unserer  Aufgabe  nicht 
den  geringsten  Einfluss;  man  kann  [0]n_t  annehmen  wie  man  will, 
ohne  dass  irgend  eine  der  Unbekannten,  i»n_,  ausgenommen,  dadurch 
geändert  wird.     Am  zweckmässigsten  setzt  man  entweder 

[0]wl  =  0 
wodurch 

wn_,  =  (rf,0) 
oder 

[0]Ä_t  =  (d,0) 
wodurch 

wtt  i  =  0 
wird,   ohne   dass   daraus   weitere  Folgen    in  Bezug  auf  die  übrigen 
Unbekannten  entstehen. 

16. 

Es  darf  nicht  unbemerkt  gelassen  werden,  dass  nachdem  die  idM) 
bestimmt  worden  sind,  sich  für  die  m  andere  einfache  Ausdrücke 
darbieten,  welche  sich  ohne  Weiteres  aus  der  zweiten  Abtheilung 
(ler  Gleichungen  des  Art.  8  ergeben.     Diese  Ausdrücke  sind 
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ro0 
m 


-  -  ±  ||oi'  -  («W>)| 

.  —  ii|Mr-(*o)-^,)| 


mp 


«i  =  -  ^  ){*}'  -  (<M>)  -  (<M)  -  (rf,2), 

etc.  bis 

*,-i  =  -^r  l^-ir-^O;-^)-...-^-!)! 

ori,er  bez.  bis 

*•    =  -  fp  j|gr-(^o)-(rf,i;- -(^)| 

ferner,  in  umgekehrter  Ordnung 

'«»_,  =  -      Jjn-1i'-  (rf,0)( 

V ,  =  --;  j!»-2j'  -  (d,o)-(,t,-\)\  ■ 

mH  3  =  -  \  Jj»-3j'  -  (d,0)-(d,\)-(d,<Z)\ 

etc.  bis 

=  -Ap  \\!>\'-(d,0)-(d,\)- -(d,p-\)\ 

oder  bez.  bis 

"Vm  =  -  -5  !te-Mj'-(<M))-(<M)-..— (<%-!)( 

Wie  man  sieht,  ist  die  obige  Gleichung  für  mn_l  dieselbe,  auf  welche 
wir  im  vor.  Art.  gekommen  sind,  zugleich  sieht  man  hier  unmittel- 
bar, dass  alle  übrigen  m  von  [0]„_i  unabhängig  sind. 

17. 

Aus  dem  Art.  1 0  giebt  sich  unmittelbar  die  Wirkung  der  Summe 
(*,0)  auf  die  Theilungsfehler  zu  erkennen:  man  sieht,  dass  (s,0)  alle 
Theilungsfehler  um  eine  beständige  Grösse  ändert,  folglich  keine 
andere  Wirkung  ausübt,  als  den  Anfangspunkt  der  berichtigten  Thei- 
lung  zu  verschieben.  Anders  verhält  sich  diess  in  Bezug  auf  den 
Unterschied  (d,0),  dessen  Wirkung  nicht  ohne  Weiteres  erkennbar  ist, 
da  diese  Grösse  in  die  Analyse  hinein  geflochten  worden  ist.  Man 
»kann  indess  die  Wirkung,  welche  (d,0)  sowohl  auf  die  Theilungs- 
fehler wie  auf  die  verschiedenen  m  ausübt,  leicht  ermitteln. 

Bezeichnen  wir  die  im  Art.  1 3  eingeführten  Functionen  L0,  Lb  L2,  etc. 
für  den  Fall,  dass  ((i,0)  =  0  gesetzt  worden  ist,  mit  A^  Au  A^  etc., 
so  entstehen  die  Gleichungen 
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A  =  Do 

At  =  D0  •+■  —  Äo 

^  =  -4  +  *sb>  I*  +  A  -  -4| 

-4  =  ^  +  i^  i*»  +  A  +  l>i  -  ^  -  A\ 

etc. 
Zieht  man  diese  von  den  Gleichungen  für  L0,  L„  Lj,  etc.  des  Art.  4  4 
ab.  so  erhalt  man 

l0 — a0  =  iy0 — i)0 

Lj— ^/2  as  L,— ^/,  +  ^T^j-  JA*,— ff,— (L,— ^,)j 

Lt—Ai  —  Li—A2  +  jj^  JA*»  —  *i  —  (A— -4}  —  C'i— ^i)j 

etc. 
woraus  vermittelst  einer  einfachen  Elimination 

L9  =  A0  +  (»-M)(d,0) 

L,  =  ^1+  5=f  (»+l)(rf,0) 
LjS=^2+  !=»  (,-n )  (rf,o) 

etc. 
also  allgemein 

J»-^*  +  nr  (»+*)(<M>) 

folgt.  Man  erkennt  schon  hieraus,  dass  die  Aenderungen,  welche 
(d,0)  in  den  Theilungsfehlero  hervorbringt,  einer  arithmetischen  Pro- 
gression folgen,  deren  Gliedern  der  Unterschied 

_  <ü!> 
n 

zukommt.  Um  der  Gesammt Wirkung,  welche  (#,0)  und  (d,0)  auf 
die  Theilungsfehler  ausüben,  einen  Ausdruck  zu  verleihen,  soll  diese 
Wirkung,  oder,  mit  anderen  Worten,  der  Zuwachs,  welchen  die 
Theilungsfehler  und  die  damit  verwandten  Grössen  erhalten,  durch 
ein  der  betreffenden  Grösse  vorgesetztes  d  bezeichnet  werden.  Wir 
bekommen  daher  zunächst  aus  dem  Vorhergehenden 

d($Jt)  =  (*,0) 

W)  -  ^  (*o) 
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woraus   sich,    wenn   wir  zu  den  Theilungsfehlern  selbst  übergehen, 
die  Ausdrücke 

d[k)  -  i  (,,o)  +  ^  (40) 

d(n-h)  =  i  (*,0)  -  2=2  (d,0) 
ergeben,  welche  in 


m  -  =  (•)  +  ?(») -#.  •  •  (*)- 

zusammengefaßt  werden  können.     Es  folgt  weiter 

*(*+<)  ^*(k)«_l|(0)-(»)| 

woraus    man    erkennen    kann,    dass   jedes    in    der    Voraussetzung^ 
(0)  =f  0  und  (»)  =  0  berichtigte  Intervall  des  Maassstabes,  dadurch 
dass  diesen  Grössen  andere  Werthe  beigelegt  werden,  um  die  Grösse 

^-  verkleinert  wird,  ($,0)  hingegen  keine  Wirkung  auf  die  Inter- 
valle ausübt. 

Dieses  Resultat  lässt  sich  leicht  erklären.  Wenn  (d,0)  =  0  ist, 
so  bleibt  durch  die  Berichtigung  des  Maassstabes  die  ganze  Länge 
desselben  unverändert;  bezeichnen  wir  diese  mit  A,  so  muss  nach 
der  Anbringung  der  erhaltenen  Theilungsfehler    jedes  Intervall    des 

Maassstabes 

_  ^_ 

werden.  Wenn  aber  (d,0)  von  der  Null  verschieden  ist,  so  wird 
durch  die  Berichtigung  des  Maassstabes  die  Länge  desselben  verän- 
dert, und  geht  in  iL  —  (d,0)  über.  Folglich  muss  in  diesem  Falle 
nach   der  Anbringung  der  Theilungsfehler  jedes  Intervall  den  Werth 

_    A-(d,Q) 
n 

annehmen,  also  um  die  Grösse  ^-^  verkleinert    werden,     was    mit 

dem  durch  die  obige  Analyse  erhaltenen  Resultat  übereinstimmt,  da 
dasselbe  auf  die  nämliche  Verkleinerung  der  Intervalle  hingeführt  hat. 

18. 

Es   ist   nun  leicht  auch  die  Aenderungen  zu  ermitteln,  welche 

(d,0)    in    den  Werthen    der    verschiedenen   m  hervorbringt.  Durch 

Anwendung  des  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrucks  für  d(d,k)  auf  die 
Gleichungen  des  Art.  16  erhält  man  ohne  Mühe 
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e)m,  =  4-  (c/,0) 

diWo  =  -'     {d.0) 
mi  •  •  •     \  etc.  bis 

«K-i  =  (d,0) 

Auch  dieses  Resultat  ist  leicht  zu  erklären,  und  rührt  davon  her, 
dass  sich  jetzt  die  m  auf  andere  Werthe  der  berichtigten  Intervalle 
beziehen,  als  in  dem  Falle,  wo'(d,0)  =*  0  ist. 

Wir  können  aus  dem  Vorhergehenden  noch  ein  merkwürdiges 
Resultat  ziehen.  Gehen  wir  zu  den  Functionen  der  Unbekannten 
über,  welche  in  den  ursprünglichen  Gleichungen  des  Art.  7  vor- 
kommen, so  geben  die  Entwickelungen  dieses  und  des  vor.  Art. 
sogleich  zu  erkennen,  dass  die  folgenden  Gleichungen  stattfinden, 

—  d{k)  -4-  *(fc-M)  -*-  dm{i  =  0 

—  d[k)  -*-  *(*+«)  -h  A»!  =  0 

—  d\k)  +  d(fc+3)  -h  dm2  =  0 

etc. 
woraus   man   den  Schluss  ziehen  kann,    dass  die  Summe  der  Qua- 
drate  der   übrig  bleibenden  Fehler  von    (d,0)    unabhängig  ist;    wir 
werden  jedoch  von  diesem  Satze  weiter  unten  einen  directetf  Beweis 
liefern,  weshalb  wir  uns  hier  dabei  nicht  länger  aufhalten  wollen. 


19. 

Die  eben  ausgeführten  Entwickelungen  geben  ausserdem  zu 
erkennen,  dass  man  in  allen  Anwendungen,  welche  überhaupt  von 
dem  in  Rede  stehenden  Verfahren  gemacht  werden  können,  die  Be- 
rechnung in  der  Annahme,  dass  (s,0)  =  0  und  [dfl)  =  0  seien, 
ausführen  kann.  Sind  diese  Annahmen  in  dem  betreffenden  Falle 
zulässig,  so  erhält  man  sogleich  die  Endresultate;  sind  aber  die  spe- 
ciellen  Umstände  so  beschaffen,  dass  den  (*,0)  und  (d,0),  oder  einer 
derselben,  Werthe  beigelegt  werden  müssen,  welche  von  der  Null 
verschieden  sind ,  so  sind  die  auf  die  genannte  Weise  erhaltenen 
Werthe    der  Theilungsfehler   und    der   Prüfungsintervalle  durch  die 
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Gleichungen  (k)  und  (m)  der  beiden  vorhergehenden  Artikel  auf  ihre 
wahren  Werthe  hinzuführen. 

Man  kann  weiter  gehen.  Es  können  Falle  vorkommen,  in  wel- 
chen nicht  die  Theilungsfehler  der  beiden  Bndstriche  des  zu  berich- 
tigenden Maassstabes,  sondern  die  Fehler  irgend  zweier  anderen  Teil- 
striche desselben  gegebene  Grössen  sind;  auch  dieser  Fall  kann 
durch  einen  kleinen  Zusatz  zu  den  vorhergehenden  Entwickelungen 
auf  sehr  einfache  Art  berücksichtigt  werden. 

Seien  die  Indices  der  Theilstriche,  deren  Fehler  im  Voraus  ge- 
geben sein  sollen,  e  und  e,  und  die  gegebenen  Theilungsfehler  selbst 
(c)  und  (e).  Werden  ferner  die  Fehler  derselben  beiden  Theilstriche, 
welche  m?m  in  der  Voraussetzung,  dass  (*,0)  =■  0  und  (d,0)  =  0 
seien,  erhalten  hat,  mit  (/)  und  («)  bezeichnet,  dann  erhalten  wir 
im  Sinne  des  Art.  17 

*(c)  -(*)-(,),*(.)  -(«)-(•) 
and  die  Anwendung  der  Gleichung  (k)  auf  diese  beiden  Theilstriche 
führt  auf  die  beiden  Gleichungen 

(«)-(*)  =  "7  (°)  + 1  w 

aus  welchen  sich  durch  Elimination 

(0)*     -ÜW-Wl-ÄtW-Wl 

w--~|(e)-w|+S|w^w| 

ergeben.  Die  hieraus  folgenden  Werthe  von  (0)  und  (»)  sind  die- 
jenigen, welche  im  gegenwärtigen  Falle  in  den  Gleichungen  (k)  und 
(ro)  anzuwenden  sind,  und  zu  dem  Ende  daraus  eliminirt  werden 
können.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  erhalt  man  allgemein 

<M)  =  (e— k)C  -4-  (fc-c}£ ^} 

und 

d'mk  =  (k-M)(6— £} (ro') 

welche  im  gegenwärtigen  Falle  die  Berichtigung  der  Theilungsfehler 
und  der  Prüfungsintervalle  geben.  Die  vollständigen  Ausdrücke  der- 
selben werden  nun 

(k)  +  d'(fc)  und  mk  -+-  d'mh 

wo  wieder  (k)    und   mk  diejenigen   Werthe  dieser  Grössen  bezeich- 
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nen ,    welche  man  in   der  Voraussetzung    (*,0)  =  0  und  (d,0)  =  0 
im  Voraus  erhallen  hat. 

Man  erkennt  übrigens  sogleich,  dass  die  Gleichungen  (&')  und 
(m)  in  (k)  und  (m)  übergehen,  wenn  man  c  =  0  und  e  =  %  setzt 
und  demzufolge  (/)  =  0  und  (e)  =  0  macht. 

20. 

Eine  wichtige  Untersuchung  besteht  in  der  Ableitung  des  Aus- 
drucks für  die  Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Qua- 
drate der  übrig  bleibenden  Fehler  der  zur  Lösung  der  Aufgabe  aus- 
geführten Messungen ,  weil  aus  dieser  Summe  der  mittlere  zu  be- 
fürchtende Fehler  einer  Messung,  mit  grösstraöglicher  Sicherheit 
berechnet,  und  durch  dessen  Verbindung  mit  den  Gewichten  der 
Bestimmung  der  Unbekannten,  auch  die  mittleren  zu  befürchtenden 
Fehler  derselben  auf  bekannte  Weise  berechnet  werden  können.  Zur 
Ableitung  des  verlangten  Ausdrucks  soll  von  der  längst  bekannten 
Gleichung 

Jl  =  (11)  +  (oJ)  x  +  (M)  *'  -h  {cl)  x  +  etc. 
ausgegangen  werden,  in  welcher  Jl  die  verlangte  Summe,  dl)  die 
Summe  der  mit  ihren  Gewichten  multiplicirten  Quadrat«  der  völlig  be- 
kannten Glieder  der  ursprünglichen  Gleichungen,  al),  (fr/),  (cl),  ett. 
die  völlig  bekannten  Glieder  der  Endgleichungen,  und  #,  x,  x,  etc. 
die  Unbekannten  bezeichnen. 

In  Bezug  auf  unsere  Aufgabe,  in  welcher  die  Gewichte  aller 
durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen  der  ursprünglichen  Glei- 
chungen =  1   gesetzt  worden  sind,  wird 

(10  =  [oy  +  [41.»  +  [2y  + +  [n_iy 

+  [0],2+[lV+[2],2  +  ...  +  L»-2].2 

etc.  bis 

+  lo]L.+  [*]S-i 
+  Mi-, 

wo  das  letzte  Glied,  wenn  es  nicht  =  0  gesetzt  worden  ist,  mit 
aufgenommen  weiden  muss.  Die  Coellicienten  («/),  (6/),  (c/),  etc. 
werden  bezüglich 

=  {Oj,  =  |ij,  =  etc.  -  jnj,  =  {0}',  =  {4}\  =  etc.  =  {n-l}' 
wo  wieder  das  letzte  Glied  nicht  weggelassen  werden  darf,   wenn 
es  nicht  =  0  ist.     Die  Unbekannten  x,  x\  x\  etc.  werden  bezüglich 


29]        Bestimmung  d.  Theilungsfehler  e.  gradlinigen  Maassstabes.       553 

=  (0),  =  (1),  =  etc.  sss  (n),  =  w0,  =  ro„  =  etc.  =  mn_x 
wo  in  Bezug  auf  das  letzte  Glied  wieder  die  vorstehenden  Bemer- 
kungen gelten. 

Der  obige  allgemeine  Ausdruck  für  Jl  geht  daher  in  Bezug  auf 
unsere  Aufgabe  über  in 

Jl  =  (ö)  +  2  \k\{k)  -|-  2  {k\'mk .  ..{Jl) 
wo  das  erste  Summenzeichen  von  k  =  0  bis  k  =  n,  und  das 
zweite  von  fe  =  0  bis  fe  =  » — 1  ausgedehnt  werden  muss.  Die- 
ser Ausdruck  ist  schon  der  Anwendung  zugänglich,  da  die  Multipli- 
cationen  und  Summirungen,  welche  er  verlangt,  leicht  auszuführen 
sind;  für  die  Quadrate,  aus  welchen  das  erste  Glied  besteht, 
bedient  man  sich  am  zweckmassigsten  einer  Tafel  der  Quadrate 
der  Zahlen,  deren  es  längst  mehrere  giebt.  Der  Ausdruck  für  Jl 
kann  übrigens  auf  lauter  Summen  von  Quadraten  hingeführt  werden, 
die  .mit  ganzen  Zahlen  multiplicirt  oder  dividirt  sind,  wie  jetzt  ge- 
zeigt werden  soll. 

21. 

Um  die  eben  genannte  Form  herzustellen,  gehen  wir  von  den 
folgenden,  theils  oben  ausdrücklich  vorkommenden,  theils  aus  dem 
Vorhergehenden  leicht  abzuleitenden  Gleichungen  aus, 

{*}(*)  +  {„_*}(«_*)  =  1  \St  (»,*)  +  Dk  (4fc)j 

von  welchen  die  zweite  von  k  =  1  bis  k  =  p,  oder  bez.  bis  k  =  q, 
die  übrigen  aber  von  k  =  0  bis  zu  denselben  oberen  Grenzen  sich 
erstrecken.  Man  bekommt  nun  leicht,  wenn  man  diese  allgemeinen 
Gleichungen  ausschreibt, 

|0|(0)  +>!(•)  -  J  S0  (.,0)  +  ..-^  (!.-/>„) 

MI(<)  +  j»-<l(»-»)-ffSi(«iO)+    «*      •    ** 


■      «(«  +  <)       ■      «(»  +  4) 

|2j(2)  +  {—*}(—*)  -  a^  *  (*,0)  +  1Är  +  A 

etc.  bis 
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fr!«  -  r  s,  («.•)  +  tÄt  ~  ."Ti  M1 

und  bez.  bis  1 

Aber  die  Bedingungsgleichung  (a)  des  Art.  8  giebt 

0  =  «S0  +  &i  -fr-  o2  -fr-  .  .  .  •+■  £&p 
und  bez.  ' 

0  ss  iS0  -fr-  jSj  ■+-  iS2  -t-  .  .  .  +  «S?  I 

Aus  der  Summe  der  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man  daher 

welche  allgemein  gültig  ist,  und  in  welcher  das  Summenzeichen  von 
k  =  0  bis  k  =  n  ausgedehnt  werden  muss. 

MM» 

Die  Gleichungen   des  Art.    16  geben   durch   Multiplication   mit 
nm^  (»^-1*)ro„  (n— 2)fti|,  etc-  wnd  Addition 

wn02  -fr-  (« — 1)  w,2  -|-  (n — 2)  m22  -fr-  ...  -fr-  2  mV-»  +  **V-i  = 
-!|0}'m0  +  {1j^l  +  j2i'm2  +  ...  +  {«~2},mM^  +  {n-1}'m^ 
+  5-  \l+  (*0)  +  t,  (<M)  +  L*  (d,2)  •*■  etcj 

Nachdem  die  (d,fc)  durch  die  Gleichung  (d)  des  Art.  14  eliminirt 
worden  sind,  geht  dieser  Ausdruck  über  in 

£  i*r«i  -  tu.-  + 1)  iL»2  +  L>2  +  *»'  -+  etc-| 

-  ri^Mji1» ß» +  Ll  D*  +  *» D*  +  etci 

—  |«w02  +  («—  1 )  m*  +  (n — 2)  mf  •+■  etc.  j 

wo  das  letzte  Glied  auch 

-  £  j(n-ft)<  +  (A-M)  «»_»_,  | 

geschrieben  werden  kann,  wenn  man  die  Summe  von  k  =  0  bis 
fc  ss  p— 1 ,  oder  bez.  bis  k  =  q  ausdehnt,  und  im  letzteren  Falle 
das  letzte  Glied  halbirt. 

Wenden   wir  uns  jetzt  zu   den  Gleichungen    (m)    des   Art.  13, 
quadriren  sie  und  addiren   die  Quadrate,    nachdem   diese  letzteren 
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mit  n — k  und   bez.    fc+1   multiplicirt  worden  sind,   so  entsteht  die 
Gleichung 

in  welcher 


<)* 


mit  der  Ausnahme 


l,~L, 


gesetzt  werden  muss.     (S.  Art.  4  3.) 

23. 

Setzt  man  nun  die  Ausdrucke,  welche  in  den  letzten  ArU.  er- 
halten worden  sind,  in  den  Ausdruck  Uß)  des  Art.  £0,  und  führt 
zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen 

Jk  =  jfcj'—  \n—k—\\\  J\  =  Lk  —  Lk+i 
mit  den  Ausnahmen 

J'r-x  ==  1,,-i,  und  bez.  J\  =  Lf 
ein,  so  erhält  man  sogleich 


^-W-dn^W'-.nb^ 


*  v   t  2  *  WI.   .   A  \  fM       L\  J  2 


.  „.+„  ^V-:^^(*-M)(»-*)^V 

welcher  Ausdruck  aus  lauter  mit  ganzen  Zahlen  dividirten  und  multi- 
plicirten  Quadratsummen  besteht.  Die  untere  Grenze  aller  vier  Sum- 
men ist  k  ss  0,  und  die  obere  Grenze  der  ersten  Summe  immer 
k  aas  m,  aber  in  den  drei  folgenden  Summen  hängt  die  ober«  Grenze 
von  der  Form  von  n  ab.  Die  oberen  Grenzglieder  sind 
wenn  n  grade  ist  wenn  41  ungrade  ist 

L2  L2 

Der  entwickelte  Ausdruck  für  (//),  welcher  keiner  weiteren  Reduc- 
tion  fähig  ist,  befindet  sich  im  Art.  20. 

Man  kann  zum  vorstehenden  Ausdruck  von  Sl  bemerken,  dass 
in  demselben  [0ln_t  von  selbst  verschwindet,  und  (sß)  gar  nicht 
vorkommt;  diese  beiden  Grössen  üben  also  gar  keine  Wirkung  auf 
die  Summe  der  Fehlerquadrate  aus.  Die  Grösse  (d,0)  ist  zwar  in 
Jl  enthalten,  übt  aber  dennoch  auch  keine  Wirkung  aus,  wie  schon 
im  Art.  18  angedeutet  wurde. 


\A)   .  .  .    Ivq     •4»   Ld\     -f-   JL#2     "4"    J"; 
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24. 

Um  den  zuletzt  ausgesprochenen  Satz  direkt  zu  beweisen,  ist 
zuerst  zu  bemerken,  dass  (d,0)  nur  in  den  beiden  letzten  Gliedern 
des  im  vor.  Art.  für  Sl  erhaltenen  Ausdrucks  vorkommt,  und  dass 
daher,  wenn  dieser  Satz  richtig  ist,  die  Function 

2 
3     "1"    •    •    • 

-i-  |t»(L0-L,)2  +  2(n-<)  (L.-L,)2  +  3(»-2)  (L,-!,)2  + j 

von  (d,0)  unabhängig  sein  muss.  Wenden  wir  uns,  um  diesen  Be- 
weis zu  führen,  an  die  im  Art.  17  erhaltenen  Relationen  zwischen 
den  verschiedenen  L  und  A,  welche,  wenn  zur  Abkürzung  d  statt 
(n-M)(d,0)  gesetzt  wird,  wie  folgt  geschrieben  werden  können: 

L0  =  A0  -+•  d 

Lx  =  Ax  +  n-=?d 

L2  =  A2  +  ~^~  d 
etc.  bis 

LpX  =  A^-x  +  *-d 

oder  bez.  bis 
Lq_x  =  ^_,  +  J-  d 

Lq     =  Aq  +  'n  d 

Durch  Substitution  derselben  kann  die  oben  angeführte  Function  aus- 
drücklich durch  (<J,0) ,  oder,  was  hier  gleichgültig  ist,  durch  d  dar- 
gestellt werden,  wobei»  aber  unterschieden  werden  muss,  ob  n  grade 
oder  ungrade  ist. 

Wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  so  giebt  die  genannte  Substitution 
der  Function  (A)  zunächst  die  Form 

A?  +  A*  +  ,#+  etc.  -  i-  \n [Ax—Atf+  2 [n-\){A2—Axf  +  etc.j 
•+.  \  \nA0  +  {n-2)At  +  (n— i)At  +  ...  +  KA^t  +  %A,_X  \i 


s 
—  < 

n 


d 


n{A—A)  +  2(n-4)  (^-^,)  +  3  (»-2)  (A-AJ  + . 
•••  +  (f»— 1)(f»+*)(^f-i-^f-«)  -p(/>-MK-t 
+  i  |»2  +  (»-*)'  +  (•"*)'+       +  *'  +  2*1  * 

-  *)»  +  2(»-1)  +  3(»-2)  +  .. .  +(j>- 1)^+2)  +  p{f+Vj  jrf1 
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Man  erkennt  hier  leicht  sofort,  dass  die  Summe  der  Coefßcienten  von 
d  gleich  Null  ist,  aber  unf  dasselbe  für  die  Coefßcienten  von  d2  er- 
kennen zu  können,  muss  eine  Summation  der  einzelnen  Glieder  vor- 
genommen  werden. 

Die  Summe  der  beiden  kUn  Glieder  der  zwei  im  vorstehenden 
Ausdruck  mit  cP  multiplicirten  Reihen  wird,  wenn  wir  2j>  =  n  ein- 
fuhren, und  die  allgemeinen  Factoren  weglassen, 

die  Summe  aller  Coefßcienten  von  d2  kann  daher  geschrieben  werden, 

%Z0pk2  —  20pk(2p—k-i-\)  =  320pk2—  {%p+\)2,pk 

indem  die  Anzahl  der  Glieder  in  jeder  der  beiden  Reihen  =  p  ist. 
Längst  bekannt  sind  aber  die  beiden  Summenformeln 

durch  deren  Substitution 

und  es  verschwinden  daher,  wenigstens  im  gegenwärtigen  Falle,  alle 
von  d  abhangigen  Glieder  in  der  Function   (A). 

Wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  kann  ebenso  verfahren  wer- 
den, nur  die  Form  der  einzelnen  Glieder  ist  eine  etwas  audere.  Die 
erste  Substitution  bringt  den  von  (d,0)  abhängigen  Theil  der  Func- 
tion  (A)  zunächst  auf  die  Form 

jj-  \nA0  +(n— 2)  A  +  (n-4)^2  +         -h  3^_,  +  Aq\d 

n{Ax-A«)  +2(n-1)(yi2-^)  +  3  {n—i){At—jtj    -    •    |  . 

a 


n 


A 


+  i_|n'  +(n-2)2  +  (n-4)2  +  .  .  .  +  32  •+-  12|  d2 

-y»  +  2(„_1)+3(n-2)  +.  .  .   +q[q+2)+  ^q  +  ^Y 

und  man  erkennt  hier  wieder  sogleich,  dass  die  Summe  aller  Coef- 
ßcienten von  d  gleich  Null  ist.  Zur  Reduction  der  mit  d2  multi- 
plicirten Glieder  dieses  Ausdrucks  bemerken  wir,  dass 

„*.,_(„_  2)'+  .  .  .  +32-M2  =  i'.V-i.tf.V 

Afehandl.  d.  K.  S.  öesellseh.  d.  Wissensch.  XV.  38 
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und 

— 2j»-|-2(»—  1)  +  .  .  .  +q{q+i)\  =  —  82'/*(ii— *-M) 
sind,  in  welchen  Gleichungen  bei  der  Ausführung  rechter  Hand  allent- 

halben  -r-  statt  g  geschrieben  werden  muss.    Die  Summe  aller  Coeffi- 

cienten  von  d2  des  obigen  Ausdrucks  kann  daher  mit  Weglassung  der 
allgemeinen  Factoren 

2.*e—*2.'V—i{n+i)2;k  -4(n+1)2 

geschrieben  werden,  und  verwandelt  sich  durch  die  Anwendung  der 
beiden  oben  angeführten  Summenformeln  in 

— JL(«— ^)*— J-U— I)»— !-(»— 1)— f»(»H-«)»  -  0 

wie  sich  durch  Auflösung  der  Binomien  zu  erkennen  giebt.  Also  auch 
im  gegenwärtigen  Falle  verschwinden  alle  mit  d  behafteten  Glieder 
in  der  Function  (A),  und  es  ist  hiemit  bewiesen,  dass  in  allen  Fällen 
die  Summe  der  Fehlerquadrate  von  dem  Werthe,  den  man  (d,0)  bei- 
gelegt hat,   unabhängig  ist. 

Ausserdem  gelangt  man  leicht  zur  Einsicht,  dass  man  zu  jeder 
Gruppe  der  durch  die  Messungen  erhaltenen  Zahlenwerthe,  in  deren 
Bezeichnung  der  untere  Index  derselbe  ist,  eine  beliebige  Zahl  hinzu- 
fügen darf,  wenn  man  nur  nach  ausgeführter  Berechnung  dieselbe 
Zahl  dem  erhaltenen  Werthe  des  betreffenden  m  ebenfalls  hinzufügt. 
Die  Anwendung  dieser  Bemerkung  ist  von  wesentlichem  Nutzen,  da 
man  dadurch  die  numerischen  Werthe  der  in  der  Rechnung  vor- 
kommenden, durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen  wesentlich 
verkleinern  kann.  Wählt  man  für  diese  hinzuzufügenden  Grössen, 
die  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmenden  arithmetischen 
Mittel  aus  jeder  der  genannten  Gruppen,  so  werden  nicht  nur  alle 
der  Berechnung  unterzulegenden,  durch  die  Messungen  erhaltenen 
Zahlen  möglichst  klein,  sondern  es  werden  auch  alle  mit  {0}',  \\\\ 
j2}\  —  \n — 1j'  bezeichneten  Grössen  gleich  Null,  wodurch  meh- 
rere Vortheile  erlangt  werden.    In  Bezug  auf  die  Summe  der  Fehler- 

quadrate  wird 

2  )k\mk  =  0 

und  der  Ausdruck  für  Sl  des  vor.  Art.  geht  in  den  folgenden  über, 
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•ß  -  («)  -  5T7  ^' 1*1"  +  «liij  ^  ^  ^ 
wo  die  Grenzen  der  zweiten  Summe  k  =  0  und  k  ~  p  — 1,  bez.  =  q 
sind,    während   der  Ausdruck  des  vor.  Art.   im  gegenwärtigen  Falle 
noch  seine  Gültigkeit  behält,  und  sich  ohnehin  vereinfacht. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  nicht  die  genauen  arithmetischen 
Mittel  hiei*  anzuwenden  braucht,  sondern  auch  eine  Vereinfachung 
der  Rechnung  erreicht  wird,  wenn  die  angewandten  Zahlenwerthe 
nahe  die  arithmetischen  Mittel  sind. 


25. 

Zur  Vervollständigung  unseres  Verfahrens  ist  noch  erforderlich 
zu  zeigen,  wie  die  daraus  hervorgehenden  Gewichte  der  Unbekann- 
ten berechnet  werden  können.  Hiefür  ist  zuerst  darauf  aufmerksam 
zu  machen,  dass  die  erhaltenen  Gleichungen  darthun,  dass  die  Ge- 
wichte eines  jeden  Paares  von  Theilungsfehlern,  welche  Theilstrichen 
angehören,  die  gleich  weit  von  den  beiden  Endpunkten  des  zu  berich- 
tigenden Maassstabes  abstehen,  einander  gleich  sein  müssen.  Be- 
zeichnen wir  daher  das  Gewicht  irgend  einer  der  Unbekannten  unserer 
Aufgabe  durch  ein  derselben  vorgesetztes  P,   so  bekommen  wir  vor 

Allem 

P(k)  s  P{n— k) 

und  es  brauchen  daher  nur  die  Gewichte  der  ersten  Hälfte  der 
Theilungsfehler  ermittelt  zu  werden.  Von  diesem  Satze  schliesst  sich 
aber  von  selbst  dp  Gewicht  P(p)  aus,  für  welches  die  vorstehende 
Gleichung  identisch  wird;  es  muss  daher  dieses  Gewicht  besonders 
entwickelt  werden. 

Beschäftigen  wir  uns  zuerst  blos  mit  den  Gewichten  der  Thei- 
lungsfehler,  und  nehmen  zu  dem  Ende  an,  dass  sowohl  die  Func- 
tionen (fH-1)(*,fe),  wie  (n+1)(d,ft)  ausdrücklich  in  Bezug  auf  die 
Grössen  jOj,  j1j,  etc.  entwickelt  worden  seien.  Heben  wir  aus  die- 
sen Entwicklungen  die  Glieder  aus,  welche  mit  \k)  multiplicirt  sind, 
und  bezeichnen  die  Coefficienten  derselben  mit  Fh  und  0k,  so  dass 
mit  blosser  Rücksicht  auf  diese  Glieder 

(iiHMjWfc)  +  Fk\k]  =  0 
(n+1)(d,fc)  +Qk\k\  =  0 

38* 
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Die  Elimination  giebt  nun  aus  diesen  Gleichungen 

2(„-M)(fc)  +  (Ft+0t)  j*|  =  0 
und  nach  einem  bekannten  Satze  folgt  hieraus  allgemein 

welcher  Ausdruck  der  obigen  Bemerkung  zufolge  audi  der  für 
P(n—k)  ist. 

26. 

Der  Ausdruck  für  den  CoefQcienten  Fk  lässt  sich  leicht  aus  den 
Gleichungen  des  Art.  10  erhalten,  welche  allgemein 

(n+1)(*,fc)  +  Sk-  S0  =  0 

geben,  wo  aber  zu  erwägen  ist,  dass  S0  von  den  übrigen  S  abhängig 
ist,  und  daher  die  Gleichung  (a)  des  Art.  8  hier  berücksichtigt  wer- 
den muss.     Da  diese 

0  =  S0  -+-  Si  -+-  S2  •+•  .  .  .  ■+-  — op 

und  bez. 

0  ^  Sq  -t-  Sv  ■+-  &2  ■+■  .  .  .  ■+-  Sg 
giebt,  so  folgt  allgemein 

(»+1  )(«,*)  +  2Sk  =  0 
mit  der  Ausnahme,  dass 

(n+\)(stp)  +  ?-S,  =  0 
ist.     Da  ferner  ohne  Ausnahme 

Sk  =  {*)+{»-*} 
so  erhalten  wir  sogleich  allgemein 

Ft  =  2 

mit  der  Ausnahme 

F„  =  3 

Da  (d,p)  =  0,  folglich  auch  Qp  =  0  ist,  so  giebt  die  Gleichung  des 
vor.  Art.  für  die  Gewichte  sofort 

um  aber  die  Gewichte  der  übrigen  Theilungsfehler  bestimmen  zu 
können,  muss  der  Ausdruck  für  Qk  abgeleitet  werden. 


37]        Bestimmung  d.  Theilgngsfehleb  e.  gradlinigen  Maassstabes.         561 


27. 

Die  Qk  sind  weil  zusammengesetzter  als  die  Fk,  und  ihre  Bestim- 
mung minder  einfach  als  die  der  letzteren.  Man  könnte  sie  schon  aus 
den  Ausdrücken  der  (d,k)  in  den  Artt.  1 3  u.  1  i  erhalten ,  aber  ich 
ziehe  vor  den  folgenden  Weg  einzuschlagen.  Da  (d,0)  eben  so  wenig 
wie  (8,0)  auf  die  Gewichte  Einfluss  äussern,  folglich  gleich  Null  ge- 
setzt werden  kann,  so  geben  die  Unterschiede  von  je  zwei  auf  ein- 
ander  folgenden  Endgleichungen  erster  Abtheilung  des  Art.  1 1 ,  nach- 
dem (d,0)  =  0  gesetzt  worden  ist,  die  folgenden  Gleichungen 

(»+1)(<M)  +  2/0  +  Di— D»  —  0 

(„-M)j_(d,1)-,-(d,2)i  +  2/,  +  0,-1),  =  0 

(n-M)j-(d,2)-l-((/,3)j  +  2*i  +  D3—D2  =  0 
(„+*){  _(rf,3)+(d,4)}  +  *h  +  Dt-D3  =  0 
etc.  etc. 

Durch  die  Verbindung  dieser  mit  den  Gleichungen  zweiter  Abthei- 
lung lassen  sich  leicht  die  /„,  lx,  etc.  eliminiren.     Man  erhalt 
(n+i)(d,1)  +Jtf1Ä0 

(»+i)j-,*;e;)(^)+(^)j  +Af2=o 

etc.  etc. 

wo  zur  Abkürzung 

itfi  =  Di—Do  —  -  Äo 

M3  =  fl3— D2  —  ^^  £2 

etc. 
gesetzt  worden  sind.     Diese  Gleichungen,  welche  ohne  Mühe  so  weit 
fortgesetzt  werden  können  als  man  will,  sollen  hier  zur  Bestimmung 
der  Coefficienten  Qk  dienen,   zu    welchem  Ende  sie  wesentlich  ab- 
gekürzt werden  können. 


r3 


•       •      • 
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28. 

Es  ist  zunächst  zu  erwägen,  dass  die  Function  D0  h —  K0  nicht 

unabhängig  ist,  sondern  von  den  übrigen  D  und  K  abhängt,  und 
daher  für  unseren  gegenwärtigen  Zweck  eliminirt  werden  muss.  Die 
Gleichung,  durch  welche  diese  Abhängigkeit  ausgedrückt  wird,  ist 
die  (6)  des  Art.  8,  welche  auf  die  folgende  Form  gebracht  werden 
kann: 

(6)  .  ...   0  -  (ö«+|Äo)  +  ==*  ö,  +  5=*  D2  +  ==•  D, 

+  n    V^1  +  ^2  +   ^3  +       •    J 

Zur  gegenwärtigen  Untersuchung  können  aber  die  Jft,  ä2,  etc.  Nichts 
beitragen,  und  wir  dürfen  dieselben  daher  aus  der  Gleichung  weglassen. 
Setzt  man  allgemein 

* —  ~*~ 

so  geht  unsere  Gleichung  über  in 

D0  +  %-K,  +  2  TkDk  =  0 

Setzen  wir  ferner 

(n+\)(d,Y}  +  D>  +  2R[i,k)TtDk  =  0 
(»-M )  (d,2)  +  D2  +  2  R{ijk)  TA  =  0 
(n-M)(d,3)  -I-  D3  ■+■  Z  R{3,k)TtDk  =  0 

etc. 

und  substituiren  diese  nach  und  nach  in  die  im  vor.  Art.  erhaltenen 

Gleichungen.     Die  erste  derselben  giebt  sogleich 

^Ä(M):rA  =  ^m 

und  da  hier  das  Summenzeichen  -2T  weggelassen  werden  darf,  weil 
es  allen  Gliedern  gemeinschaftlich  ist,  so  folgt,  dass 

R[\Jk)  =  1 
ist.     Die  Substitution   der    obigen  Gleichungen  in  die  zweite  der  im 
vor.  Art.  erhaltenen  giebt  zunächst 

2R(2,k)TkDk  =  ^  [A  +  £R{iJk)TlDt]-Dt  =  0 

Die  mit  Z),  multiplicirten  Glieder  brauchen  hier  nicht  ermittelt  zu 
werden,  und  diese  Gleichung  kann  daher  abgekürzt  werden  in 

wo  aber  in  dem  Gliede  linker  Hand  k  nicht  kleiner  als  2  angenom- 
men werden  darf.     Ebenso  giebt  die  dritte  Gleichung  des  vor.  Art. 
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*(3J)  -  ^  ä  M  - -sji^  Ji(M) 

wo  aber  im  Gliede  linker  Hand  k  nicht  kleiner  als  3  gesetzt  werden 
darf.  Diese  Entwickelungen  kann  man  so  weit  fortsetzen  als  man 
will,  und  jetzt  schon  das  Resultat  derselben  vollständig  erkennen. 

Da  es  hier  blos  auf  die  Ermittelung  der  Coefficienten  Ä(1,1), 
Ä(2,2),  i?(3,3),  etc.  ankommt,  so  soll  eine  einfachere  Bezeichnung 
eingeführt,  und  für  die  angeführten  Coefficienten  bez.  Uu  f/2,  f/3,  etc. 
geschrieben  werden.     Wir  haben  daher  zunächst 

".  -  <»  *4  -  £=!r 

erhalten,    und  die  folgenden  U  sind  durch  die  Gleichungen 


8(n-*)  *  8(11- 1) 

5n— 28  rr                  % 

5(n-4)  4  5fo^4) 

etc.  etc. 


".  -  iESr  "«  -  isbr  M  +  ^  +  Gl 


welche  nach  einfachen  Gesetzen  fortschreiten,  nach  und  nach  zu  be- 
rechnen. Da  nun  hier  in  den  oben  erhaltenen  Gleichungen  \k\  statt 
Dk  gesetzt  werden  darf,  so  bekommen  wir  allgemein 

(»-M  )(<*,*)  +  {k|  +  UkTk\k}  =  0 
und  da  statt  dessen  im  Art.  25 

angenommen  wurde,  so  ergiebt  sich 

Qk  =  1  +  UkTk 
Hiemit,    und  da  oben  allgemein  Fk  =  2  gefunden  wurde,    geht  der 
Ausdruck  der  Gewichte  der  Theilungsfehler,  welcher  im  Art.  25  ab- 
geleitet wurde,  in  den  folgenden 

p(k)  -  p(„-*)  «  g*ü (,,) 

über.  Man  kann  bemerken,  x  dass  wenn  k  =  p  ist,  man  Tp  =  0 
erhält,  und  daher  der  vorstehende  Ausdruck 

P(P)  =  ii=±H 

giebt,  welche  Gleichung  wir  schon  oben  im  Art.  26  auf  andere 
Weise  erhalten  haben. 
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29. 

Die  Eliminationen,  welche  die  im  vor.  Art.  für  die  U  erhaltenen 
Gleichungen  erfordern ,  lassen  sich  zwar  allgemein  ausfuhren ,  aber  der 
dadurch  hervorgehende  allgemeine  Ausdruck  für  Uk  würde  sehr  weit- 
läufig werden.  Dahingegen  lassen  sich  diese  Eliminationen,  wenn 
der  betreffende  numerische  Werth  von  n  im  Voraus  gegeben  und 
in  die  Gleichungen  substituirt  worden  ist,  sehr  leicht  numerisch  aus- 
fuhren, zumal  wenn  man  die  Gewichte  in  ganzen  Zahlen,  mit  eini- 
gen angehängten  Decimalen  ausdrücken  will;  eine  Angabe,  die  jedem 
Bedürfnisse  genügt. 

Die  Ausdrücke  der  ersten  (7,  und  der  daraus  folgenden  Ge- 
wichte, lassen  sich  indess  in  allgemeiner  Form  leicht  angeben,  und 
sind  die  folgenden: 

1^  =  1 

n-8 


u2  = 

P(1)  =  P(n—\)  = 
JP(2)  =  P{n— 2)  = 


2  —  n-i 
3n2-l6n+l8 

3  3{n-4)(n-2) 
6n3-59n2-H69n-U4 

6(n—  *)(n— 2)(n  —  3) 
(n+*)n 
2n~* 

2(n+1)«(n—  4) 


4n2-9n+8 

rW    —   f^U—ö)    —   ^„3.6^2^.43^.408 

P(k)   _  p(n—L)   —  ^2(n+t)i»(n-4)  n-2)(n-3) 

^    '  v  '  24n«-i*6n3  +  889t|2- *604n+H52 

womit  man  bis  n  =  10  ausreicht. 

30. 

Wenden   wir   uns   zu  den  Gewichten  der  Prüfungsintervalle  m0, 
m„  etc.,  so  giebt  die  Gleichung  des  Art.  16  für  m0  ohne  Weiteres 

P(m0)  as  n, 
aber  für  die  übrigen  Prüfungsintervalle  muss  eine  besondere  Ent- 
wickelung  ausgeführt  werden,  in  welcher  wieder  die  ßedingungs- 
gleichung  (b)  des  Art.  28  berücksichtigt  werden  muss.  Während  wir 
bei  der  Ermittelung  der  Gewichte  der  Theilungsfehler  von  dieser 
Gleichung  nur  die  mit  den  D  multiplicirten  Glieder  zu  berücksich- 
tigen hatten,    sind  es  hier  im  Gegentheil  die  mit  den  K  multiplicir- 
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ten,  deren  wir  bedürfen.  Die  anzuwendende  Bedingungsgleichung 
wird  daher 

0  =  Z>0  +  \K,  +  \\K,  +  K,  +  .  .  .  +  Kp^  und  bez.  h~Kq\ 

• 

oder  zur  Abkürzung,  und  mit  dem  Vorbehalt,  dass  bei  ungradem  n 
das  letzte  Glied  unter  dem  Summenzeichen  halbirt  werden  muss, 

0  =  D0  +  *-K0  +  *-2Kk 

u  n     u  n         * 

Die  Substitution   dieser  Gleichung  in   die  erste  (c)  des  Art.  27  giebt 

(»-M)(<M)  +  |^  =  0 

und  durch  die  Anwendung  derselben  Analyse  wie  in  Art.  28,  wird 
man,  indem  hier  die  Glieder  Jtf2,  M3,  3f4,  etc.  gleich  Null  gesetzt 
werden  können,  auf  die  allgemeine  Gleichung 

hingeführt,  in  welcher  die  Glieder  unter  dem  Summenzeichen  mit  Kk 
anfangen  müssen.     Es  ergiebt  sich  hieraus  sogleich  die  Formel 

(«+1){(d,1)  +  (d,2)+  .-.  +{djt)\  +  \\i+ü1+üa+  .  .H-tf»i**  =  0 

in  welcher  das  Summenzeichen  hat  weggelassen  werden  müssen, 
weil  von  den  verschiedenen  mit  K  bezeichneten  Functionen  nur  die 
einzige!^  aufgenommen  werden  darf.  Auch  ist  zu  bemerken,  dass 
in  Folge  des  obigen  Vorbehalts  im  Falle  k  =  q  das  ganze  zweite 
Glied  halbirt  werden  muss. 

Gehen  wir  nun  zur  zweiten  Abtheilung  der  Endgleichungen  des 
Art.  11   über,  so  erhalten  wir  sogleich 

(n—k){k+i)  lk  +(1  +  Wk)Kk  =  0 

wo  zur  Abkürzung 

Wt  =  \\\  +  17,  +  U3  +  ...  -I-  Ut\ 

» 

mit  der  Ausnahme 

Wq  =  ^j1  +  U2  +  U3  +  ..  .  +  ü,\ 

gesetzt  worden  ist.     Aber  es  ist  ohne  Ausnahme 

Kk  =  (*  +  1){*Jf  +  (»— k)\n— k—  1j' 
und  die  obige  Gleichung  für  lk  geht  daher  über  in 

0  =  h  +  (1  +  Wt)  i£.  +  (i  +  wj<^>' (*) 

woraus  die  Ausdrücke  der  verlangten  Gewichte  leicht  erhalten  wer- 
den können. 
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31. 

Wenden  wir  uns  zur  zweiten  Abtheilung  der  Endgleichnngen 
des  Art.  8,  und  ziehen  die  vorletzte  dieser  Gleichungen  von  der  zwei- 
ten, die  drittletzte  von  der  dritten,  u.  s.  w.  ab,  dann  entsteht  eine 
Reihe  von  Gleichungen,  welche  durch  die  folgende,  allgemeine  dar- 
gestellt werden  können 

(n—k)mk  —  (fc-M  )*»„_*_,  +  {*}'  —  {n—k—i}'  =  0 
Da  aber  allgemein 

k  =  ™h  -4-  m^^j 
ist,  so  giebt  die  obige  Gleichung  ([) 

und  wir  erhalten  durch  eine  leichte  Elimination 

(«+<)«,         +  |4  +  !±J  (i  +  Wk)\[k\'  +  W,j»— Jfc— I»'  -  0 

(»+IK-M  +  h  +  £?  (*  +  w,)| {*-*-*!'  +  wk\k\'  =  o 

Hieraus  gehen ,  zufolge  eines  schon   mehrmals  angewandten  Satzes, 
die  beiden  Gleichungen 


o 


P(mt)  » - 


n+« 


hervor,  deren  erste  für  die  erste  Hälfte  der  m,  und  deren  zweite  für 
die  zweite  Hälfte  derselben  gilt,  in  welchen  aber  der  Fall  k  =  q 
vorläufig  ausgeschlossen  ist.  Da  in  diesem  Falle  auch  n — k — i  =  q 
wird,  und  Wk  halbirt  werden  muss,  so  geben  die  obigen  Gleichun- 
gen für  mk  und  mn^k-1  ohne  Unterschied 

(«-HK+  (2+  Wt){g}'  =  0 
folglich 

PK)  =  £wk 

wo  auch  rechter  Hand  k  ==  q  zu  setzen  ist.  Vergleicht  man  diese 
Gleichung  mit  den  Gleichungen  (P),  nachdem  in  diesen  auchfc  =  </ 
gesetzt  worden  ist,  so  findet  man,  dass  alle  drei  Gleichungen  mit 
einander  übereinstimmen;  die  Gleichungen  (P)  gelten  also  ohne 
Ausnahme,  und  wenn  k  =  q  ist,  ist  es  gleichgültig,  welche  von 
beiden  man  anwendet. 
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32. 

Für  die  vier  ersten  W,  sowie  für  die  vier  ersten  und  die  vier 
letzten  Gewichte,  sind  wieder  die  Ausdrücke  in  Function  von  n  ent- 
wickelt, und  wie  folgt  gefunden  worden: 

1  n 

w  a(m-») 

^2  —     w(n_4) 

w    2(9n*-87»+36) 

"»  ~3n(n-4  )("n-2) 


w4  = 


24n3-487f|2+463n-360 

~3n{n-4)(n-2)(n-8) 


(n+4)n'n— 4) 


P,'         \  »Tili  »  — 

D/™  \  _  (n+4)n(n-4)(n-2) 

^W  —  "^     +  44fl-48 

Pf«,  \  _  8fn+4)n(n-4)(n-2)(n-3) 

f^OT3;  —  3n*-6n»+69**- 890*4-288 

p,      x  __  3(n+4)n(n-4)(n-2)(n-3)(n--4) 

vW^  8nfi-4  5n*4-435n*— 920n2+1297w-4 


800 


Mm»-öJ  —  8n5+9n*-268»3+jj26n2-2230n  +  1440 

4  2  (n+ 4  )n(n- 4  )(n-2) 


^     w-4/  8n*+42n3-434»24.300n-216 

p/^       \  3(n+4)n(n-4) 

Mwn-3j  —  n3+4n2-45n+il2 

P(m       ^  —     *("+<)" 
rVmn-2J   —  »2+311-2 

Wir  verweisen  in  Bezug  auf  die  Berechnung  der  numerischen  Werthe 
dieser  Gewichte  bei  gegebenem  n  und  grösseren  Indices  wieder  auf 
die  Benutzung  der  oben  entwickelten,  concreten  Gleichungen,  welche 
leicht  zu  behandeln  sind. 

33. 

Um  eine  deutlichere  Einsicht  in  die  Beschaffenheit  der  im  Vor- 
hergehenden gefundenen  Gewichte  zu  gewähren,  haben  wir  die 
numerischen  Werthe  derselben  für  eine  Reihe  von  numerischen  Wer- 
then  von  n  berechnet,  und  zwar  von  n  =  12  an  abwärts.  Bis 
n  =  1 0  können  alle  Gewichte  durch  die  vorhergehenden,  in  Function 
von  n  dargestellten  Ausdrücke  berechnet  werden,  aber  für  die 
Werthe  11  und  12  von  n  müssen  die  vom  Index  5  abhängenden 
durch  die  concreten  Formeln  berechnet  werden.  Die  Gleichungen 
für  die  U  des  Art.  28  geben  zu  dem  Ende 
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für  n  =  12 

und  für  n  =  41 

ff. -S- ff« +  £0 +".+".) 

woraus  man  Ub  erhalt,  uachdem  die  bez.  Werthe  von  l/2,  t/3,  f/4  aus 
den  in  Function  von  n  dargestellten  Ausdrücken  berechnet  worden 
sind.  Die  Gleichung  (p)  des  Art.  28  giebt  darauf  die  Gewichte  der 
Theüungsfehler  5  und  7,  bez.   6. 

Zur    Berechnung    der    Gewichte    der    Prüfungsintervalle    giebt 
der*  Art.  30 

für  n  =  12 

W6=  <-(.\  +  U2+U,+UA+U>) 

und  für  n  =  1 1 

Ws  =  ±-  (l  +  üi+üi+ffi+ff.) 
worauf  die  Gleichungen  (P)  des  Art.  31   die  bez.  Gewichte  geben. 

34. 

Die  erhaltenen  numerischen  Werthe  der  Gewichte  sind  nun  die 

folgenden : 

n  =  12. 

4  0       rr  48       WT  H3       TT  993 


II    —  —     I 7    —  Zl    II   —  Z21     H   —  1 


980 

2501 


ly  V    W  —  —    W  —  —    W  —   W  — 


3960 


456 


P(1)  =  P(11)  =  ^    =  6.78 

/>(2)=P(10)=  £J    =7.21 

P(3)  =  P(9)     -  !gf   =  7.67 

P(4)  =  P(8)     =  ^T  =  8.09 

P(5)=P(7)     =^=8-45 

P(6)  =  y     =  8.67 

P(m0)     =  12 

*(*0     =  ^    =10.73 


40 

186 
307 


*«    =    S    =9  31 
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PW  -  !g?  -  7.91    .        • 
PW  =  W  -  659 

pw  -  SB  - 5-42 

*w>  =  SS  - 4-47 

%)  -  SS  -  3.72 

p(»H)  -  S?  =  305 

/>(*,)  -    $    -  2.41 
P(m10)=    g    =  1.77 


»    SB    11. 


^2  —    40'   ^3   —   54'   ^  —   7JÖ*   "»  — 


6457 
454JO 

4587 


^1  —  TT'   ry»"-   55'    "^  "~  ÜI7'    "♦"-MM'    "^S  — 


»40 


44 


P(1)  =  P(10)  =  ^      =  6.29 

P(2)  =  P(9)  -  SJ     -  6-72 

P(3)=P(8)  -  igg    =7.16 

P(4)  s=  P[7)  =  ^   =  7.59 

P(5)=P(6)  =  ^°  =  7.90 

PK)  =  11 

P(m.)  =  £     =9.71 

pW  =  w  =  8-29 

PW  =  S£r  -  6-88 

^)  -S=5.62 

pW  -  w  -  4-50 

*N>  "  TrS?  -  3'72 

pW  -  SS?  -  302 

*H)  =  S    =2-38 

P(m,)  =  S      =1.74 
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n  =  10. 

P(1) 

=  P(9) 

=    ^?   =  5.79 

P(2) 

=  P(8) 

-   S   -  623 

P(3) 

=  i>(7) 

=    ,„    =  6.69 

P(4) 

=  P(6) 

166340  _   -_ 

1850*             •    ü' 

P(5) 

=      y      =  7.33 

PK) 

=    10 

PK) 

^    "^"    ^  8.68 

PK) 

=   £   -  7.25 

P(f>h) 

—    <089*    _ROÜ 
1768    "~  °'88 

PK) 

—     «49     =   *66 

PK) 

Ä    m    =  3-72 

PK) 

=  «87«°  -  3  00 

7921     —   ,i,UU 

PK) 

_    "8*    _a« 
—     681     —  *•',0 

J*K) 

-    §    =1-72 
»  =  9. 

P(1): 

=  P(8) 

=    g    =5.29 

P(2)  • 

=  P(7) 

-  r  =  5.74 

P(3). 

=  P(6) 

-  w  -  ni 

P(4)  = 

=  P(5) 

_     14J0                C    RK 

—    17i     =  D.OO 

^K) 

=     9 

PK) 

=    >£   =  7.66 

PK) 

=    T    =  6.22 

PK) 

-    S?    -  4-88 

PK) 

=    g    =3.73 

PK) 

-    TT    -  2-9* 

PK)  - 

—■•     rr     —  a,öm 

PK)     : 

=    S    =1-70 

[46 
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n  s= 

8. 

P(\)  =  P{iy 

= 

24 
5 

=  4.80 

P(2)  =  P(6) 

ss 

21 
4 

=  5.25 

P(3)  =  P(5) 

— 

4536 
707 

=  5.69 

m 

= 

6 

=  6.00 

i»(«.) 

= 

8 

P(m,) 

= 

426 
49 

±=  6.63 

PK) 

= 

504 
97 

=  5.20 

PK) 

= 

567 
445 

=  3.91 

P(ro4) 

ss 

4586 
4529 

«=  2.97 

PK) 

= 

426 

=  2.29 

PK) 

ss 

72 
4t 

=  1.67 

n  «= 

•7. 

P(1)  -  P(6) 

= 

44 
3 

=  4.67 

P(2)  -  P(5) 

- 

224 
47 

=  4.77 

P(3)  =  P(4) 

= 

40080 
4943 

=  5.19 

.  PK) 

= 

7 

P(ro,) 

= 

28 
5 

=  5.60 

PK) 

SS 

280 
67 

=  4.18 

^W 

= 

845 
406 

=  2.97 

PK) 

= 

504 
223 

=  2.26 

PK) 

= 

28 
47 

«=  1-65 

n  = 

6. 

P(1)  -  P(5) 

SS 

42 
44 

s=  3.82 

P(2)  =  P(i) 

= 

80 

1 

=  4.29 

P(3) 

= 

44 
3 

=  4.67 

PK) 

SS 

6 

PK) 

= 

405 
*3 

=  4.57 
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P. 

A.  Hansen. 

p>2) 

= 

"     =  3.18 

P(flh) 

^ 

405     _  9  9Q 

P(mi) 

^— 

n  =  5. 

P(\)  =  P(4) 

== 

^    =3.33 

P(2J  =  P(3) 

= 

S  =3-81 

P(*n0) 

^ 

5 

/>,) 

^ 

t~      ^=   u.Oo 

P(«h) 

= 

%    =2.22 

P('»3) 

= 

^  =1.58 
n  =  4. 

P(1)  =  P(3) 

— 

^    =2.86 

P(2) 

= 

^    =3.33 

Pfa) 

= 

4 

P(ro.) 

= 

f    =  2.50 

%) 

= 

5  -<-m 

»  =  3. 

P(1)  =  P(2) 

= 

^    =2.40 

5 

*  i>o) 

= 

3 

P(mt) 

= 

I    =120 
n  =  2. 

P(1) 

= 

2 

%) 

= 

2 

Der  letzte  Fall  geht  in  das  Verfahren  über,  auf  welches  wir  in  den 
»»Vorbereitenden  Entwickellingen«  gekommen  sind,  wenn  man  dorl 
auch  n  =  2  macht;  man  erkennt  leicht,  dass  die  Gewichte  sowohl  wie 
die  anderen  Resultate  mit  einander  Übereinstimmen. 

Die  vorstehenden  Zahlenwerthe  der  Gewichte  zeigen  zur  Genüge, 
dass  beim  gegenwärtigen  Verfahren  die  Maxima  derselben  in  die 
Mitte  des  zu  prüfenden  Maassstabes  fallen,  während  beim  Verfahren 
des  Art.  1  u.  flg.  das  Gegentheil  stattfindet.    Aber  auch  die  Gewichte 
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der  an  den  Enden  dieses  Maassstabes  liegenden  Theilungsfehler  sind 
so  gross,  dass  die  Bestimmung  der  letzteren  als  hinreichend  sicher 
erkannt  werden  muss.  Dass  die  Gewichte  der  PrUfungsintervalle 
vom  ersten  bis  zum  letzten  stark  abnehmen,  liegt  in  der  Natur  der 
Sache,  und  kann  nicht  anders  sein.  Man  sieht  ferner,  dass  alle  Ge- 
wicht« mit  der  Anzahl  der  Intervalle,  d.  i  mit  n,  wachsen;  der 
Grund  davon  ist  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass  die  Anzahl  der 
zu  messenden  Combinationen  in  weit  grösserem  Maasse,  als  »,  wächst 
und*  ihre  Anzahl  Überhaupt  nahe  im  Verhältpisse  von  n2  zunimmt. 


35. 

Um  die  Zusammensetzung  der  mit  jOj,  jlj,  etc.  bezeichneten 
Zahlenwerthe,  die  von  den  durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen 
abhängen,  deutlich  vor  Augen  zu  führen,  sollen  einige  derselben  hier 
ausdrücklich  angeführt  werden. 

»  =  12. 

{0}'=  [0],  +  [<],  + +[H], 

{<}'=  [01,   +[1],  + +[10], 

{2}'=  [0],  +  [tj2  + +   [9], 

{3}'=  [0],   +  [i]t  + +   [8]3 

{*}'  -    W4    +[*J4    + +     [7]« 

etc.  etc. 

{8}'  .   [0]8  +[«],  +[«],  +  [3]8 
{9}'  =   [0],  +[4],  +[2], 

00}'-  [o]„+[<]10 


{0}  »  _[0]0  -[0]j  -[0],  r-[0],  -[0],  -[0],  -[0],  -[0]7  -[0]8  -[0],  -[0],, 

0}  -     [0], 

-Mo  ~Mi  -M«  -M*  -M4  -M.  -PI«  -Mt  -M*  -M»  -Mio 

{2}  =       [1]0  +[0], 

"Mo  ~Mi   -[«]i  -[»j»   -[«]4  -[«]»  -[«].   ~[2]7   -[«]»  ~[2]» 
{3}  -       [8],  +[t]t   +[0], 

-[3]»  -[31t   -[3]2  -[8],  -[3]4  -[3]5  -[3[6  -[3]7  -[3]8 

W  =       Mo  +[8]i  +  M2  +[0], 

-Mo  -Mi  -[*]«  -[*]»  -[*J4  -M»  -Mo  -M» 

{5}  =       [4]0  +[3]t  +[8],  +[<],  +[0]4 

-Mo  -Mi   -M2  -[5],  -M4  -[5],  -[»]. 

{6}  =       [5]0  +[4],   +[3],  +[8],  +[*]*  +[0]» 

-Mo  -[6],   -M2  -M»  -[6]4  -[61, 

{7}  =       [6],  +[5^   +[4],  +[3],.+  [8]4  +[1]5   +[0], 

-Mo   -Mi   -M2  -[7],   -[7]« 

Abhindl.  d.  K.  S.  Gesellach.  d.  Wiueosch.  XV.  39 
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{8}  -       [7],  +[6],   +  [5]2  +[4],  +  [3]4  +  [2]4  +  [l],  +  [0]7 

-Wo   -Mi   -W»  -[»]» 
{9}  =       [8],  +[7],   +  [6],  +  [5]3  +  [4]4  +  [3],  +[2],  +  [1]7  +[0], 

-[»]o  -[»]i   -[»]« 
{10}  =       [9],  +[8],  +[7],  +[6],  +  [5]4   +[4],   +[3],   +  [8]7   +  [4]g  +[0], 

-[40],  -[10], 

{41}  -     [40],  +[9],    +[8],  +  [7]3  +  [6]4  +  [5],  +[4],  +  [3]7   +  [2],  +  [1j,  +0,, 

-[«lo 
{12}  =     [41],  +[40], +  [9],  +[8],  +[7]4  +[6]&  +[5],   +  [4]7   +  [3],  +[21,  +T„ 

n  =  41. 
{0}'  =   [0],  +[1],  +[2],  + +[10], 

{<}'=   Wi  +[1]i   +[8]i   +  • +[9]i 

{2}'  =   [0],  +  [1],  +  [2],  + +[8], 

etc.  etc. 

{?}'  -   [0]7  +[4]7  +[2]7  +[3]7 

{8}'=   [0],  +[1]8  +  [8], 

{9}'  =   [0]9  +[4], 


{0}  =   _[0],  -[0],   _[0],  -[0],   -[0]4  -[0]5  -[Ol«  -[0]7  _[0],  -[0], 
{1}  -       Mo 

-[<]•  -[*)i  -Ml«  -W-M14  -t*l.  -[<"!«  -[11t  -[11»  -l<:« 

{2}  =       [IJo  +[0], 

-[«].  -Mi  -[«]»  -PI:,   -[«]4  ~[2]5   -[2]«  -[2]7  -[21, 

{3}   =       [2],  +[1]4  +[0], 

-[3]o  —[31»  -[3],  -[3],   _[3]4  -[3],  -[3],  -[3], 

{4}   .        [3],  +  [8],  +14],  +[0], 

-[4]o  -[4],   -[4],  ~W,  -[4]4  -[4],  -[4]« 
{5}  -       [4],  +[3],  +  [2],  +[4],  +[0]4 

-ßlo  -[»]i   -[»1«  -[51»   -[»]4   -[»]. 
{6}  =       [5],  +[4],   +[3]2  +[2]:t  +[1]4  +[0], 

-[«]•  ~[61t    -[6],  -[6],  -[6]4 
{7}  -       [6],  +[5],  +[4]2  +[3],  +[214  +  [1]s  +  [0],       . 

-[7].  -[7]i  -[7],  -[7], 

{«}  -       [7],  +[6],  +[5],  +[4],  +[314  +[2]5  +[4],  +  [0]7 

~[8]o  ~[8],  -[8], 

{9}  -        [8],  +[7],  +[6]2  +[5],  +[4]4  +[3],  +(81,  +[41,  +  [01, 

-Wo   -Pli 
{40}  =        19],  +[8],   +[71,  +  [6]3   +[5]4  +[41,  +[:<],  +  [S]7   +[41,  +[0;, 

-[10], 
{11}   .     [10],  +[9],   +[8],  +  [7;3  +[6]4  +;S]5  +[4],  +[3],  +?2j,  +[i;, 

«  =  10. 

{0}'-   [0],  +[1],  +[2],  + +[9],         . 

{•}'=    [Ol,    +[11,   +121,    +   ..  .   +'8', 
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{3}'=  [0],  +  [f],  +[8],  + +[61, 

{*}'  =  10]«  +  [<]*  +  [«],  +  •  •  •  +'*]* 

{5}'  -  [0],  +  [4]5  +[8],  +  [3],  +[4], 

{6}'  -  [0],  +[1],  +[2]«  +  [3]6 

{7}'  =  [0],  +  [4],  +[21, 

{8}'=  [0],  +[*]h 


{0}  .   -[0],  -[0],   -[0],  -[0],  -[0]4  ~[0]&  -[0],  -[6],   -[0], 

0}  -     [0]o 

~    -[<].    "[<]|     -[<]«    "[<].    -[<]«    -[*].    "{*]«    -t<]7     -[<]. 

{8}  .        [1],  +[0], 

-[2]«  -[2],  -[2]2  -[8],  -[81,   -[21&  -[2]6  -[2], 

{3}   -        [81,  +  [4],  +[0], 

~[3]o  -13],  -[3],  -[3],  -[3]4  -[3],  -[3], 

{*}  =       [31,  +[2],  +  [4]2  +[0], 

-Wo  -[*]t  -[♦],  -[4]3  -[4]4  -[4], 

{5}  .       [4],  +[3],  +[8],  +[4],  +  [0]4 

-Wo  ~[5]i   -[«]«  -[6],  -[»]« 
{6}  -        [5],  +[4],   +  [3]2  +  [8],  +  [4]4  +[0], 

-[«lo  —  C«li    -[«]i  -[«]» 
{7}  =       [6],  +[5],   +[4],  +[3l,  +[2l4  +  [4],  +[0]8 

"Plo   -[71i   -[']« 
{8}  =       [7].  +[6J!  +[5],  +  [4],  +  [3]4  +  [8],  +[4],  +  [0], 

-[81,  -[8], 

{9}  -       [8],  +[7],  +[6],  +[5],  +[4]4  +  [3|s  +  [*],  +[41,  +[0]8 

{40}  -       [9],  +[8],   +  [7|2  +[6],  +[514  +[4]5  +[3],  +[8],   +[4]8 

n  ss  9. 

{0}'=  [0],  +[4],  +[2],  + +[8]0 

{<}'=  [0],  +[4],  +[2],  + +[7], 

{2}'=  [0],  +  [4]2  +  [2]2  + +[6]2 

{3}'-  [0],  +[4],  +[2]3  +....  +[5], 

{*}'=  [0]«  +  [<]«  +  [«],  +[3]4  +[4]4 

[5]'  -  [0],  +[4]5  +[81,  +[3]& 

.{6}'=  [0],  +[4]e  +[8], 

{7}'  -  [0],  +[4], 


{0}  .   -[0],   -[0],  -[012  -[0],   -[0]4  -[0],  -[0],  -[0], 

{<}  =       [0], 

-[<].  -[<*  —Ml«  -Ml»  ~[*]i   -[*]»  -[<]•  -[«1t 
{2}  =       Mio  +[01, 

~[2]o  -[2],  ~[2|2  -[2],  -[2]4  -[8],  -[2], 

{3}  =       [2],  +[4],  +[0],       • 

-13],  -[3],  -[31,  -[3],  -[314   -[3], 

39" 
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{4}  =       [3]0  +[2],   +[1],  +[0], 

-[*]•  -[«li  -[*]»  -W»  -[*]« 

{5}  -       [4],  +[3],  +[8],  +[4]3  +[0]4 

_[5]0  _[5],  -[5],  -[»], 

{6}  -       [5]0  +[4],  +[3],  +[2],  +[4]4  +[0]s 

-[«].  -t6li   -[«]i 
{7}  -       [6],  +[5]t   +[4],  +[3],   +  [8]4  +  [4],  +[0], 

~[7]o  -[?]i 
{8}  =       [7],  +[6],  +[8],  +[4],  +[3],  +[8],  +  [4],  +[0]7 

{9}  -       [8],  +  [7]t  +[6],  +[5],  +  [4]4  +[3],  +[8],  +[4], 

n  =  8. 

{0}'  -  [0]0  +  [<]„  +[8],  + +17], 

{*}'  -  Mi   +M]i  +Wi  + +  [«Ji 

{2}'=  [0],  +[4],  +[8],  + +[5], 

{3}'=   [0],  +[4],  +[2],  + +[4], 

{*}'=    [0]4    +  [4]4    +  [*]«    +[3]4 

{5}'=  [0],  +[4],  +[8], 
{6}'=  [0],  +[4], 


{0}  -  -[0]0  -[0]t  -[0],  -[0],  _[0]4  -[0]5  -[0], 

{4}  -   [0].. 

-Wo  -[4],   -[4],  -[1]s  -[4]4  -[4],   -[4], 
{8}  =       [4]0  +[0]t 

-[*]•   -Mi   -Mi  -[*]s   ~[*]4  -[»]. 
{3}  -       [2],  +[4]t  +[0]2 

-[3]0  -[3].  -[3],  -p],  -[3]4 
{4}  =       [3],  +[2]t   -»-[4],  +[0], 

-W.  -I*li  -[*]»  -[*]• 
{5}  -       [4],  +[3],   +[8],  +[4],  +[0]4 

~[8]o  ~[5]i  -[*]« 
{6}  -       [5]0  +[4],  +f3],  +[8],  +[4]4  +[0], 

-[•]•  -[«]i 
{7}  -       [•].  +[5]i  +[4],  +[3],  +[2]4  +[4],  +[0], 

~[7]o 
{8}  .       [7],  +[6],  +[5],  +[4],  +  [3]4  +[8],  +[4], 

n  =  7. 

{0}'=  [0]0  +[4],  +[8],  + +[6J0 

{4}'=  fO],  +[4],  +[3],   +....+[5], 

{8}'=  [0],  +[4],  +[2j2  +p],  +[4], 

{3}'  =  [0],  +[4],  +[2],  +[3], 

{4}'  -  [0]4  +[4]4  +[8]4 
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{0}  .  -[0],  -[0],   -[0],  -[0],  -[0]4  -[0]6 
{<}  -       [0]o 

-[<]•  — t«J»  -[*]«  -[<].  -[«]«  -[<]• 

{«}  =       [<]»  +[0], 

-[»]•  -Wi   -[»]«  ~[2]3   -[2J4 
{3}  _       [8],  +[<],   +[0], 

-[3]o  -Pli  -[3],  -[3]3 
{*}  -       [3],  +[2]i  +  [<],  +[0], 

-[*]•  -W.  -[*]« 
{5}  -       [4]0  +[3],   +  [2]2  +[4],  +  [0]4 

{6}  -       [5],  +[4],  +  [3]2  +[«],  +[1]4  +[0]5 

-Wo 
{7}  =       [6j,  +[5],  +  [4]2  +[3]3  +  [2]4  +[4], 

n  =  6. 
{0}'  =  [0]0  +[4]0  +  [2]0  +  .  .  .  .  +[5]0 

{<}'  =  Wi  +[<],   +-[2],   +[3],  +[4], 
{2}'  =   [0],  +L1],  +  [2j2  +  [3]2 

{3}'  =   [0],  +[1j3  +[«], 

{*}'  -    [0]4   +[*]* 


{0}  . 

-Wo  -[0],  -[0]2  -[0]3  -[0]4 

{1}  = 

[0],' 

-[<]o  -Mi  -[<]*  -[<]»  -[i]* 

{*>- 

[«].  +[»]. 

-[*]•  -[21.   -[«]«  -Mi 

{3}  - 

[8].  +  l«]i   +  [<>]» 

-[3]o  -[3],   -[3]2 

{*}  - 

[3]o  +[«],   +  [<],  +[0], 

-Wo  -[*], 

{5}  - 

[*]•  +[3]i  +[»]«  +  [<],  +[0]« 

-[*]• 

{6}- 

L»]o  +[*]i  +[3]j  +[«],  +  [1]4 

»  ='  5. 

{0}'  = 

[0].  +(*]o  +  [«]•  +13],  +{4], 

{<>'  = 

[0]»  +  [<].   +[«].  +[3]t 

{2}'  = 

[0]»  +  [*]«  +  [«]« 

{3}'  = 

[0]3  +[*]» 

{0}  .  -[o;0  ~[o],  -[0]2  -Lo], 
{«}  -     [o], 

-[<].  -Mi  -M»  -[«]» 

{2}  -       M.  +[0], 

-[2]o  -L«]i   ~[2],     • 
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{3}  = 

-l3]o  -[3], 

{*}  = 

[3],  +[2],   +[l]2 

-IH> 

"T"  j^t 

>]s 

{5}  = 

[*].   +L3]i    +  [*J2 

+  L1 

»  =   4. 

{0}'  = 

L0]0  +[|],  +[«],  + 

L3]0 

{1}'  = 

[0],   +  [<]i   +[2], 

{«}'  = 

I0],  +Li]2 

{0}  = 

~[0]o  -[0],   -[0], 

{<}  = 

Mo 
~[1]o  -[<],   -f1]i 

{2}  = 

[<]o  +[0]i 

{3}  = 

[2]o  +[<]t   +[0], 
-[3]o 

{*}  = 

[3]»  +(2],   +  [*], 

»  =  3. 

{«}'  = 

[0]o  +  [<Jo  +[8], 

{<}'  = 

[0]i   +  [*]i 

[51 


{0}  =  _[0]0  -[0], 

{«}  =  .[0],  -[4]0  -{\]t 

{«}  -  [«].  -[*]o  +[<>]. 

{3}  -  [2]0  ^[4], 


{oy  =  [o],  +in 


n  =  2. 


{0}  -   -[0]» 

{1}    -        [0],   -[1], 

{2}  =       [<]. 

Alle  diese  Ausdrücke  schreiten  nach  so  einfachen  Gesetzen  fori, 
dass  man  sie  ohne  Schwierigkeit  für  jeden  beliebigen  Werth  von  » 
hinschreiben  kann.  Die  willkuhrliche  Grösse  [0]„_,  ist  allenthalben 
weggelassen  worden,  man  kann  sie  aber  leicht  ergänzen,  wenn  man 
sie  nicht  gleich  Null  machen  will. 

36. 
Zur  näheren  Einsicht  in  die  überaus  kurze  Rechnung,  auf  wel- 
che   das    in  Rede   stehende  Verfahren   hinfuhrt,    sollen  zwei  kleine 
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Beispiele  hinzugefügt  werden,  die  aber  ßngirte  sein  müssen,  da 
gegenwärtig  keine  in  Wirklichkeit  ausgeführten  vorliegen.  Fingirte 
Beispiele  haben  übrigens  den  Nutzen,  dass  sie  so  eingerichtet  wer- 
den können,  dass  die  Eigentümlichkeiten  des  durch  sie  zu  erläu- 
ternden Verfahrens  hervortreten,  was  bei  den  der  Wirklichkeit 
entnommenen  nicht  immer  der  Fall  ist. 

Sei  zuerst 

n  =  8 

und  habe  man  durch  die  Messungen  die  folgenden  Zahlenwerthe 
erhalten,  unter  deren  Einheit  man  sich  TV  Millimeter  denken  kann, 
und  die  sich  folglich  bis  auf  iVinr  Millimeter  einschliesslich  er- 
strecken : 


[0]„  =  +0.32, 

0],  =  +0.55, 

[0]2  =  +1.22, 

[»:» - 

+0.27 

T,  =  +0.32, 

n\  =  +0.52, 

ll2=  +1.17, 

:»%  = 

+0.11 

2"„  =  +0.28, 

[2],  =  +0.48, 

[2],-.  +1.08, 

[«'»- 

+0.02 

[3],  =  +0.22, 

[3],  =  +0.43, 

[3],  =  +0.95, 

W,- 

—0.17 

[410  =  +0.20, 

[4],  =  +0.35, 

[4]2  =  +0.82, 

[*]»- 

—0.27 

[51,  =  +0.20, 

[5],  =  +0.27, 

[5]2  =  +0.79 

• 

i6]0  =  +0.10, 

[6],  =  +0.20 

[7]„=  +0.16 

[0]4  =  +0.31,  ,0]5  «  —1.80,  [0]6  =  —0.95 
[p4  =  +0.20,  .;1]5  =  -2.04,  [11.  =  -1.07 
L2]4=— 0.03,     [2]&=-2.18 

[3]4  =  —0.12 

In  Folge  der  Bemerkung  des  Art.  24  sollen  den  einzelnen  Zah- 
lenwerthen  dieser  Gruppen  bez.  die  Zahlen 

—0.22,     —0.40,     —1.00,     0.00 
—0.09,     +2.00,     +1.01, 
hinzugefügt  werden,  wodurch  sie  in  die  folgenden  übergehen, 
;0]o  =  +0.10,     [0],  =  +0.15,     [0],  =  +0.22,     [0],  =  +0.27 
[1]0  =  +0.10,     [1],  =  +0.12,  '  [1]2  =  +0.17,     [1]3  =  +0.11 
'V„  =  +0.06,     [2],  =  +0.08,     [2\  =  +0.08,     [2],  =  +0.02 
30  =  +0.00,     [3],  =  +0.03,     [3]»  =  —0.05,     [3],  =  —0.17 
:>]0  =  —0.02,     [4],  =  —0.05,     ,4]2  =  —0.18,     [4],  =  —0.27 
[5],  =  —0.02,     [5],  =  —0.13,     j5],  =  —0.21 
6]0  =  —0.12,     [6],  =  —0.20 
[7],  —  —0.06 
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0  4  =  +0.22, 

1  <Ä  +0.11, 

2  4  =  —0.12, 
•3;,  =  —0.21 
Hieraus  bekommt 


0  5  =  +0.20, 

;r,  =  —o.oi, 

25sss— 0.18 


0%  =  +0.06 
\\  =  —0.06 


man  zuerst  durch   die   unter  n  =  8  in  den  Artt. 


35,  10  und  II   ausgeschriebenen  Ausdrucke 


»0''  = 


i-o.oi,  ;o 
)ij'=     0.00,  |i 

f-0.03,  |2 
}3j'  =  — O.Oi,  J3 

0.00,  >4 


>2''  = 


{*{- 


!5{'=  —0.02,  }5 
|6}'  =      0.00,  |6 

,  17 
J8 


7|'  =       0 


=  —1.22,  S„  a»  —2.41,  D0=s  — 0.03,  #„=:  +0.0i 
=  —0.41,  S,  =  —1.05,  D,  =  +0.23,  fl,  =     0.00 
=  +0.31,  S2  =  +0.84,  fl,  =  —0.22,  Äj  =  -0.03 
=  +0.80,  S,  =  +1.58,  DJ  =  +0.02,  Äj  =  -0.I6 
=  +1.04,  St  =  +2.08 
=  +0.78 
=  +0.53 
=  —0.64 
=  —1.19 

Man  kann  sich  leicht  davon  überzeugen,  dass  diese  Zahlenwerthe 
den  beiden  Bedingungsgleichungen  (a)  und  (6)  des  Art.  8  Genüge 
leisten.     Seien  nun  die.  Theilungsfehler 

(0)  =  0,     (8)  =  0 
dann  geben  die  Gleichungen  des  Art.  1 4  zunächst 

L0  =  —0.03 
L,  =  —0.02 
L2  =  +0.0157 
L3  =  +0.0140 
Es   ist  zu  bemerken,  dass  zur  Berechnung  dieser  L  die  letzten  der 
mit  K  und  D  bezeichneten  Grössen    gar   nicht   gebraucht   worden 
sind,   und  dass  diess  immer  der  Fall  sein  wird;    man  kann  sie  da- 
hingegen  zur  Controle  der  numerischen  Berechnung  der  L  verwen- 
den.    Berechnet  man   durch  Hülfe  dieser  Grössen,  deren  allgemeine 
Bezeichnung    den  Index   p — 1    und   bez.  q  hat,    durch  fortgesetzte 
Anwendung  der  betreifenden  Gleichungen  des  Art.  1 4,  auch  Lf,  oder 
bez.  L1+i,   so  muss  man,    wenn  die  numerische  Rechnung  fehlerfrei 
ausgeführt  ist, 

^  ss  0,   und  bez.  L1+t  =  — Lq 
erhalten.     Man  kann  sich  leicht  überzeugen,  dass  die  eben  für  unser 
Beispiel   angegebenen  Zahlenwerthe  der  ersten  dieser  beiden  Bedin- 
gungen  (indem  hier  n  grade  ist)  entsprechen. 
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Man  bekommt  hierauf  leicht 

(«,1)  =  —0.1511  (*,3)  =  —0.4433 

(d,1)  =  —0.0277  |rf,3)  =^-0.0007^ 

(«,2)  =  —0.361 1  (*,4)  =  — Ö~4989 

(d,2)  =  +0.0262 
und  hieraus  die  Theilungsfehler 

(1)  =  —0.0894  (5)  =  —0.2213 

'2)  =  —0.1675  f6)  =  —0  1937 

(3)  =  —0.2220  (7)  =  —0.0617 

(4)  =  —0.2494 

wozu  noch 

(0)  =  0  ,  (8)  =  0 
kommen. 

Um  die   Summe  der   Fehlerquadrate  zu  berechnen ,    giebt  der 

Art.  20  für  unser  Beispiel  zuerst 

ill)  =  0.6961 

und  die  obigen  Zahlenwerthe  geben  ferner 

Z\k\2  =  6.1892 

z/02  =  0.0016,  L02  =  0.0009,     $J'02  s=  0.0200 

J*  =  0.0000,  W  =  0.0004,  14^/',2  =  0.0178 

.  /j1  =  0.0025,  L22  =  0.0002,  1 8.-/7  =  0.0005 

x/32  =  0.0016,  L,2  =  0.0002,  20z/V  =  0.0040 

0.0057,  0.0017,  0.0423 

womit  der  Ausdruck  des  Art.  23 

Jl  =  0.0067 
ergiebt. 

Berechnet  man  endlich  auch  die  Werthe  der  t»0,  mlr  m,,  etc., 

wozu  man  sich  am  einfachsten  der  Gleichungen  des  Art.  1 6  bedient, 

so  erhalt  man,   wenn  zugleich  die  obige  Bemerkung    in  Betreif  der 

den  Messungen  hinzugefügten  Zahlenwerthe  berücksichtigt  wird, 

n»0  =  —0.0050  —0.22  =  —0.2250 

m,  =  —0.0040  —0.40  =  —0.4040 

t»2  =  -0.0053  —1.00  =  —1.0053 

m,  =  -1-0.0076       0       =  +0.0076 

m,  =  —0.0006  —0.09  =  —0.0906 

m,  =  +0.0062  +2.00  =  +2.0062 

ro,  =  —0.0139  +1.01  hb  +0.9961 

*»7  =  0  =0 
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Aus  diesen  Bestimmungen  erhält  man  die  Längen  der  ange- 
wandten Prüfungsintervalle  selbst,  durch  Anwendung  der  in  Art.  I 
gegebenen  Erklärungen  der  überhaupt  mit  m  bezeichneten  Grössen. 
Nennt  man,  wie  dort,  i  die  Grösse  der  Intervalle  des  Maassstabes 
nach  der  Anbringung  der  Theilungsfehler,  so  werden  die  Längen  der 
bei  der  Berichtigung  desselben  angewandten  Prüfungsintervalle  durch 
die  Ausdrücke 

i  H-  m0,  i  •+-  mt,  i  -t-  w2,  etc. 
gegeben. 

37. 
Als  zweites  Beispiel  seien 

n  =  5 
und  die  durch  die  angestellten  Messungen  erhaltenen  Zahlenwerthe 


[0]0  =  +0.20 

[0],  »  —0.40 

[1],  =  +0.30 

[1],  =  —0.20 

[2],  =  +0.36 

[2],  =  +0.22 

[3],  =  +0.68 

[3],  =  +0.74 

[4],  =  +0.90 

[0],  =  —0.68     [0],  =  —0.28 
[1]2  =  —0.05     [1],  =  +0.33 
[2],  =  +0.65 
Wir  wollen  diese  zuerst  unverändert  anwenden,  und  zugleich  in  der 
Berechnung 

(*,0)  =  —0.3  ,   (rf,0)  =  +0.2 
woraus 

(0)  =  —0.05  ,  (5)    =  —0.25 
folgen,    annehmen.     Aus  den  vorstehenden   Zahlen werthen  ergeben 
sich  nun  zunächst,  durch  Anwendung  der  in  den  Artt.  35,  1 0  und  1 1 
unter  n  =  5  ausgeschriebenen  Formeln, 

j0}'=+2.44,  j0j  =  +1.16,  S«b=+3.78,  Z)0=-l.46,  K0=+iU 
|1j'=+0.36,  |1j  =  — 0.18,  S,=  -0.51,  «,=+0.15,   ^=+0.92 
2j'=-0.08,  |2} —  — 1.33,  ^  =  -3.27,  fl2=+0.61,  #Ta=— 0.48 
3J'=— 0.05,  j3ja=— 1.94 
j4j'=0  {4j=*-0.33 

jöj  =  +2.12 
welche   wieder  den   Bedingungsgleichungen    (o)    und    (6)   des  Art.  8 
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♦ 

genügen.     Durch  die  bez.  Gleichungen  des  Art.  1 4  ergeben  sich  zu- 
nächst hieraus 

D\  ss  —0.26,  ■£'„*=  +4.24,  L0  »  —0.26 

Ä\  w  —0.28,  L{  =  +0.236 
K2  =  —1.68,  Lj  rs  +0.1445 
wo  die  Berechnung  der  L  wieder  auf  die  im  vor.  Art.  angegebene 
Weise  hat  geprüft  werden  können.     Hieraus  folgen  nun 

(*,1)  =  +0.415       (*,2)  =  +0.875 
(d,\)  =  +0.0143     (d,2)  =  —0.0776 


(0)  =  —0.0500 

(3)  =  +0.4768 

(1)  =  +0.2147 

(4)  »  +0.2004 

(2)  =  +0.3987 

(5)  s=  —0.2500 

Man  erhalt  ferner 

(//)  =  3.4027 

Z\k\2=>  13.8838 

J*  =  5.9536,     L02  = 

0.0676,     5,:/7=  1.2300 

J?  =  0.0961,     L,2  — 

0.0557,     SJ\2  =  0.0692 

6.0497      L?  = 

0.0209,  18z/',2  =  0.3762 

0.1442  1.6754 

womit  sich 

Jl  —  0.0226 
ergiebt.     Schliesslich  werden 

ro0  =  —0.4480 

iw,  =  —0.0364 

t»2  =  +0.0722 

w,  =  +0.0821 

m4  =  +0.2000 
womit  man  eben  so,    wie  beim  vorigen  Beispiel  erklärt  wurde,    zu 
den  Prüfungsintervallen  selbst  übergehen  kann. 

38. 
Es  soll  nun  dasselbe  Beispiel  auf  andere  "Weise  behandelt  wer- 
den.    Zuerst  setze  man 

(0)  =  0,  (&)  =  0 
und   addire  zu  den,    im  vor.  Art.  gegebenen.,    durch  die  Messungen 
erhaltenen  Zahlenwerthen  bez.  die  folgenden, 

—0.488;  —0.09;  +0.03;  —0.025 
wodurch  an  deren  Stelle  die  folgenden 
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[0],  =  —0.288,  [0],  =  —0.49,  [0],  =  —0.65 

[1],  =  —0.188,  [1]t  =  —0.29,  [lj2  =  —0.02 

[2]«  =  —0.128,  [2],  =  +0.13,  [2]2  =  +0.68 

[3],  =  +0.192,  [3],  =  +0.65 
[4],  »  +0.412 

[0],  —  —0.305 
[1],  =  +0.305 
erhalten  werden,  für  welche 

J0J'=     0      ,  j0j=+1. 733,  S0=+3.78,D0=— 0.314,  Ä„=     0 
jlj'=     0      ,  j1j=— 0.095,  S,=— 0.51,  D1=+0.320,  £,=     0 
j2|'=+0.01,  <2|=— 1.360,  S2=— 3.27,  Z)2=+0.550,  Ä,=+0.06 
j3j'=     0      ,  >3j=— 1.910 
|4}'=     0      ,  J4|=— 0.415 

j5j=+2.047 
Wie  man  sieht,  sind  hier  die  Werthe  der  verschiedenen  S  genau 
dieselben,   wie  im  vor.  Art.,   und  es  lässt  sich  darthun,    dass  diess 
immer  der  Fall  sein  muss,  welche  Grössen  man  auch  den  verschie- 
denen Gruppen  der  Messungen  hinzufügt.    Hier  bekommen  wir  nun 

L0  =  —  0.314 
L,  =?=  —0.314 
jLj  =  —0.1555 
und  sodann 

(*,1)  =  +0.715  (s,2)  =  +1.175 

(d,1)  =  —0.1057       (d,2)  =  —0.1176 


(0)  =  0  (3)  =  +0.6463 

(1)  =  +0.3047         (4)  =  +0.4103 

(2)  =  +0.5287  (5)  =  0 
Zur  Summe  der  Fehlerquadrate  ergiebt  sich  jetzt 

{II)  =  2.1760,  ^-jfcj2  s  12.8724 
4Q2  =  0,  L02  =  0.0986,     5^7  b  0 
J*  =  0,  V  =  0.0986,     SJ\*  =  0.2008 
L22  =  0.0242,  iSJ'i1  —  0.4356 


0.2214  0.6364 

und  hiemit 

Jl  =  0.0226 

wie   im  vor.  Art.,    obgleich   hier   die  Rechnung   durch  ganz  andere 

Zahlen  gefuhrt  worden  ist. 
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Schliesslich  erhalten  wir  jetzt 

m0  =       0  —0.488  =  —0.4880 

m,  =  —0.0264—0.09  =  —  0.1164 
»»j  =  —0.0778+0.03  =  —0.0478 
ms  =  —0.0529—0.025  =  —0.0779 
w4  =      0  =0 

welche,    gleichwie  die  Theilungsfehler ,  von  den  im  vor.  Art.  erhal- 
tenen Werthen  bedeutend  verschieden  sind. 

39. 

Um  in  die  eben  erhaltenen  Resultate  die  Bedingungen,  welchen 
die  Theilungsfehler  der  Endstriche  des  zu  berichtigenden  Maassstabes 
unterliegen,  einzuführen,  dienen  die  Gleichungen  der  Artt.  1  7  und  1 8. 
Nehmen  wir,  wie  im  vorvor.  Art.,  an,  dass 

(0)  =  —0.05,   und  (5)  s=  —0.25 
sein  sollen,  so  erhalten  wir  durch  die  Gleichung  (k)  des  Art.  47 

d(0)  =s  —0.05 

<J(1)  =  —0.09 

<*(2)  =  —0.13 

d(3)  =  —0.47 

*(4)  —  —0.21 

<*(5)  =  —0.25 
und  aus  den  Gleichungen  (»»)  des  Art.  18, 

dm0  =  +0.04 

dmx  =  +0.08 

dnh=  +0.12 

dm,  =  +0.16 

am*  =  +0.20 
Fügt  man  diese  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Resultaten  hinzu,  so  er- 
geben sich 

(0)  =  —0.0500  «»o  s  —0.4480 

(1)  =  +0.2147  «i,  =  —0.0364 

(2)  =  +0.3987  w2  =  +0.0722 

(3)  =  +0.4763  «»„  =  +0.0821 

(4)  =  +0.2003  mt  =  +0.2000 

(5)  =  —0.2500 

welche  sich  mit  den  Resultaten  des  vorvor.  Art.,   wo  der  Rechnung 
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sofort    dieselben  Bedingungen    untergelegt   worden    waren,    in   voll- 
ständiger Ueberehstimmung  befinden. 

40. 

Die  Gleichungen  des  Art.  19  kommen  zur  Anwendung,  wenn 
nicht  die  Theilungsfehler  der  Endstriche,  sondern  die  anderer  Theil- 
striche  des  Maassstabes  im  Voraus  gegeben  sind.  Zur  weiteren  Er- 
läuterung dieser  Gleichungen  soll  angenommen  werden,  dsss  in  un- 
serem Beispiel  nicht  die  Fehler  der  Teilstriche  0  und  5,  sondern 
statt  dessen  die  der  2  und  4  gegeben  seien  J  und  zwar  dass 

(2)  =  +0.4487,  und  (4)  =  +0.2503 
werden  sollen.     Zur  Anwendung  der  Gleichungen  des  Art.  1 9  erhal- 
ten wir  jetzt 

c  =  2,  (r)  =  +0.4487,  (y)  =  +0.5287 
e  =  4,   (c)  =  +0.2503,    (*)  =  +0.4103 
C  =  —0.0400,   E  as  —0.0800 
wo  die  Werthe  von  (y)  und  («)  diejenigen  sind,    die  im  Art.  38  ge- 
funden worden  waren.     Die  Gleichungen  (k')  und  (m)   des  Art.  19 
geben  nun  durch  Anwendung  der  vorstehenden  Zahlen  werthe  sogleich 

(T;0)  =0  tfm0  =  +0.04 

<j'(1)  —  —0.04  #mx  =  +0.08 

d'(2)  =  —0.08  d'm*  =  +0.12 

d'(3)  =  —0.12  d'mz  «=  +0.16 

<T(4)  =  —0.16  d'mA  =  +0.20 

<T(5)  =  —0.20 
welche  den   Resultaten   des  Art.  38    hinzuzufügen   sind.     Man  sieht, 

« 

dass  die  Werthe  der  m  dieselben  werden  wie  im  vor.  Art.,  weshalb 
sie  nicht  hingeschrieben  zu  werden  brauchen ;  für  die  Theilungsfehler 
ergeben  sich  jetzt 

(0)  =       0 

(4)  =  -1-0.2647 

(2)  =  -t-0.4487 

(3)  =  +0.5262 

(4)  s=  +0.2503 

(5)  =  —0.2000 

woraus  man  erkennt,  dass  die  den  Theilungsfehlern  (2)  und  [i'~ 
oben   untergelegten  Bedingungen  erfüllt  sind.     Uebrigens  wird  man 
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leicht  gewahr,  dass  diese  Bedingungen  so  angenommen  worden  sind, 
dass  sie  nur  eine  Verschiebung  der  Theilungsfehler  bewirken,  was 
jedoch  in  den  Anwendungen  nicht  vorkommen  wird,  und  auch 
leichter  berücksichtigt  werden  könnte.  Die  vorstehende  Behandlung 
unseres  Beispiels  hat  blos  den  Zweck  zu  zeigen,  dass  man  in  allen 
Fällen,  welche  vorkommen  können,  die  Aufgabe  so  lösen  darf,  als 
wären  (0)  und  in)  gleich  Null,  und  dass  man  darauf  jede  mögliche 
Bedingung  in  Betreff  der  zwei  Theilungsfehler,  welche  die  Auflösung 
unbestimmt  lässt,  mögen  diese  sein,  welche  sie  wollen,  durch  die 
Gleichungen  der  Artt.  17,  18,  19  mit  Leichtigkeit  berücksichtigen  kann. 


Zweites  Verfahren. 

41. 

Das  eben  abgehandelte  Verfahren  ist  das  vollkommenste,  welches 
zur  Auflösung  unserer  Aufgabe  gegeben  werden  kann,  da  es  alle  Com- 
binationen  der  Intervalle  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  berück- 
sichtigt, welche  überhaupt  der  Messung  unterworfen  werden  können. 
Dieses  Verfahren  muss  deshalb  allen  Unbekannten  der  Aufgabe  die 
grösstmöglichen  Gewichte  zutheilen,  auch  sind  die  Rechnungen, 
welche  es  verlangt,  so  einfach  und  kurz,  wie  bei  keinem  anderen 
Verfahren  möglich  ist.  Dieses  Verfahren  verdient  daher  vorzugs- 
weise angewandt  zu  werden,  und  würde  auch  immer  angewandt 
werden  können,  wenn  nicht  ein  Umstand  damit  verbünden  wäre, 
der  in  manchen  Fällen,  welche  vorkommen  können,  wenn  man 
von  der  Strenge  Nichts  vergeben  will,  dessen  Anwendung  sehr 
mühsam  macht.  Wenn  nemlich  n  eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  so 
wächst  die  Anzahl  der  auszuführenden  Messungen  (nahe  im  Verhält- 
niss  von  n2)  so  an,  dass  die  Ausführung  derselben  sehr  mühsam  und 
zeitraubend  wird. 

In  Anbetracht  dieses  Umstandes  erscheint  es  nicht  überflüssig, 
noch  ein  anderes  Verfahren  anzugeben,  welches  bei  einer  grossen 
Anzahl  von  Intervallen  oder  Theilstrichen  auf  geringere  Arbeit  hin- 
sichtlich der  anzustellenden  Messungen  hinführt,  und  es  liegt  an  der 
Hand,  dass  diess  nur  dadurch  bewirkt  werden  kann,  dass  man  ge- 
wisse Gattungen  von  Combinationen  der  Messung  nicht  unterwirft. 
Da  aber  hiemit  zugleich   die  ganze  Auflösung  der  vorliegenden  Auf- 
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gäbe  einen  veränderten  Gang  nimmt  und  auf  Endgleichungen  ande- 
rer Form  hinführt,  so  muss  diese  Verfahr ungsart  besonders  abgeleitet 
und  erklärt  werden. 

42. 
Es  giebt  eine  Gattung  von  Combinationen,  die  auf  keinen  Fall 
weggelassen  werden  darf,  nemlich  die  Verbindung  der  Theilstriche 
0  und  1,  1  und  2,  2  und  3,  u.  s.  w.  mit  einander,  oder  mit  anderen 
Worten  die  Vergleich ung  der  einzelnen  Intervalle  des  Maassstabes 
mit  einem  Prüfungsintervall,  und  diese  soll  daher  in  den  nachfolgen- 
den Ent Wickelungen  ausdrücklich  aufgenommen  werden.  Da  es  aber 
von  der  besonderen  Anschauung  der  die  Ausführung  leitenden  Per- 
son abhängt,  welche  der  übrigen  Combinationen  entweder  wegge- 
lassen oder  aufgenommen  werden  sollen,  so  wollen  wir  diese  letz- 
teren allgemein,  halten,  und  die  Formeln  unter  diesem  Gesichtspunkt 
entwickeln. 

Seien  x,  A,  /i,  etc.  die  übrigen  aufzunehmenden  Intervalle,  ihrer 
Grösse  nach  geordnet,  so  dass 

x  «<  A  <  (i  etc. 
und  sei  das  grösste  dieser  Intervalle  nicht  grösser  als  p  oder  bez.  q, 
wo  p  und  q  dieselbe  Bedeutung   haben,    wie  in    den  Artt.  9  u.  f. 
Seien  ferner  tj  die  Anzahl  aller  aufgenommenen  Intervalle,  wodurch 

t]  =s  (der  Anzahl  der  x,  A,  jj,  etc.)    -M 
wird,  dann  sind  die  ursprünglichen  Gleichungen  unserer  Aufgabe 
-(0)  +  (1)  -*-m0 +[0]o  =  0 
-(1)  +  (2)  -t-m0-H1]0  =  0 
-(2)  +"(3)  +m0H-[2]0  =  0 

etc.  bis 

—  (»—2)  -*-  (»— 1)  +  m0  +  [»— 2]0  =  0 
.       —  [n—  \)  -h      (n)      +%+  [n—  1]u  =  0 

-W+    W   +  »i  +  [o]i  =  o 

-(1)  +  (x+1)  +  ml  +  [1]t  =  0 

etc.  bis 

—  (n— *— 1)  +  (n — 1)  +!»!+  [n— x—  1]t  =  0 

—  in— x)     +     in)     +  i»!  «+■      [n — x]t    —  0 


-(0)+     (A)     +  ro2  +  [0]2  =  0 

-(1)  +  (A+i)+m2  +  [1]2  =  0 

etc.  bis 
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—  n — A — 1 !  ■+•  (» — 1 )  -4-  »^  ■+■  [n — A — 4]2  ==  0 

-  —     (n — A;     -+•     :w)     -4-  wi2  ■+-      [n — A]2     =  0 
-^  +      »      +«,+  [0],»"Ö 

—  (^H-f/i  +  l)  +  tH3+  ['1]s=  0 

etc.  bis 

—  (h-w/i-i-1 )  +  (» — 1)  -f-  mj  -+-  [n. — ^ — 1  !3  =  0    •     - 

—  (n— ff)     -H     fw)      +  i»i3  +      [ii— /i]s      =  0 

etc. 

die  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  behandeln  sind. 

•  -  *      ■ 

43. 
Das  bekannte  Verfahren  führt  auf  die  folgenden  Endgleichungen : 

n  /  o)  _  (\ )  —  (x)  —  (A)  —  fri)  —  etc. 

— tw0 — iw,  —  ....  —  wtjy-,  +  |0j  ss  0 

_(o)  +  ^-|.i;(i)  —  i%— ;x+i)— (A+i.— ^+\)  —  etc. 

— m, — iw2 —  ...  —  w^.i  •+-  |1 1  =  0 

_^i;i  +  (,/  +  r;(2)_(3:  — v«+2)  — ;A+2)— >+2)  —  etc. 

— wj,-^m2 —  ...  —  tn-n~\  ■+■  j2|  =  0 
u.  s.  w.  bis  zur  Gleichung  für  den  Theilungsfehler  (x — 1/,  ferner 
0   —  [%— 1;  +  ^+2;^  —  >-M,—  (2x)  —  .x-f-A)  —  (x+ju)  —etc. 

— »^ — mt1 —  ...  —  tw^.,  -f.  }xj  =  0 
l^^.^^^^^^  —  ^^^  —  ^+^  —  ^X+S^^+ti+S)  —  etc. 

— ?«2 — w;i —  ...  —  mv  ,  -f-  }x-M  j  =  0 
u.  s.  vv.  bis  zur  Gleichung  für  den  Theilungsfehler  (A — 1),  ferner 
0;  —  fA— x  —  A—  \)+  »  +  3    A  —  A-M  —  (X+k  —  (2A  i—  A+/0  —  etc. 

— »Mj — m4 —  .  .  .  — iw,_i  +  }A{  .=  0 

—  (A+«+ 1 )  —  (8i+ 1 ) — f  A+/H- 1 )  —  etc. 
— mA — »it —  ...  —  mn  i  ■+•  {A-4-1  j  =  0 
u.  s.  w.  bis  zur  Gleichung  für  den  Theilungsfehler  {ja —  1),  ferner 

-(Oj-^-AJ-^-üJ-f/i-iJ+^+i)^) 

-j  (/*+ 1 )  —  (fi+x)  —  (A— fi)  —  (2/a)  —  etc. 
— mA — mb — .  .  .  — ?»,,_,  +  \fi\  sbb  0 

-;i:-^-A+-1)— >-x+1)-(^  +  (v+4;(/«+1) 

_(|M+2)-_  (^u+x+^  —  ^+a-I-I)  —  (2/u+l;  —  etc. 

— w4 — mb —  .  .  .  — m^_i  •+•  {/'+M  =  0 
u.  s.  w.   bis  alle  aufgenommenen  Gombinalionen   erschöpft,   und  die 
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Gleichungen   für  alle  Theilungsfehler  erhallen   sind.*;     Hierauf  kom- 
men noch  die  folgenden  Gleichungen  für  die  Priifungsintervallc  hinzu: 

—  '0;  +  m-        +»»«„      -*-;o;'  =  o 

—  0;  —  v  T  — ...  —  [x — 1)  +  '« — x+i  (  +  ...  + X  •+•  V« — x+  I"  »«,-*-)■'{'  =  0 

—  (0)  —  {!}  —  ...  —  (A— I )  +  (»— i+ 1 ;  +  ... +  »  +. n—).+  r:«,+  j2|'sj 

—  0)—  (I  .—...  —  (/<— 1;  +  »— /i-M  +. . .  +  'm  +  (ii— , u  + 1 ".«j+laj'  =  0 
u.  s.  \v.  bis  die  Gleichungen  für  alle  Prufungsinlervalle  erhallen  sind. 

Die  völlig  bekannten  Glieder  dieser  Gleichungen  haben  die  fol- 
genden Ausdrucke: 

•o}  =  -[o\  — ;o-,  —\o\  -:<k,  -  eic. 

J|j  =    Ol,,  -:L110  -M-,  -,l  :s  -;  l]3  -  elc. 
J2j  =  ;p.  -[i\>  -,«;,  -i<],  -  2.:1  -  elc. 
ii.  s.  w.  bis  zu   jx — 1{,  ferner 

}x-kij=  ^„-[x+Po+j',  -ix+r,  —  x+i ,,  —  x+r:,  —  etc. 

u.  s.  w.  bis  JA — 1{,  ferner 

|A|  =  [A—  \\  —  :A|0  +jA— x1,  —  |A-,  +  I0"'.2  —  |A"2  —  rA\,  -  elc. 
{A+1}  =  A0—  A+l  0+  A— x+1,—  A+1  ,+  1,—  A+l  ,— A+l  ,-H« 
u.  s.  w.   bis   J/< — 1{,  ferner 
j/ij=  .7/— I  t„  —  T.""1«  +  "— *  1  —  «7'..i  +  /'— *  2  —'"/'"! -2 

}//+l!=i/r„  — [,n+1  0+  //— x+1  ,—,>+!,+  //—A+1  2— /i+l  2 

11.  s.  w.  bis 
\n—  \\=n— 2  0—  w  —  r«  +  :M— x—  I  ,+  w— A—  1  2+  w— ,i#  —  1    ,  •+  elr 
|wj    ss  iw— 1  o  +  w— x-,  -Kw— A  2  -K  n—  /i">a  -h  elr. 
ferner 

ia)'  ;a'    o-'H    -4-[^^    -*-  -*-  « I  i, 

,Uj     —    [\r   0   «^-;  I  ;0   TIä   o   ^    .    .    .    -t-    7/         I  |o 

t*  \   ~  :uj  ^i1  i  ^\*j  ^  •  •  •  ^iw — *.i 

j  £  j      -—    | ill    i    "T*     I    2      ■    '.  5    "2    ~    '    *    •       ■    i  "        *  '2 
|3|f    =      0   >+     I    ,    +    2  ',    -f-  +»-/!':, 

elc.  elc.     • 

womit  schon  die  Aufgabe  allgemein  gelftst   ist. 


*)  Ich  bemerke  zum  Ueberfluss ,  dass  alle  in  .den  vorstehenden  Gleichungen 
in  (  )  eingeschlossenen  Grössen  Theilungsfehler  bedeuten,  mit  Ausnahme  m»ii 
(»;+!h    {y  +  9),   etc.   welche  numerische  Coeflicienten  sind. 
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44. 

Zur  näheren  Verständigung  der  im  vor.  Art.  erhaltenen  End- 
gleiehungen  wollen  wir  hier  die  Haupteigenthümlichkeiten  derselben 
angeben. 

1)  Keine  der  Endgleichungen  enthält  alle  Unbekannten,  sondern 
es  fehlen  in  jeder  Gleichung  eine  Anzahl  der  letzteren,  wodurch 
ihre  Auflösung  erleichtert  wird. 

2;  Das  ganze  System  von  Endgleichungen  besteht  aus  recipro- 
ken  Gleichungen,  neinlich  aus  solchen,  welche  zu  -beiden  Seiten  der 
Diagonale,  die  man  durch  sie  ziehen  kann,  wenn  sie  geordnet  auf- 
gestellt werden,  sowohl  in  vertikaler  wie  in  horizontaler  Richtung 
dieselben  Coefficienten  haben. 

3  Diese  Endgleichungen  sind  ausserdem  in  Bezug  auf  die  Glie- 
der, welche  die  Theilungsfehler  enthalten,  symmetrisch.  Wenn  man 
den  letzten  Theilungsfehler  mit  dem  ersten,  den  vorletzten  mit  dem 
zweiten,  u.  s.  w.  vertauscht,  dann  bleiben  alle  diese  Glieder  dieselben. 
In  Bezug  auf  die  Prüflingsintervalle  kann  man  auch  die  erste  Glei- 
chung mit  der  letzten,  die  zweite  mit  der  vorletzten,  u.  s.  w.  ver- 
tauschen, wenn  man  zugleich  die  Zeichen  derselben  umkehrt.  Seien 
für  einen  Augenblick  f</),  (/*),  [i],  ffc;,  (/),  etc.  irgend  welche  Thei- 
lungsfehler, und  r  ein  numerischer  Coefficient,  dann  findet  neben  der 
Gleichung 

_'9)_(*)_(i)  +  r[k)  —  (t  —  {m)  -  etc. 

—  mc —  ....  —  *w,;_,  +{A|  =  0 
auch  die  Gleichung 

etc.  —  [n — m)  —  (w — /)  •+-  r  [n — ä)  —  [n  — .i)  —  In — h)  —  (n — g) 

+wc  + +«*-i  +|«—*|  =  0 

statt.     Wenn  man  also  die  erste  Hälfte  dieser  Gleichungen   erhalten 
hat,   so  kann  man  die  zweite  Hälfte   hiernach   sogleich  hinschreiben. 

4)  Die  Anzahl  der  m,  welche  in  diesen  Gleichungen  vorkom- 
men, nimmt  gegen  die  Mitte  des  Systems  stufenweis  ab,  und  unter 
Umständen  kommen  in  der  Mitte  eine  oder  mehrere  Gleichungen  vor, 
in  denen  gar  keine  m  enthalten  sind. 


40 
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45. 

In  Folge  der  Symmetrie  in  den  Endgleichungen,  auf  welche  im 
vor.  Art.  aufmerksam  gemacht  wurde,  kann  man  auch  hier  die  im 
«ersten  Verfahren»  eingeführten  Summen  und  Unterschiede  der 
Theilungsfehler  mit  Vortheil  anwenden.     Seien  daher  wieder 

(,,0)  =  (0)  +  (»)  (d,0)  =  (0)  -  (») 

(«,1)  =  (l)  +  (n— 1)  (d,1)  =  (1)  —  (»—  1) 

etc.  etc: 

welche  Gleichungen,  wie  man  oben  in  den  Artt.  9  und  1 1  gesehen 

hat,  ihren  natürlichen  Abschluss  bei 

\\enn  n  eine  grade  Zahl  ist,  und  bei 

(M)  =  (?) +  (?+<)»  W  =  f9)-(9+») 

wenn  w  eine   ungrade  Zahl    ist,    finden.     Wir   wollen    sie   aber  hier 

weiter  fortsetzen,  und  ferner  noch  die  Bezeichnungen 
(*,p+l}  —  (ji-t-^  +  'p—l),      (rf,p)      =  0 

(*#+»  =  p-h2 i 4- >— 2 ;,"  '</./)+ r  =  (/i+D  — (/>— 1; 

etc.  elc. 

und  beziehungsweise 

(M+2)  =  (?+2)  +  :9_.|\    ,/,</-h2)  =  iq+W  —  iq—V: 
etc.  elc. 

einführen,  woraus  sich  die  allgemein  gülligen  Gleichungen 

(,*,*)  =  '.*,»—£,  (</,*)  =  —{tl,»— k" 
ergeben,   wenn   ä   irgend   einen  Index    bezeichnet,  der  nicht  grösser 
als  n  ist. 

4G. 

Wir  können  nun  sehr  leicht  aus  den  Endgleichungen  des  Art.  43 
die  entsprechenden  für  die  Summen  und  Unterschiede  ableiten,  denn 
diese  Gleichungen  unterscheiden  sich  in  den  Gliedern,  welche  die 
Theilungsfehler  enthalten,  nur  dadurch ,  dass  die  s  und  bez.  die  d  an 
die  Stelle  jener  treten;  die  übrigen  Abänderungen  sind  sehr  leicht 
zu  finden.     Setzt  man  wieder 

>%-  j0}  +  |n| 

Si-  {«{  +  {«-«} 

etc. 
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wie  im  Art.  9,  so  sind  die  Endgleichungen  für  die  Summen : 
fi\sß)  —  (M)  —  (m)  —  (M)  —  {sjf*)  —  etc.  +  S„  =  0 

— /P«,/i+1;  —  elc.  +  S,  SS  0 

— ;«,-«)  + w+-l),*,2)— :*,3)  — (m+2;— (M+SB) 

—  >,/i+2;  —  etc.  -*-  Af2  =====  0 
etc. 

-f*,0;  —  >,x-i;  +  ^+2>,x;  —  (*,x+1;  —  >,*»)-- .*,x+*; 

—  *,x-f-*ts;  —  etc.  -h  &l  =  0 

—  ;.v,  I ;  —  («,x)  -*-  [ij +2   *,x+  1 )  —  <.v,x+2;  —  ;.v,2x-+-  1 ) 

—  'ff,x-+-A-t»l; —  (^x-^h-H;  —  etc.  -f-  Su+{  =  0 

etc. 

—  .*,()  —  (M— *)  —  (*,A—  1 )  +  (v+3)  (M)  —  (M+ 1 )  —  (M+*) 

—  :*,2A)  —  (M+/*)  —  etc.  -*-  Sk  =  0 

—  «v.s,  I ';  —  (M— x+ 1 ;  —  !M)  +  ('/ +3)  (*,A-M )  —  (.v,A-t-2) 

—  (vl+x-H)  —  (s,2A-M)  —  (s,A-f-/t-M)  —  etc.  -f-  Sk+l  =  0 

etc. 

—  i*,0)  —  (*,/*— A)  —  (*v#— x)  —  (*,p — 1 )  -•-  (17 +*)  (s,/i)  —  (*,/!-*- 1 ) 

—  (*./i+x)  —  (*yi+;.)  — (s,2//)  —  etc.  -*-  S^  ==  0 

—  \*>  • ;  —(*,/*—*+ 1 )  —  (*yi— x+ 1 )  —  :>,//)  +  ^ +4)  (*,/!+ 1 )  (*rf«  +  2) 

—  (s,/i+x-4-1) —  (s^+A-M)  —  (*,2/*+1)  —  etc.  -4-  S^i  =  ü 

etc.  etc. 

Diese  Gleichungen  bestehen  für  sich,  da  alle  w  aus  ihnen  verschwun- 
den sind;  ihre  Anzahl  ist  der  der  Unbekannten,  die  sie  enthalten, 
gleich,  und  sie  bilden  jetzt  das  erste  System  von  Endgleichungen. 
Sie  brechen  bei  der  Gleichung  für  s.]i]  ab,  wenn  n  grade  ist,  und 
bei  der  Gleichung  für  («,7;,  wenn  n  ungrade  ist.  Sie  sind  wieder 
reciproke  Gleichungen,  und  können  auf  bekannte  Weise  aufgelöst 
werden. 


47. 
Setzt  man  wieder 

0,  =:  {0}-}»} 

0,-{i  !-{•-<} 

etc. 
wie  im  Art.    II.  so  ergeben  sich  die  folgenden  Endgleichungen: 
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r,(d,Oj  —  (d,\)  —  \d,x)  —  [d,i.)  —  \d,ft)  —  etc.  i 


I 


1 

I 


I 


— 2m0 — 2m,  —  ...  —  2»i,;_i  +  D0  =  0 
-(d,0)  +  (?+l)(cU^ 

—  2mt— 2/n2 —  .  .  .  —  %mn_x  -h  Z),  =  0 

—  (dJJ  +  fo+I^S;^  -  elc.  | 

— flmi — m.2 —  .  .  .  . — 2/w>?_1  -+-  D2  =  0 

etc.  i 

—  (c/,0)  —  (d,x—  I )  +  (^+2;  (d,x)  —  ,Ux+ 1 }  —  (d,2x)  —  ;d,x+A) 

—  [d.x+fi)  —  etc. 
— 2ro2— 2/w, —  ....  — 2m<y__,  -+-  D,  =  0 

—  (rf,|)_(ri,x}  +  (9+2;;  ;rf,x+1)  —  y,x+2j  — .(i.2x+1:  — (rf^H-A+T 

—  (d.x-H/e-M  ;  -*-  elc. 
— 2ro2— 2w3—  ....  —  2wji?_!  +  /J.+!  =  0 

etc. 

—  (rf,0)  —  (d,A— x,  -  (d,A—  I ;  +  ^-*-3  (</,A,  —  ;rf,A-f- 1  , 

—  (</,A+x)  —  (rf,2A) — d,k+/ti)  —  etc. 
— 2w3 — 2/w4 —  .  .  .  — 2m,;__l  •+■  />;.  =  0 

—  (d.  I )  —  (c/,A— x+  I  —  (</,A)  +  ft  -+-  3  UA+ 1 )  —  d,k+ 2) 

—  (eU+a-h  1 )  —  (d,2A-+- 1 )  —  (rf,A+/*-+-  I)  —  elc. 
— 2i/»3— 2w4—  .  .  .  —tmv^  -h  DA+l  =  0 
etc. 

—  >/,())  —  id.fi— A)  —  ;</./i  —  x )  —  ( e/./f  —  I )  -+-  (?/  +  4;  ((/,//)  — ; d,/i  + 1  ; 

—  (i/,/i :+*)  —  (d,/<  +A)  —  ;c/,2/*)  —  elc. 
— 2m4—  ....  —  2mv_,  +  Ü^  =  0 

—  </,  I  —  d,(t—A+ 1 )  —  (/.«  —  x+ 1  —  (d.jH;  +  ^  +  4}  -jL/t  ■+- I ; 

—  d,/i  +  2;  —  V/9|«-Hx-t-  I)  —  d^+A-f-l  —  rf,2/i+l,  —  elc. 

— 2w4—  .  .  .  — 2»v  ,  +  D/l+!  =  0 

elc.  elc. 

welche   bei    der  Gleichung    für     d.p — \\    und   bez.    Kd,q,    abbrechen. 

Zur  Ergänzung  dieser  Gleichungen  kommen  noch  die  folgenden  hinzu. 

—2d,0)  +2«w0+2j0}'  =  0 

— 2;f/,0:—  2  */,l,—  .  .  .  — 2<</.x—  I  -H2(/i— *+\  m{+2\\y  =  0 

— 2  rf.O;— 2^,1—  .  .  .  —  2  (U—  1  ;+«■;«— A+1)ro.2-*-2{2}'  =  0 

— 2:</,0)— 2(/,1  —  .  .  .  —2d.fi—  I  j+2>— ju+1>4+2{3}'=  0 

elc.  etc. 

Die  Gleichungen  dieses  Art.   bestehen  wieder  für  sich,  und  ihre  An- 
zahl ist  wieder  der  der  Unbekannten  gleich ;   sie  bilden   das  zweite 
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System  von  Endgleichungen  bei  der  gegenwärtigen  Auflösung  unserer 
Aufgabe.  Auch  sie  sind  reciproke  Gleichungen,  auf  welche  man 
die  bekannte  Auflösung  solcher  Gleichungen  anwenden  kann. 


48. 

Wenn  man  die  Gleichungen  des  vorvor.  und  des  vor.  All.  für 
irgend  einen  bestimmten  Werth  von  n  ausgeschrieben  hat,  so  ereig- 
net sich,  dass  in  einigen  der  >\Ä;  und  d.k  der  Indev  k  die  Grenze 
der  Gleichungen  übersteigt,  mit  anderen  Worten,  dass  k  grösser  wird 
als  j>,  oder  bez.  p — I,  oder  bez.  q\  diese  Glieder  können  und  müssen 
durch  Anwendung  der  im  Art.  45  erhaltenen  Gleichungen 

s.k,  =  ;/i— fc  ,   Ul,kj  =  —  d.n — A) 

auf  solche  zurückgeführt  werden,  in  denen  k  kleiner  oder  wenig- 
stens nicht  grösser  ist,  als  die  eben  genannten  Grenzwerthe.  Hiebei 
können  drei  verschiedene  Fülle  eintreten,  die  wir  besonders  erörtern 
wollen. 

I )  Wenn  nach  der  erklarten  ZurUckfUhrunu;  des  Indev  fc,  dieser 
einen  Werth  annimmt,  der  in  der  betreffenden  Gleichung  sonst  nicht 
vorkommt,  so  entsteht  ein  besonderes  Glied,  welches  im  ersten  System, 
das  ist  in  den  Gleichungen  für  die  [s.k  den  Coeflicienten  — I,  aber 
im  zweiten  System,  oder  in  den  Gleichungen  für  die  d.k)  den  (Coef- 
licienten -l-l   bekommt. 

i)  Wenn  der  zurückgeführte  Index  einen  Werth  bekommt,  der 
ohnehin  in  der  betreffenden  Gleichung  vorkommt,  so  vereinigen 
sich  diese  beiden  Glieder  mit  einander.  In  den  Gleichungen  für  die 
H,kj  bekommt  das  entstehende  Glied  den  Coeflicienten  — 2,  aber  in 
denen  für  die  [d.k  heben  sich  die  beiden  vereinigten  Glieder  gegen- 
seitig auf,  und  verschwinden  daher. 

3'  Wenn  der  Index  des  zurückgeführten  Gliedes  dem  des  Haupt- 
gliedes  der  Gleichung  gleich  wird,  d.  i.  des   Gliedes,   welches   einen 
positiven  Coeflicienten   hat,  so  wird  in  den  Gleichungen  für  die  {s.k 
dieser   Coellicient   um  Eins  \erkleinert,   und  in   denen  für  die  {d.k 
um  Eins  vergrössert. 
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49. 
Addirt  man  alle  Gleichungen  des  ersten  Systems  von  Endglei- 
chungen (Art.  46),  so  kommt  man,  infolge  der  Bedingungsgleichuag 
(n)  des  Art.  8  auf  eine  Gleichung,  die  identisch  Null  ist,  und  es 
ist  folglich  wieder  eine  der  Summen  (sjt)  willkührlich,  für  welche 
wieder  am  zweckmässigsten  (*,0)  gewählt  wird.  Ausserdem  findel 
man,  dass  in  jeder  Gleichung  dieses  Systemes  wieder  die  Summe 
aller  Coefficienten  Null  ist,  welche  Eigenschaft  zur  Prüfung  der  Rich- 
tigkeit der  Aufstellung  derselben  dienen  kann. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  der  ersten  Abtheilung  des  zwei- 
ten Systems  von  Endgleichungen  (Art.  47)   der  Reihe  nach  mit 

h,  n — 2,  n — 4,  etc. 
und  die  der  zweiten  Abtheilung  der  Reihe  nach  mit 

I,  x,  A,  i<,  etc. 
und  addirt  alle  diese  Producte,  so  bekommt  man  infolge  der  Be- 
dingungsgleichung (6)  des  Art.  8  wieder  eine  Gleichung,  die  iden- 
tisch Null  ist.  Es  ist  folglich  auch  einer  der  Unterschiede  (d,k)  will- 
kührlich, für  welchen  am  zweckmässigsten  (rf,0)  gewählt  wird.  Nach 
Aufstellung  dieser  Endgleichungen  bietet  die  Untersuchung,  ob  sie  in 
der  That  der  genannten  Bedingungsgleichung  genügen,  einen  Prüfstein 
für  die  Richtigkeit  der  Aufstellung  dar. 

50. 
Die  im  Art.  17  erhaltenen  allgemeinen  Gleichungen 

d{s,k)  =  (*,o) 
*(iM0  =  !=?  (d,o) 

nebst  der  (fc)  und  den  zunächst  daraus  gezogenen  Schlüssen,  haben 
hier  wieder  volle  Geltung,  aber  die  Gleichungen  (ro)  des  Art.  18  neh- 
men eine  etwas  andere  Form  an.    Man  findet  ohne  Mühe,  dass  hier 

•       dm0  =  -i  (d,Ü) 

dm,  =  i  (d,0) 

dm,  =  J  (d,0) 

etc. 
werden. 
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Substiluirt  man  die  vorstehenden  Gleichungen  für  d(sjt)  in  die  End- 
gleichungen des  Art.  46,  so  erkennt  man  sogleich,  dass  in  jeder 
derselben  >,ö)  verschwindet,  und  übrigens  dieselbe  Form  bewahrt 
bleibt.  Die  Substitution  der  obigen  Gleichung  für  d(d,fe),  so  wie  der 
Gleichungen  für  #m0,  dmA,  etc.  in  die  Endgleichungen  des  Art.  47 
giebt  ein  ähnliches  Resultat.  Da  in  diesem*  letzteren  Falle  die  Re- 
duction  weniger  einfach  ist,  so  wollen  wir  sie  für  die  zwei  ersten 
Gleichungen  hier  ansetzen ;  für  die  übrigen  Gleichungen  verfährt  man 
ebenso. 

Nehmen  wir  blos  auf  die  mit  (d,0)  multiplicirten  Gtieder  Rück- 
sicht, so  giebt  die  erste  Gleichung  des  Art.  47  nach  der  genannten 
Substitution  die  Glieder 

-  "—  (40)  -  *;-  (d,o) 

-  2^(40)  -£(rf,0) 

etc.  etc. 

Da  aber  die  Anzahl  der  Glieder  in  jeder  der  beiden  Columnen  =  tj 
ist,  so  wird  der  ganze  Ausdruck  sogleich 

9(40)-f/(d,0)  =  0 
w.  z.  b.  w.     Die  zweite  Endgleichung  des  Art.  47  giebt  unmittelbar 
nach  der  Substitution  die  Glieder 

JT   &°J » r/'°     —  V,     rf'° 

_  n-*x-i    d   .  _  n  d   . 

—  etc.  —  etc. 

wo  die  Anzahl  der  Glieder  einer  jeden  der  beiden  Columnen  a  q — 1 
ist.     Die  Summe  der  Glieder  beider  Columnen  wird  also 

=  -('/-')  "t^O) 

und  der  ganze  vorsiehende  Ausdruck  wird 

_^0;  +  .v+|)»z!irf,ü)-^;d,0;-i//-1)\-?irf,0)  =  0 
w.  z.  b.  w. 
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Wir  ziehen  aus  diesen  Untersuchungen  den  Sehluss/dass  man 
in  jedem  Falle  die  Kndgleichungen  der  Artt.  i6  und  i7  in  der  An- 
nahme 

;*,(»;  =  0,   ;</,0;  =  0 

auflösen  darf.  Wenn  in  speciellen  Füllen  solche  Nebenbedingungen 
vorhanden  sind,  wodurch  den  beiden  Grössen  6,0;  und  (e/,0;,  oder 
einer  derselben,  Werl  he  beigelegt  werden  müssen,  die  von  der 
Null  verschieden  sind,  so  kann  man  diese  auf  die  nemlichc  Weise 
berücksichtigen,  wie  bei  dem  »ersten  Verfahren«  erklärt  wurde. 

Ich  lasse  nicht  unerwähnt,  dass  man  aus  den  Endgleichungen 
des  Art.  47  alle  m  durch  ein  allgemeines  Verfahren  eliminiren  kann; 
da  aber  hieraus  keine  besonderen  Vortheile  entspringen,  so  unter- 
lasse ich  die  Ausführung,  die  auf  ein  System  von  Gleichungen  für 
die  [djk)  führt,  in  welchen  die  Coeflicienlen  zusammengesetzte  Aus- 
drücke bekommen,  und  kein  («oefüeient  Null  ist. 

51. 

Um  die  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  erhallen,  kann  man  sich 
beim  gegenwärtigen  Verfahren  der  Gleichung  iJl)  des  Art.  20,  neni- 
lich  der  Gleichung 

Jl  =  ill)  +  y\k<:k)  +  y\k\-mk 

bedienen,  deren  Anwendung  geringe  Arbeit  verursacht,  aber  \er- 
langt,  dass  alle  Unbekannten  der  Aufgabe  schon  berechnet  worden 
sind.  Diese  Gleichung  ist  indess  einer  Umformung  fähig,  welche 
mit  derjenigen,  die  in  den  einfacheren  Fällen  angewandt  zu  werden 
pflegt,  dieselbe  Quelle  hal ,  und  hier  kurz  angedeutet  werden  soll. 

Durch  die  Anwendung  der  ersten  der  im  Art.  21  angegebenen 
Gleichungen  geht  die  obige  in 


ji  =  M)  -«-  '-  zskw  +  '-  ;xi)k[iW,  +  2  v;/< 


m 


k 


über.     Setzt   man    nun   vor  Allem    *,(),  =  0,    f(/,0    =  0,     und  lässl 

demzufolge   die* erste  Gleichung   eines  jeden   der  zwei  Systeme  von 

Eudgleichungen  unbeachtet,  bezeichnet  die  Coeffieieulen  der  übrigen 

Endgleichungen   auf  die  gewöhnliche  Art,    uud  zwar  die  des  ersten 

Syslemes  mit 

[aa),    ab),  .....  [al) 

[ab] ,    bb).  .....  fM: 

etc. 
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und  zur  Unterscheidung  die  des  zweiten  Systems  mit 

{au),    [aß), !ak) 

etc. 
wendet   auch    bei   der  Autlösung  der  Endgleichungen  die  bekannten 
Hülfsgrössen  an, 

(66, 1,   (6r,  I ; ,  .  .  .  fW,ly 

■/•r,2"»,    ></,2\  .  .  .  ;r/,2) 

etc. 

so  wie  im  zweiten  System  die  ähnlichen,  mit  griechischen  Buchstaben 

zu  bezeichnenden,  so  findet  man  auf  bekannte  Art: 

I)  —    II  —  *   )J?/)2  j.  i*Ll)2  -i.  J^1«'*  j.         I 


•  ((«*)*   .    (^.r*  _.    fr*.*' 


9 


wo  die  Reihen  fortgesetzt  werden  müssen,  bis  alle  Unbekannten  er- 
schöpft sind.  Die  Arbeit ,  welche  die  Anwendung  dieses  Ausdrucks 
verursacht,  kann  übrigens  derjenigen  des  obigen  Ausdrucks  gleich- 
gesetzt werden,  da  jeder  dieser  beiden  Ausdrücke  aus  derselben 
Anzahl  von  Gliedern  besteht. 

32. 

Zur  Berechnung  der  Gewichte,  welche  das  gegenwärtige  Ver- 
fahren den  Unbekannten  beilegt,  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Die  Anwen- 
dung eines  der  bekannten  Verfahren  zur  unbestimmten  Aullösung  eines 
Systems  von  linearischen  Gleichungen ,  bei  gegebenem  VVerthe  von  w, 
führt  in  Bezug  auf  das  erste  System  von  Endgleichungen  zur  Kenntniss 
des  Coeflicienten  von  Sk  in  der  Gleichung  für  ,v,/i  ,  welchen  Coefli- 
cienten  wir  s.k\  nennen  wollen.  Durch  Anwendung  desselben  Ver- 
fahrens auf  das  zweite  System  von  Endgleichungen  gelangt  man  nicht 
.nur  zur  Kenntniss  des  Coeflicienten  von  Dk  in  der  Gleichung  für  d^k,, 
sondern  auch  zur  Kenntniss  des  Coeflicienten  von  \i\'  in  der  Gleichung 
für  w.,  welche  beiden  Coeflicienten  hier  mit  \d.k]  und  ff.'  bezeichnet 
werden  sollen. 

Wenn  wir  nun,  wie  oben,  die  Gewichte  durch  ein  der  betref- 
fenden Grösse  vorgesetztes  V  bezeichnen,  so  ist  ohne  Weiteres •  all- 
gemein 
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und  den  Entwicklungen  des  Art.  25  gemäss 
wozu  noch  bemerkt  werden  kann ,  dass  immer 

P(m0)  =  n 

und  wegen  [d,p)  =  0, 

P  n    =  —  - 

' '         hfl 

werden. 

Schliesslich  ist  zu  diesem  Verfahren  noch  zu  bemerken,  dass  man 
gleichwie  im  ersten  Verfahren  durch  Addition  oder  Subtraction  con- 
stanter  Zahlen  die  durch  die  Messungen  gegebenen  Zahlenwerthe  ver- 
kleinern, und  wenn  man  will  bewirken  kann,  dass  die  durch  \k\'  be- 
zeichneten Grössen  Null  oder  wenigstens  sehr  klein  werden. 

53. 

Ich  halte  es  zur  leichteren  Orientirung  für  dienlich,  die  Gleichun- 
gen, auf  welche  dieses  »zweite  Verfahren«  führt,  für  zwei  specielle 
Werthe  von  n  auszuschreiben ,  und  setze  zuerst 

n  =  20. 
Die  Combinationen,  welche  ich  aufnehmen  werde,  sollen 

k  =  2,  k  —  4,  fi  =  7,  v  =  10 
sein,  womit 

V  —  5,  P  =  5 
wird.     Die  vorsiehenden  Werthe  von  x,  A,  fi,  v  bedeuten,    dass  man 

ausser  den  einzelnen  Intervallen  des  zu  prüfenden  Maassstabes,  auch  die 
Intervalle  zwischen  den  Theilstrichen  0  und  2,  I  und  3,  u.  s.  \\\,  fer- 
ner zwischen  0  und  4,  1  und  3,  u.  s.  w.,  ferner  zwischen  0  und  7, 
I  und  8,  u.  s.  w.,  endlich  zwischen  0  und  10,  1  und  11,  u.  s.  w.  mit 
angemessenen  Prüfungsintervallen  vergleichen,  und  die  Unterschiede 
von  diesen  messen  wolle.     Wir  bekommeu  nun  zunächst 

jUj    —    [UjQ   ^L'.O 

MI'-roit+Ln,- 

J2j'=  [01, +[!.!, - 
|3j'-[0J,+[l],- 

IM'-[0!«+[n,- 

aus  welcher  Zusammenstellung  zugleich  ersichtlich  ist,  welche  nume- 
rische Grössen   im  gegenwärtigen  Falle  durch  die  Messungen  erlangt 


r2i    -+- 

...     ^T^      1  *j    (j 

r9l      -4- 

L/fijl   -I-   . 

.    .     .     "+*      1  O    1 

w                    -    * 

|2]?  +  • 

...-*-  16  2 

L^]:i  +   • 

.    .    .    -f-     l  O   3 

2'.   «+- 

. . .  -Hioj, 
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werden  müssen.  Aus  diesen  letzteren  ergeben  sich  auch  die  Werthe 
der  jOj,  j  1  j,  etc.,  deren  Zusammensetzung  ich  so  geordnet,  dass  das  Ge- 
setz des  Fortganges  sogleich  ersichtlich  ist,  auf  der  Rückseite  der  an- 
gehängten Tafel  angegeben  habe.  Die  Vorderseite  dieser  Tafel  giebt 
die  beiden  Systeme  von  Endgleichungen  für  den  vorliegenden  Fall, 
welche  nach  den  allgemeinen  Gleichungen  der  Artt.  46  und  47  auf- 
gestellt worden,  und  in  denen 

S0=  |0|-t-j20|,  D0=  J0J-J20 


S1  =  |1}  +  {19{,  DlS»{1j-|l9| 

etc.  etc. 

Sl0=2|10j,  D9=£  !9j-ll1| 

sind.     Die  Richtigkeit  der  Aufstellung  der  Endgleichungen   prüft   man 
dadurch: 

1;   dass  jedes  System  für  sich  reciprok  sein  muss; 

2)  dass  in  der  Summe  aller  Gleichungen  des  ersten  Systems  alle 
Unbekannten  verschwinden,  so  wie  dass  ausserdem  in  jeder  Glei- 
chung die  Summe  aller  Coefficienten  gleich  Null  sein  muss : 

3)  dass  im  zweiten  System  alle  Unbekannten  verschwinden  sollen, 
nachdem  man  die  Gleichungen  desselben  der  Reihe  nach  mit 

10,  9,  8,  7,  6,  5,  4,  3,  2,   1 


-    \    2 


multiplicirt,  und  diese  Producte  addirt  hat. 

Der  richtigen  numerischen  Berechnung  der  Grössen  *S0,  S, ,  etc. 
/)„,  D, ,  etc.  {()}',  J1J\  etc.  versichert  man  sich  durch  die  obigen  beiden 
letzten  Bedingungen,  das  ist  durch  die  Anwendung  der  Gleichungen 

O0    +    ii|    -f-    «2   T    .    .    .    .    T   j  *>|0   —    u 

10ö0  -h  90,  +  80,  -H +  D* 

welche  aus  den  Gleichungen  ta)  und  7/  des  Art.  8  hervorgehen. 


Zum  zweiten  Beispiel  sollen  die  numerischen  Werthe 

»  =  1 1 

x  =  2,  X  =  3,  ft  ob  5 
it ■=■  4,    q  =  5 
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nutzt  werden 

,  mit  welchen  man  zuerst  erhält : 

1 

|0f'  = 

[Ol» 

+  [*ln+l«].+  •  ■   -  •   +[40]0 

in- 

[Oj, 

-r«iji   -t-iÄi,  -+-  .  .  .  .   -f-^Ji 

l 

\9V 

l*i    — 

,0 i, 

+  |  1  i'2   +l_2_'2   +    -    .    .    .    +[8j2 

\ 

;o  \ 

+  .l'3    +X'3    + +[6], 

l 
1 

{()}  = 

_-0(1                   -.0:,                   -[Ol, 

-0:3 

{1}  = 

.01,, 

— ;>'.,          —  i'i'i           —  i/ilj 

-..«;* 

{2}  = 

[.i-. 

-pi.-Ko^.-.r,          -[«1, 

—.21, 

{3}  = 

21 

—  [3j0  -*-i 4;,  -  3  ,  +.01,-3., 

i  *'  !3 

{*}- 

;.v„ 

—  4\,  -t-:-21f  — [4!t  -hin,  -iii, 

-[*".» 

{5}  = 

L*'0 

{6}  = 

i.ß]. 

—  lG  0  +l*":i  —  6  1  +i3]a  —  l6.*  +  iH 

-  6:, 

{?}  = 

[6'„ 

-[71.  +;.V1  -[71,  +i*!2  -[712  +[8)S 

{8}  = 

!.T« 

"o",    _■_  «i    _  "öi    _i_ir-         '  ö",    _i_r*i"i 

•  {9}  = 

L^  o 

— l9:. +'.7'ii  -  »'.  +:A-»          +  *]3 

{10}  = 

.9% 

-  I0\, +:8  ,               +,7,               +  5';, 

{11}=, 

10« 

+  9,j                ^"i^j>               -fr*  ",i 
S„  =  }0}  +  jH},  ßu=  |0}-}1l{ 

s,  =  jii+MOj,  /),  =  |ij-{ioj 

i72    tAs-f'lJS9         iß>i    ,Zj ^s 

S,  =  }3|  +  {8{,      0;t  =  J3}-|8{ 
S4-.}4j  +  |7|,     /)4=}4j-j7j 

Erstes  System  von  Endsleichungen. 


-   >,«) 

—   (s.3 

—   '#,5}  ■+■  S0 

=  0 

-  .'«,2; 

-    >,3) 

—  ;'*,4': 

—   (s,5  ■  +  S, 

=  0 

(M'. 

+  6(*,2) 

-     !*,3) 

-2(s,i) 

—    (.«,;>)  -+•  S, 

=  0 

(*>  • ) 

—    >,2; 

+6>,3) 

-  c-.*) 

—2  '«,5;  +  S, 

=  0 

ä,i; 

—  2v,2 

—   .;.s-,3'! 

+  6>,4) 

— 2{*,.r  -+-  St 

=  0 

k 1 1 

-  (*,*; 

-2«,3; 

-S>,4) 

m      — r  /         •»  \           _          O 

+7'.*,0'  +  St 

=  0 

"9]  BksTIMMING  I).   TllEILINGSFEIILER   E.  GRADLINIGEN   MaASSSTABES.  603 

Zweites  System  von  Endgleich un^en. 

— 2»/„     —2»»,  — 2»n2  —  2»ij    •+•  /i„  =  0 

+,W,1j     —  d."2     —  </,*  — i>/,4  +  ■'</.."»  i 

— 2»m,  — 2m,2  — 2?«..     ■+■  />,  =  0 

—  ii/.Ti  +(></. 2      —  </,3) 

—  f/.l)    —  V.2     +8  (</..*{ 
— '</.!;  —  'i/.3   - 

-t-!#/,l)    —  ,/,2 
■4-22»«,, 
— 2</,l  -4-201«, 

— 2i#/.-r—  2  */.2  -M8m,  ■+■  2j2|'  =  0 

_2'(/J_  2//,2       —  2  </,3  —  2  >/,*v  +U«*:1  +  2)3|'  =  0 

Die  Facloren,   durch  deren  Anwendung  man  die  richtige  Aufstel 
hing  des  zweiten  Ssslems  von  Endgleichungen  prüfen  kann,  sind  liier 

II,  9,  7,  ö,  3,    t 
1,  2,  3,  ö 
so  w  ie  alle  beim  vorigen  Beispiel  in  dieser  Beziehung  aufgeslelllen  Be 
inerkuneen  auch  hier  Anwendung  linden. 


/  7    ••  l 

illl-i                2»H; 

,    ■+■  />2  =  o 

-<IS. 

—2m. 

,     +  />,  =  0 

8  rf.4. 

—  2>M. 

,       +    />4    =    <> 

+9 ;«/.") 

+  Ih  =  o 

■+■  2jo;'  =  o 

■+■  2j1j'  =  0 

Die  beiden  Sysleme  von  Endgleichungen,  aufweiche  das  gegen- 
wärtige Verfahren  führt ,  muss  man  in  jedem  speciellen  Falle  durch 
das  bekannte  Verfahren  aullösen,  um  die  Werlhe  der  Unbekannten 
und  ihre  Gewichte  zu  erhalten,  und  es  scheint  nicht,  dass  sich  im 
Allgemeinen  hier  Abkürzungen  angeben  lassen.  Zwar  könnte  man 
aus  dem  zweiten  System  die  m  eliminiren,  aber  ich  kann  keinen  Vor- 
theil  darin  erblicken,  da  die  durch  diese  Elimination  hervorgehenden 
Gleichungen  für  die  ul.k  keine  Lücken  in  den  Cocfficienten  mehr  dar- 
bieten, und  sehr  unregelmüssige  Coeffieienten  bekommen,  wodurch 
ihre  Behandlung  wieder  erschwert  wird. 

Vereinfachungen  in  den  Endgleichungen  lassen  sich  nur  in  beson- 
deren speciellen  Fidlen  angeben,  und  das  letzte  Beispiel  gehört  dahin. 
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Zieht  man  im  ersten  System  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten, 
dritten,  vierten  und  sechsten  ab,  lässt  dagegen  die  fünfte  Gleichung 
unverändert,  so  bekommt  man  die  folgenden: 

m  =  11 

Erstes  System  von  Endgleichungen 

+  6>,1  —(»,4)  -+-  M ,  =  0 

+7(«,2)  —  2>\4)  +  M2  =  0 

+7(«,3)    —(«,4)     —(«,5)  -+■  A/3  =  0 

—  (s,1)  — 2is.2)  —  :s,3)  +6>,4)  — 2(s,5)  -|-  Mt  =  0 

->,3)  -2(*,4)  +8(«,5)  -+-  Mb  =  0 
in  welchen 

3/,  =  S,  -  S, 

itf2    ===    Ä^  ~~  ow  • 

il/3  =    1S3 S0 

Mt  =  St 

M-,  =  S4—  .S„ 

• 

sind.  Dieses  System  von  Gleichungen  ist  wieder  reciprok,  und  weit 
leichter  aufzulösen,  als  das  ursprüngliche,  weil  es  weit  mehr  Lücken 
oder  fehlende  Coefficienten  darbietet. 

Eliminirt  man  im  zweiten  System   von   Endgleichungen   aus  der 
ersten  derselben  w0  durch  die  siebente,  so  ergiebt  sich  die  folgende: 

—  üfw,     — 2w2    — 2w3  -+-  D0  +  --jOj'=  0 

und  zieht  man  diese  von  der  zweiten,  dritten,  vierten,  sechsten, 
so  wie  das  Zweifache  derselben  von  jeder  der  drei  letzten  ab ,  so  er- 
sieht sich: 

>,  =  1 1 

Zweites  System  von  Endgleichungen 

h6V/,<!  -(rf,4) 

+7K«) 

+9(d,3)    -(rf,4) 
-(i/,l)  -(rf,3)  +8{rf,4) 

1-2''',  <;  +(rfi3; 

+  «(#/,«)    +2{i/,3) 

+«id,3) 

-8(f/,41      +2(f/,5:    +  4wi,     -M»>2   +18»>3   +  A",  =  « 
in  welchen 


+*W,5) 

+  .V, 

=  0 

4-2/W, 

-4-  A  2 

=  0 

+  (rf,5)  +2mt 

-t-2w2 

+  A'3 

s    0 

-2m;l 

+  AT4 

=  0 

h10(//}5)    +2w, 

+2w2 

+  2>w:, 

+  v5 

=  0 

H-2(f/,5)+24fW, 

+4w2 

+4m3 

-1-   >  ß 

=  0 

+  2(rf,5)    -hiw, 

+  22m2 

+4w3 

+  AT7 

0    0 
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N,  -  A-(ß»  +  h  {0}') 

iv2  =  a-Jd«  +  1  jo(') 

N9  =  Ds-(/>0  +  i  |oj') 
Nt  =  D< 

*.-H-(l^  +  £{0}') 

.      N,  -  2j2|'-2(D0  +  1-  {Oj'j 

tf8  -  2|3j'-2(D0  +  1  jor) 

sind.  Diese  Gleichungen  bilden  wieder  ein  reciprokes  System,  und 
sind  leichter  aufzulösen,  als  die  ursprunglichen,  weil  sie  mehr  Lücken 
in  ihren  Coefßcienten  darbieten.  Dass  in  den  letzten  Gleichungen  hier 
alle  i»  vorkommen,  ist  von  keinem  Belang,  da  während  der  Auflö- 
sung des  ursprünglichen  zweiten  Systems  von  Gleichungen  ähnliche 
Glieder  ohnehin  von  selbst  entstehen  werden. 


56. 

Zur  Vergleichung  mit  den  betreffenden  Resultaten  des  ersten  Ver- 
fahrens wollen  wir  hier  noch  für  das  zunächst  vorhergehende  Beispiel 
die  Gewichte  berechnen,  welche  das  gegenwärtige  Verfahren  den 
Unbekannten  zutheilt.  Zu  diesem  Zwecke  müssen  zunächst  die  nume- 
rischen Werthe  der  im  Art.  52  mit  [*,fc],  [d,A],  [i]'  bezeichneten 
Grössen  berechnet  werden ,  und  diese  erhält  man  aus  der  unbestimm- 
ten Auflösung  der  Endgleichungen.  Seien  durch  diese  Auflösung 
erhalten  worden 

(•,1)  +  {Uj*i  +  {1,2jM2  +  .     .  +  {4,5}*,  =0 
(»,a)-l- {1,2)14  +  {2,2|*2  +  .     .  +  |2,5|*6  =  0 

etc.  bis 
(«,5)  +  {1,51*1  +  |2,5}M2  +  .  .  .  +  |5,5|JI/5  =  0 
so  wie 

(d,1)  +  {1,1|'2V;  +  {l,2j'IV2  +  .  .  .  +  {1,8}'2V8  =  0 
(il,a)  +  {1,8}'JVi  +  {2,2jW2  +  .  .     +  {2,8}'^  =  0 

etc.  bis 
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(d,5)  +  {4f5j'J»i  +  {8,5}fJ&  +  .  .  .  +  {5,8j'iV8  =  0 

m,  +  {1,6}'^  -h  {2,6j'tf,  +  .  .  .  +  {6,8}'#8  =  0 

ro2  +  |1,7j'2Vi  +  |8,7j'2Vi  +  .  .  .  +  {7,8|  iV8  =  0 

i»3  +  {1,81'Äi  +  {2,8j'IV,  •+■  .  .  .  +  j8f8}Ws  —  0 

die  wegen  der  Lücken  in  den  Endgleichungen  mit  geringer  Mühe  sich 
ergeben.  Es  ist  nun  zu  erwägen ,  dass  weder  die  M  noch  die  N  von 
einander  unabhängig  sind,  sondern  dass  zwischen  jeder  dieser  beiden 
Gruppen  eine  Bedingungsgleichung  statt  findet.  Die  zwischen  den  M 
vorhandene  Gleichung  ist,  zufolge  der  (a)  des  Art.  8, 

— S0  ss  Sl  -+-  S2  +  &j  +  S4  «+-  Sb 
und  die  zwischen  den  N  vorhandene ,  zufolge  der  (6)  des  Art.  8, 

Eliminirt  man  durch  diese  Gleichungen  S0  aus  den  Ausdrücken  für  die 
M,  sowie  D0-t-  —  \Q\'  aus  denen  für  die  N  des  vor.  Art.,  und  schreibt 
allgemein  \k\  für  St  und  Dk,  so  ergeben  sich 

[«,<]  -  {1,1}  +  ({1,1}+{t,2}+{1,3}+{1,5}) 

[1,8]  -  {2,2}  +  j{4,2}+{2,2}+{2,3}+{2,5}) 

[*,3]  -  {3,3}  +  ({t,3}+{8,3}+{3,3}+{3,5}) 

[,,4]  =  {4,4}  +  ({4,4}+{2,4}+{3,4}+{4,5}j 

[f,5]  -  {5,5}  +  ({<,5}+{2,5}+{3,5}+{5,5}) 


[d,3-] 
[d,5] 


[<]' 
[2]' 

[3]' 


—  2 
=-  2 
=  2 


4,1 
2,2 

3,3 

M 
5,5 


6,6 
7,7 
8,8 


5?(<W 
A(0>5}'' 


{1,2}' 
{8,2}'- 
{2,3}' 
{2,4}' 
{2,5}'. 


0,3}'- 
.{2,3}'- 
{3,3}'. 
{3,4}'. 
{3,5}'. 


{2,6}'+{3,6}'. 
{2,7}'+{3,7}' 
{2,8}'+{3,8}' 


{3.5}') 

{*,»}') 
{5,5}') 

{5,6}') 

{«,7}j 
{5,8}') 


■8(<w- 

T?(<W 

»({*.«}' 
■£(<».•>'■ 

~({6,6}'. 
*((6>7>' 

■SJcw- 


{W 
■{2,7}' 

•{3,7}'. 

■{*»'}'■ 
.{5,7}'. 


0.8}') 

{2.8}') 

•{3,8}') 

■{»,«}') 
{5,8}j 


{6,7}'+{«,8}') 
{7,7}'+{7,8}'| 
{7,8}'+{8,8}' 
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Die  Berechnung  der  {M},  |*»2| ,  etc.  j4,1 }',  etc.  kann  nach  langst  be- 
kannten Formeln  ausgeführt  werden,  weshalb  wir  nicht  dabei  ver- 
weilen, sondern  die  für  unser  Beispiel  erhaltenen  Werthe  sogleich 
ansetzen  wollen. 


{1,4}  -0.173,  {1,8}  -0.041,  {1,3}  =     0.007, 

{4,4}«     0.037, 

{1,5}- 

0.010 

{2,2}— 0.161,  {2,3}—     0.012, 

{2,4}  —     0.063, 

{2,5}  - 

0,047 

{3,3}  —     0.153, 

{3,4}  —     0.040, 

{3,5}  — 

0.029 

• 

{4,4}  -     0.221, 

{4,5}  = 

0.060 

{5,5}  — 

o.m 

{1,1}'-0.184,  {1,2}'=0.000,  {1,3}'-     0.007, 

{1,4}'-     0.026, 

{1,5}'— 

-0.039 

{1,6}'-     0.0014, 

{4,7}'—     0.0019, 

{1,8}'= 

0.0066 

{2,2}'-0.147,  {2,3}'-     0.003, 

{2,4}'-     0.001, 

{2,5}'— 

0.002 

{2,6}'-  -0.0134, 

{2,7}'=     0.0015, 

{2,8}'— 

0.0034 

{3,3}'=     0.119, 

{3,4}'=     0.017, 

{3,5}'— 

-0.013 

{3,6}'— —0.0090, 

{3,7}'= -0.0095, 

{3,8}'- 

0.0072 

{4,4}'=     0.135, 

{4,5}'— 

-0,008 

{4,6}'— 0.0031, 

{4,7}'- -0.0034, 

{4,8}'=- 

-0.0479 

« 

{5,5}'- 

0.413 

{5,6}'— 0.0041, 

{5,7}'- -0.0063, 

{5,8}'— 

-0.0410 

{6,6}'-     Q.0465, 

{6,7}'— 0.0055, 

{6,8}'-- 

-0.0088 

{7,7}'-     0.0497, 

{7,8}'— 

-0.0095 

• 

{8,8}'- 

0.0629 

Hieraus  folgen 

[M]  =  0.37*  ,  [d,1] 

=  0.330 

"      [$&]  =  0.362  ,  [d,2] 

=  0.232 

[*,3]  =  0.354  ,  [d,3] 

=  0.161 

[s,4]  =  0.421  ,  [d,4] 

=  0.131 

.     [*,5]  =  0.344  ,  [d,5] 

ss  0.115 

[1]'  =  0.1073 

[2]'  =  0.1305 

[3]'  a=  0.2123 

'  und  nach  Art.  36  die  Gewichte 

P(\)  =  i>(10)  = 

2.84 

P(2)  =>  P(9)  « 

3.37 

"  P(3)  =  i>(8)   - 

3.90 

* 

P(4)  -  i>(7)  = 

3.62 

P(5)  -  i>(6)   = 

4.36 

P(«h>)  = 

11 

PM  - 

9.32 

P(«H)  -* 

7.67 

Pfo)  - 

4.71 

41 
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Vergleicht  man  diese  Gewichte  mit  denen,  welche  das  erste 
Verfahren  für  n  =  41  im  Art.  34  gegeben  hat,  so  findet  man,  dass 
alle,  mit  Ausnahme  von  P(m0),  kleiner  sind,  was  schon  oben  als 
stets  stattfindend  angeführt  wurde.  Das  Gewicht  P(m0)  muss  bei  allen 
Verfahrungsarten  dasselbe  werden.  Es  soll  nicht  unerwähnt  gelassen 
werden,  dass  durch  die  in  Art.  55  eingeführte  Transformation  zwar 
die  Berechnung  der  Unbekannten  erleichtert,  die  Berechnung  der  Ge- 
wichte aber  etwas  weitläufiger  gemacht  wird. 


Drittes  Verfahren. 

57. 

Der  eben  abgehandelten  zweiten  Auflösung  unserer  Aufgabe 
schliesst  sich  eine  besondere  Auflösung  an,  welche  sich  vorzüglich  zur 
Anwendung  eignet,  weil  sie  selbst  bei  einer  grossen  Anzahl  von  Unbe- 
kannten auf  eine  weit  einfachere  und  kürzere  Rechnung  fuhrt,  als  die 
im  vorhergehenden  Verfahren  entwickelte  Auflösung  derselben  Auf- 
gabe, und  weil  sie  ausserdem  die  Eigenschaft  besitzt,  von  der  Kennt- 
niss  der  Grösse  der  Prüfungsintervalle  m0,  mu  etc.  unabhängig  zu  sein. 

Bei  diesem  Verfahren  darf  freilich  die  Anzahl  n  der  Intervalle  des 
zu  berichtigenden  Maassstabes  keine  beliebige  sein,  sondern  muss  aus 
einer  grösseren  oder  kleineren  Anzahl  von  Factoren  bestehen;  aber 
diese  Bedingung  beschränkt  die  Anwendung  nur  unbedeutend,  da  in 
der  Regel  die  Maassstäbe  eine  solche  Anzahl  von  Intervallen  besitzen, 
wie  hier  verlangt  wird.  Auch  könnte  man  sogar  diese  Bedingung  da- 
durch umgehen,  dass  man  ein  oder  mehrere  Intervalle  am  Ende  des 
Maassstabes  überginge,  und  abgesondert  von  den  übrigen  untersuchte. 
Es  ist  ferner  bei  dem  jetzt  zu  entwickelnden  Verfahren  von  wesent- 
lichem Belange,  dass  n,  ausser  seinen  übrigen  Theilern,  wenigstens 
einmal  den  Theiler  2  besitze,  folglich  eine  grade  Zahl  sei,  ob- 
gleich  stattdessen  auch  die  Bedingung  genügen  könnte,  dass  wenigstens 
der  Theiler  3  vorhanden  wäre. 

58. 
Wir  brauchen  hier  nur  den  einfachsten  und  vorteilhaftesten  Fall 
zu  betrachten,    da  die  eben  erwähnten  Ausnahmen  davon  sich  leicht 
aus  diesem  herleiten  lassen.     Sei  daher  von  jetzt  an  n  eine  Zahl,  wel- 
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che  ausser  anderen  Primfactoren,  auch  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl 
2  zum  Theiler  besitzt,  und  nehmen  wir  an,  dass  die  Unterschiede 
zwischen  den  Intervallen  des  Maassstabes ,  welche  jedem  Theiler  von  n 
entsprechen,  von  geeigneten  Prüfungsintervallen  direkt  gemessen  wor- 
den seien.  Es  sollen  aber  jetzt  nicht  alle  Combinationen  gemessen 
werden,  die  sich  aus  diesen  Theilern  bilden  lassen,  sondern  nur  die- 
jenigen, welche  sich  an  einander  schliessen.  Also  ausser  den  Inter- 
vallen 0  und  1 ,  1  und  2,  2  und  3,  u.  s.  w.  nur  0  und  2,  2  und  4, 
4  und  6,  u.  s.  w.;  ferner,  wenn  x  irgend  ein  Theiler  ist,  0  und  x,  x  und 
2x,  u.  s.  w.,  welche  Combinationen  sämmtlich,  der  vorausgesetzten 
Theilbarkeit  wegen,  mit  den  resp.  Intervallen  n — 1  und  n,  n — 2  und  n, 
n — %  und  n,   u.  s.  w.  endigen  werden. 

Die  ursprünglichen  Gleichungen ,    auf  welche  wir  jetzt  hingeführt 
werden,  sind  daher  die  folgenden: 

_(0)  +  (1)  +  m1  +  [0],«0 
-0)  +  (2)  +  "»»+[1]o=0 

etc.  bis 

—  (»—2)  -l-  (»—  \)  ■+-  m0  ■+•  [»— 2]0  =  0 

—  (n— 1)+     (n)     -I-  m0  -I-  [n— 1]0  =  0 

-(0)  +  (2)  +  m1  +  [0]1  =  0 
-(8)  +  (i)  +  «H  +  [8]1-0 

-  etc.  bis 

—  (»— 4)  +(n— 2)  +  m,  +  [n—  4],  =  0 

—  (n— 2)  ■+•    (n)     -t-  mr  +  [n— 2],  =  0 


-(0) 

-(«) 

■+■   (*)  +  "h  +  [Pia  = 
-1-  (2x)  +  mj  ■+■  [x]2  = 

etc.  bis 

0 
0 

-(«- 

-2x)  -l-  (n— x)  -4-  «h  •+•' 

'[»- 

-«»]. 

— 

0 

•    -(.. 

— x)  +     (»)     -4-  «i2  + 

[»- 

-x]2 

= 

0 

etc.  für  die  übrigen  Theiler  bis 

• 

-(0) 

-1-  [p)  •+■  m,_,  •+-  [0],_, 

l    = 

0 

-(/>) 

+  »  -+-  m,.,  +  [plv_; 

l    = 

0 

wenn    wie  oben   2p  =  n  ist,    und  17  die  Anzahl   aller   vorhandenen 
Theiler  bezeichnet. 
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59. 

Da  unter  den  oben  eingeführten  Bedingungen  die  Combinationen 
1 ,  2,  und  p  stets  vorhanden  sind,  so  kann  man  die,  vermittelst  der  An- 
wendung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  daraus  folgenden  End- 
gleichungen sogleich  ansetzen,  und  hiebei  sofort  die  Gleichungen  für 
die  oben  benutzten  Summen  und  Unterschiede  der  Theilungsfehler 
angeben.     Seien  zur  Abkürzung 

(A,0)o  =  [0]o-[1]o  ,  (M).  =  [0]i-[«]i 

(A,1)o=[1]o-[2]o,  (M)i  -  [«]i-[4]i 

etc.  bis  etc.  bis 

(A,»_3)0  =  [»— 3]0-[»-2]o ,  (A,»-6),  =  [•— 6],— [n-4],- 
(A,n-2)0  =  [»__2]0_[n-1]0 ,  (A,»-4)t  =  [»— 4^— [»— g], 

(A,0),_,  »  [01,1,-M,., 

so  werden  diese  Endgleichungen 

3(.,0)-(M  )-(«»*)-(«#)  -[(^-[O],-^],-, 

+[n-1]0+[n-2],+l>],_1        =0 

-(«,0)+2(«,1)-(«,2)  +(4,0), 

+  (A,n— 2)0  =  0 

-(«,0)-(«,1)+4(*,2)-(*,3)-(«,4)    +  (A,<l)0+(A,0)1 

+  (A,n— 3)0+(A,n— 4),  =  0 

-(#,2)+2(«,3)-(«,4)  +(4,2), 

+  (4,n-4)0  ==  0 

-(«,2)-(*.3)+4(*,4)-(*,5)-(*,6)    +(A,3)0+(A,2)1 

+  (A,n— 5)0+ (A,»— 6),  =0 

etc.  bis 

-  (*,/>-4)  +2(*j>-3)  -  (*,j>-2)        +  {h,p-  4)0 

+(A,p+2)0  =  0 

-(*,f-4)-(«,p-3)+4(*,f-2)        +(A,/>-3)0+(A,p-4), 

—  {s,p—  \ )  —  («,j»)  +  (Ä,/>+1  )0+ (A,/)) ,  «  0 

-  («,/>-2)  +2(«,p-  1 )  -  {s,p)  +  (4,/>~2)„ 

+(M,  =  o 

-  («,0)  -  (s,p- 2) -  (s,p-  \ ) + 3  (8,p)  +  (A,/>- 1 ),+  (A,p-2) , + (M),-i-  • 
wenn  p  eine  grade  Zahl  ist,  and  bis 
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-  (s,p— 5)  —  (s,p—  4)+4(>,/>— 3)  +(Ä,P— *)•+(*#— 5), 

-  (*,p-2)  -  («,p- < )  ■+■  (A,p+2)„+  (A,/>+ 4 ) ,  =0 

-(«#— 3)+2(»,j»— 2)-(*,j»-1)  +(A,p-3)0 

+  (A,p-H)0  =  0 

_(«,j>--3)-(*,p-2)-t-3(«,p—  1)-(«,/>)  -fr.(A,/»~2)0+(A,p-3)1 

+  (A,p)0+(A,p-1)1  =*  0 

-(«,0)  _(,,p-i)+2(Ä,i,)+(A,p-l)0Hr(A,0),_1  «  0 

wenn  p  eine  ungrade  Zahl  ist. 

Die  bezüglichen  Endgleichungen  für  die  Unterschiede  sind  bis  auf 

geringe  Abweichungen  dieselben  wie  die  vorstehenden,  und  könnten 

mit  Angabe  der  Abweichungen  erklärt  werden ;  zu  mehrerer  Deutlichkeit 

sollen  sie  aber  ebenso  vollständig  wie  jene  angefahrt  werden.   Sie  sind 

3(d,0)-((M)-(</,2)-<i*,p) 

-2m0--2»».-2mv_1-[0]0-[0]1-[0]^1 

-(<*,0)+2(<M)-(d,2)  +(A,0)0 

—  (A,«~ 2)0  =  0 
-(d,0)-(d,1)-i-4(d,2)-(d,3)-(d,i)+(A,1)9+(A,0)l 

—(A,n— 3)0—^,11—4)!  =  0 

-(d,2)+2(d,3)-(d,4)  +  (A.2)o 

—  (A,it—  4)0  «  0 
-(rf,2)-(d,3)+4(d,4)-(d,5)-(d,6)-|-(A,3)o+(A,2)1 

—  (A,n-5)0— (A,n-6),  =  0 

6tc.  bis 

-(^-4)+2(d,p-3)-(d,p-2)     '  -t-(A,p-4)9 

—  (Ä,/>-|-2)0  •       =  0 
-(d,/»-4)-(</,i>-3)+4(d,p-2)-(d,p-1)+(A,p-3)o+(A,|»-4)l 

-(A,p-H)0-(A,p),  «  0 

-(rf,^-2)+2(^-1)  +(A,f-2)o 

-(Ä,p),  «  0 

wenn  p  eine  grade  Zahl  ist,  und  bis 

-(<*,/>-5)  -  (d,j>-4)  +4(d,/»-3)  +  (A,p-4)„+  (A^-5), 

-  (d,/>-2)  -  (d,/>- 1 )  ~(A,/>+2)„-(A,jH-1 ),      =  0 

-  (ß,p-3)+2(d,p-2)  -  [d$-\ )  +(A,j>-3)o 

—  (Ä,p-H4)0  =  0 

-  (d,j>-3)  -  (<*,f>-2)  +5  {d,p-\ )  +  (A,p-2)0+  (A,p-3)t 

-{h,p),-(h$-\)x  -  0 

wenn  p  eine  ungrade  Zahl  ist 
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60. 
In  Bezug  auf  den  Theii  der  vollständigen  Endgleichungen,  wel- 
cher von  den  übrigen  Theilern  von  n  herrührt,  brauchen  wir  nur 
einen  derselben  zu  berücksichtigen,  da  alle  diese  Theiler  auf  analoge 
Gleichungen  hinführen.  Bezeichnen  wir  daher  irgend  einen  der  im 
vor.  Art.  nicht  berücksichtigten  Theiler  von  n  mit  X ,  und  führen  zu- 
erst die  folgenden ,  den  vorher  eingeführten  Hülfsgrössen  analogen ,  ein 

(M).  =  [0]e  -W. 
(M).  -  W.  -[«-]. 

(A,2A)C=  [2A]e-[3A]e 
etc.  bis 
(A,n-3A)e  »  [»-3A]e-[n-2A]e 
(M— SM).  =  [»— 8A].— [»— A], 
wo   der   Index  c   für   die  verschiedenen  Theiler  nach   und  nach  die 
Werthe  2,   3  .  .  .  tj—%  annimmt,  so  bekommt  man  ohne  Mühe: 
(«,<))-(*,*)  -[0],    +[»-*].      =0 

— («,0)+2(*,A)— (s,2A)  +(A,0)e+(A,n— 2A)e  =  0 

-(*,A)-|-2(«,2A)-(s,3A)  +(JM  ).+(*,»— 3A).  m  0 

-(s,2A)+2(«,3A)-(«,4A)+(A,2)e+(A,n-4A)c  =  0 

etc. 
and 

(d,0)-(<M)      .  _2m_[0]_[«-A]e         =0 

-(d,0)+2((M)-(d,2A)  +(A,0)c-(A,n-2A)e  =  0 

— (d,A)+2(d,2A)— (d,3A)  +(A,1)e— (A,»— 3A)C  =  0 

— (d,2A)-|-2(d,3A)— (d,4A)  +(A,2)e— {h,n—  4A)e  =  0 

etc. 
welche  Gleichungen  man  fortsetzen  kann,  bis  alle  Unbekannten  er- 
schöpft sind.  Da  aber  die  letzten  Gleichungen  beider  Systeme  eine 
Verschiedenheit  darbieten,  je  nachdem  der  Quotient  n:A  eine 
grade,  oder  ungrade  Zahl  ist,  so  sollen  diese  letzten  Gleichungen  be- 
sonders angeführt  werden. 

1)  Wenn  n:A  eine  grade  Zahl  ist: 

-(«,f-3A)+2(«,p-2A)-(*,/»-A)-h(A,p-3A)c 

+  {h,p+K)e  »  0 

-  {s,p  -2A)  +2  («,/>-A)  -  {»4t)  +  (A,p-2A)e 

+  (**).  Ä  ° 

-  (s,p-K)  +  (*,;>]  -|-  (A,/>-A)  «  0 


*•]        Bestimmung  d.  Theilungspbhler  e.  gradlinigen  Maassstabes.       613 

»  • 

-(d,p-3A)+2(d,p-2i)-(d,j>-A)+(Ä,p-3A)<     ' 

— (AjM-A)#  =  0 
-  (d,p-2A)  +2  (rf#-A)  +  (A,/>-2A) . 

-(*#).        -  0 
2)  wenn  n:X  eine  ungrade  Zahl  ist: 

-  (s,p— Li)  +«(»#-■ Ja)  -  (v—Ja)  +(**-{a). 

-I-  (ft,p— JA).  «■  0 

-  (^-tA)  +2  (d,p-4-A)  -  (rf,j^A)  +  (A*-{A). 

-  (**+!*).  .  0 
-  (4*-4*)  +8  W*-T*)  +  (Aj>— Ja)c 

-(*j,—iA),..0 

womit  alle  verschiedenartigen  Gleichungen,  welche  vorkommen  kön- 
nen, erschöpft  sind. 

61. 
Um  die  vollständigen  Endgleichungen  zu  erhalten,  müssen  alle 
mit  einander  correspondirenden  Gleichungen  des  vor.  und  vor  vor. 
Art.  addirt  werden,  nemlich  diejenigen  Gleichungen,  in  welchen  der 
positive  Coefficient  mit  derselben  Unbekannten  multiplicirt  ist.  Man 
könnte  diese  Additionen  sogleich  in  allgemeinen  Ausdrücken  vor- 
nehmen, allein  es  ist  einfacher  sie  in  den  speciellen  Fallen,  die  zur 
Ausführung  kommen,  auszuführen.  Nur  die  drei  ersten  Gleichungen 
eines  jeden  der  beiden  Systeme,  welche  immer  dieselbe  Form  an- 
nehmen, so  wie  die  Gleichungen  für  die  Prüfungsintervalle,  sollen 
hier  vollständig  angegeben  werden.  Bezeichnet  man  mit  A,  ji,  v,  etc. 
alle  ausser  1 ,  2  und  p  vorhandenen  Theiler  von  »,  so  werden  diese 
drei  ersten  Gleichungen 

n  (*>°) — (M ) — M) — (M) — M— M  —  etc. 

_[0]0  _[0]t  -[0],  -[0]3  -[0]4  -  etc. 

+  [»—  1  ]<,+[»— 8]i+[»— A]2  +  [»— üf]j  +  [»— "]*+  etc-  =  0 

—  M)  +a(M)  -M)  +(M)#  +(M-2)o  -  o 

-(«,0)  -(M)  +4(s,2)  -M)  -(j,4) 

+  (Ä,1)0  +(Ä,0)i  +(*,n-3)f  +(M-4),  -  0 
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v(d,0)  -(d,1)  -(d£)  -(<M)  -(d^i)  -(d,,)  -  etc. 

— Sfiio  — 2i»!  — ämj  — 2«*3  ■!— 2m4  —  etc. 

-[0]»  -[0]i  ~[0],  -[0],  ~[0]4  -  etc. 
— [»— *]o  —[»—2],  —  [»— *j,  —[»—/*],  —  [n— v]t  —  etc.  =  0 
-(d,0)  +2(<M )  -(«WO  +(Ä,0)0  -(A,n-2)0  *=  0 

-(d,0)  -(<M)  +4(d,8)  -(<W)  -(d,4) 

+(M)o  +(*,<>).  -(A,n-3)0  -(M-*)i  =  0 

wo  wieder  tj  die  Anzahl  aller  vorhandenen  Theiler  von  n  bezeichnet. 
Die  Gleichungen  für  die  Prüfungsintervalle  sind  immer 

"»  =  -TÜ2i'-(^0)| 

■*-Hr(l8r--(4o)| 

etc.  bis 

»»,-.  =  -I|  i*-<  r-(«M>)| 

wo  |0}',  {1  j',  etc.  die  bisherige  Bedeutung  haben. 


62. 

Ueberblickt  man  die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Endgleichun- 
gen, so  wird  man  finden,  dass  die  Unterschiede  zwischen  denen  für 
die  (*,&)  und  denen  für  die  (d,&)  unerheblich  sind  und  nur  in  Folgen- 
dem bestehen.  Die  Gleichungen  für  die  («,&)  erstrecken  sich  von  der 
für  (*,0)  bis  zu  der  für  (s.p) ,  ihre  Anzahl  ist  also  im  Ganzen  ==  p  +  1 ; 
die  Gleichungen  für  die  (d,k)  hingegen  erstrecken  sich  nur  von  der 
für  (d,0)  bis  zu  der  für  (d,p — 4),  und  ihre  Anzahl  ist  also  im  Ganzen 
sä  p;  ferner  fallen  in  diesen  letzteren  alle  Glieder,  welche  mit  (d,p) 
multiplicirt  sein  würden,  aus  dem  Grunde  weg,  weil  (d,p)  =  0  ist; 
ausserdem  kann  man  bemerken,  dass  die  Summen  der  völlig  bekann- 
ten Glieder,  welche  bei  den  (sjk)  vorkommen,  sich  bei  den  (djt)  in 
die  Unterschiede  verwandeln.  Alle  Gleichungen,  mit  Ausnahme  der 
Gleichung  für  (d,0),  sind  von  den  Prüfungsintervallen  w0,  mu  ntj,  etc. 
unabhängig,  während  in  der  für  (d,0)  die  Function 

— 2m0  — 2ffli  — 2iWj—  .  .  .  —  2iw^_2 
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enthalten  ist.  Da  aber  hier,  gleichwie  in  den  vorhergehenden  Ver- 
fahrungsar ten ,  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  von  der  für  (d,0) 
nicht  minder  als  von  der  für  (*,0)  ganz  abgesehen  werden  kann, 
so  erhält  man  die  Theilungsfehler  unabhängig  von  den  Werthen 
der  ro§,  mly  etc.,  wie  oben  angekündigt  wurde,  und  kann  die  Be- 
rechnung dieser  letztern  ganz  unterlassen,  wenn  man  sie  nicht  aus 
anderen  Gründen  kennen  lernen  will. 


63. 

Bei  der  Aufstellung  der  Endgleichungen  tritt  jedoch  noch  ein 
anderer  Umstand  ein,  welcher  eine  Verschiedenheit  in  einigen  der 
Gleichungen  für  die  (s,k)  und  die  (djt)  erzeugt.  Gleichwie  im  vorher- 
gehenden Verfahren  wird  sich  auch  hier  ereignen,  dass  in  den  nach 
den  obigen  Regeln  aufgestellten  Endgleichungen  einige  Glieder  vor- 
kommen, in  denen  die  Unbekannten  ($,k)  und  (d,k)  ihre  natürlichen 
Grenzen  (s,p)  und  (d,p — 1)  überschreiten,  und  daher  durch  die  im  Art. 
45  erklärten  Gleichungen 

(*,fc)  =  (*,n— fc),  [djc)  =  —  (d,n— h) 

auf  solche  hingeführt  werden  müssen,  welche  innerhalb  der  natürlichen 
Grenzen  liegen. 

Die  bezeichneten  Glieder  gehören  beim  gegenwärtigen  Verfahren 
immer  dem  Hauptgliede  der  betreffenden  Gleichung,  oder  dem  Gliede 
an,  welches  einen  positiven  Coefficienten  hat ,  und  bewirken ,  dass  in 
der  Bezug  habenden  Gleichung  für  («,&)  dieser  Coefficient  um  Eins 
verkleinert,  so  wie  in  der  correspondirenden  Gleichung  für  (d,fc)  um  Eins 
vergrössert  wird.     Diese  Hinführung  kommt  jedesmal  vor,   wenn  der 

betreffende  Theiler  A  so  beschaffen  ist,   dass  y  eine  ungrade  Zahl  ist, 

und  für  jeden  solchen  Theiler  nur  einmal.     Wenn  hingegen   y   eine 

grade  Zahl  ist,  so  kann  diese  Hinführung  nicht  eintreten. 

Unter  den  drei  verschiedenen  Arten  solcher  Hinführung,  die 
zufolge  des  Art.  48  bei  der  Anwendung  des  vorhergehenden  Verfah- 
rens stattfinden  können,  ist  die  vorstehend  erklärte  die  einzige,  wel- 
che beim  gegenwärtigen  Verfahren  vorkommen  kann. 
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64. 

Die  beiden  Bedingungsgfeichungen  (a)  und  (b)  des  Art.  8  finden 
auch  hier  statt.  Vermöge  der  ersten  derselben  wird  die  Summe  aller 
Gleichungen  für  die  (sjt)  identisch  Null,  und  es  wird  folglich  auch 
wieder  die  Summe  aller  Coefficienten  einer  jeden  dieser  Gleichungen 
gleich  Null.  Multiplicirt  man  infolge  der  zweiten  Bedingungsgleichung 
die  Gleichungen  für  die  (d,k)  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren 

p,p— \,p— 2, 2,  1 

sowie  jede  der  Gleichungen  für  die  w,  in  der  Form,  in  welcher  sie  im 
Art.  61  aufgestellt  worden  sind,  mit  n,  und  addirt  alle  diese  Produkte, 
so  kommt  man  wieder  auf  eine  identische  Gleichung.  Man  kann  also 
hier,  gleichwie  in  den  vorhergehenden  Auflösungen  unserer  Aufgabe, 
zwei  Theilungsfehler  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  willktlhrlich 
annehmen,  wozu  sich  im  Allgemeinen  wieder  die  der  beiden  End- 
punkte, oder  (8,0)  und  (d,0)  am  meisten  eignen. 

Aber  man  beweist  hier  ebenso  wie  oben,  dass  durch  die  Sub- 
stitutionen des  Art.  49  die  Grössen  (*,0)  und  (d,0)-  aus  allen  Gleichun- 
gen von  selbst  verschwinden ;  man  darf  daher  wieder  in  allen  Fallen, 
welche  vorkommen  können,  vor  der  Auflösung  der  Endgleichungen 

(s,0)  =  0,  (d,0)  =  0 
setzen,  und  wenn  Nebenumstände  andere  Bestimmungen  dieser  beiden 
Grössen   verlangen,   diess   so  wie    bei   dem  ersten  Verfahren  erklärt 
wurde,  nach  der  Auflösung  der  Endgleichungen  berücksichtigen. 

Wenn  man  die  vollständigen  Endgleichungen  für  einen  bestimm- 
ten Fall  aufgestellt  hat,  so.  dient  die  Anwendung  der  oben  genannten 
Bedingungsgleichungen  auf  sie  dazu,  um  überzeugt  zu  werden,  dass 
bei  der  Aufstellung  derselben  keine  Fehler  begangen  worden  sind. 

65. 
Zur  Berechnung  der  Summe  der  Fehlerquadrate  kann  man  sich 
wieder  des  im  Art.  20  erhaltenen  Ausdrucks  (Sl)  bedienen,  bei  dessen 
Anwendung  man  wiederum,  zufolge  des  eben  bewiesenen  Satzes, 

(0)  =  0   und  (»)  =  0 
setzen   kann.     Man   kann  aber  auch  stattdessen  die  im  Art.  51  ge- 
gebene Transformation  für  Ji  anwenden. 

Auch  darf  man  hier  wieder  einer  jeden  der  oben  bezeichneten 
Gruppen  der  durch  die  Messungen  erhaltenen  Grössen  eine  beliebige 
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Zahl  hinzufügen,  oder  eine  solche  davon  abziehen;  es  hat  jedoch 
beim  gegenwärtigen  Verfahren  die  Vornahme  dieser  Abänderung  der 
Messungen,  auf  den  Verlauf  der  Berechnung  keine  solche  Wirkung 
wie  beim  ersten  und  zweiten  Verfahren,  da  die  mit  (h,k)c  bezeich- 
neten Grössen,  welche  hier  eintreten,  davon  unberührt  bleiben. 

Zur  Bestimmung  der  Gewichte  der  Unbekannten  rechne  man 
für  jedes  der  beiden  Systeme  von  Endgleichungen  die  Coefficienten 
{1,1 ),  {2,2},  {3,3},  etc.  der  unbestimmten  Auflösung  derselben;  nennt 
man  die  zumr  ersten  System  gehörigen  allgemein  {A,fcj,  und  die  zum 
zweiten  System  gehörigen  {fc,&}',  so  wird  in  den  Bezeichnungen  des 
Art.  52 

[*,fc]  =  {*,*},  [djk]  =  {*,*}' 
und  man  kann  durch  die  Ausdrücke  des  angezogenen  Art.  die  Ge- 
wichte berechnen. 

66. 

Es  sollen  jetzt  die  allgemeinen  Gleichungen,  zur  näheren  Er- 
läuterung derselben,  auf  einige  specielle  Fälle  angewandt,  und  zuerst 

n  =  30 
gesetzt  werden.    Es  folgt  hieraus  p  =  1 5  und  ist  also  eine  ungrade 
Zahl.     Die   für  sich  zu  berücksichtigenden  Theiler,   so  wie  die  An- 
zahl  aller  Theiler  sind  hier 

A  =  3,  =  5,  =  6,  =  10,       n  =  1 
und  die  durch  die  Messungen  zu  erlangenden  numerischen  Grössen 

[0]o,  ['l]o,  [2]«, ••  [89], 

[0]i,  [8]„  [4]„ [28], 

.  [0]„  [3]„  [6]„ [87], 

[0]„  [5]„  [10],, [85], 

[0]4,  [6]4,  [18]4,  [18]4,  [24]4 

[0]„  [10],,  [80], 

[0].,  [15], 
im  Ganzen  71  Grössen. 
Hieraus  folgen  zunächst 

(M),  =  [0]«-[1]o  ,   (Ä,0),  _  [0],-[8], 
(Ä,1)0  =  [1],-[8], ,  (A,8),  =  [*]i— [*]i 
(A,S)o  =  [8],-[3], ,  (4,4),  =  [4],-[6], 
etc.  bis  etc.  bis 
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(A,27)0  -  [27],-[28], ,  (M4),  *  [**],- [86],   . 
(MS)«»  [28],-[29]0,  (A,26),  =  [26],-[28]r 

(A,0)2  =  [0],  -[3]2  ,  (A,0),  =  .[0],  -[5], 

(A,3)2  =   [3]2  -[6], ,  (A,5),  =  [5],  -[10], 

etc.  bis  (A,10),  =[10],  —  [15], 

(A,21')2  =  [21]2-[2i]2 ,  (A,15),  =[15],  -[20], 

(A,24)2  =[24]2-[27]2 ,  (A,20),  =[20],  -[25], 

(A,0)4  =  [0]4-  [6]4 ,     (A,0)5  =  [6],  -[16]5 
(A,6)4=  [6]4-[12]4,  (MO), -[40],  -[20], 
(A,12)4  =[12]4-[18]4 ,  


(A,18)4  =[18]4-[24]4 ,     (M).  =  [0],  -[15]6 


Es  müssen  jetzt,  wenn  es  nicht  schon  vorher  geschehen  ist, 
die  in  den  Artt.  43  u.  44  erklärten  einzelnen  Gleichungen  aufgestellt, 
und  daraus  durch  Addition  die  vollständigen  Endgleichungen  zusam- 
mengesetzt werden.  Bei  der  Aufstellung  jener  Gleichungen  kann  man 
sich  begnügen,  nur  diejenigen  der  (*,A)  hinzuschreiben,  da  die  der 
(d,/c)  auf  einfache  Weise  daraus  folgen,  auch  kann  man  die  drei  ersten 
Gleichungen  weglassen,  die  im  Art.  61  vollständig  gegeben .  sind ; 
nicht  minder  können  die  völlig  bekannten  Glieder  derselben  weg- 
gelassen werden,  die  sich  sehr  leicht  ergänzen  lassen. 

Der  leichteren  Uebersicht  wegen  sind  alle  diese  Gleichungen 
der  angehefteten  Tafel  einverleibt  worden.  In  den  vollständigen  End- 
gleichungen ist  gesetzt 

M  aas  m0  +1»!  4-0*2  +nh  +m4  +m&  -I-Wb 
und 

|0j  =  -[0]0  -[0],  -[0]2  -[0]3  -[0]4  -[0]5  -[0], 
{30}  =     [29]0  +[28]1+[27]2+[25]5+[24]4+[20]6-h[45]6 

MI-    (M)o 

{29)  =  (A,28)0 

{2}  =     (A,1)0  +(A,0)i 

{28}  =  (A,27)0  +(M6)i 

|3}  =    (A,2)0  +  (A,0)2 

{27j  =  (A,26)0  +(A,24)2 

{4}  =    (A,3)0  +(Ä,2)t 

(26}  =  (A,25)0  +(M*)i 
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|5}=     (M)o 

+  (M)3 

{25}  =  (A,24)0 

+(A,20)3 

{6}  =     (A,5)0  +(M)i     +(M)i 

+  (M)4 

{24}  =  (A,23)0  -+.(A,22),  -f-(A,21), 

+  (A,18)4 

m-  (M). 

- 

{23}  =  (A,22)0 

{8}  =    W).  +(M)i 

{22}  =  (A,21)0  +(A,20), 

{9}  =     (A,8)0                  +(A,6)2 

{21 }  =  (A,20)0                  +(A,18)2 

{10}  -    (A,9)0  -H(A,8>i 

+(*,*)» 

+(M)S- 

{20}  =  (A,19)0  +(A,18), 

+  (M5), 

+(M0)& 

{11}  =  (A,10)0 

{19}  a  (A,18)0 

{12}  =  (A,11)0  +(A,10)t  +(A,9)2 

+  (M)4 

{18}  =  (A,17).  +(A,16),  +(M5), 

+  (A,12), 

{13}  =  (A,12)0 

• 

{17}  =  (A,16)0 

• 

{14}  =  (A,13),  +(A,12)t 

* 

{16}  =  (A,15)0  +  (A,14), 

{15}  =  (A,14)0                  +(M8)t 

+(A,10), 

+  (< 

so  wie                  „         i    » 

i^                                    t            % 

S0={0}+{30(, 

D0  «=  {0} 

-{30} 

Sl={1}+{29}, 

J>t -M| 

-{29} 

(A,0) 


6 


etc.  etc. 

Man  kann  bemerken,  dass  in  diesen  Endgleichungen  drei  Paare  von 
Gleichungen  vorkommen,  in  welchen  die  Coefficienten  der  Hauptglie- 
der von  einander  verschieden  sind,  nemlich  die  Gleichungen  für 
(MO)  und  (d,10),  für  (*,12)  und  (d,12),  und  für  (s,U)  und  (<M4). 
Diess  rührt  davon  her,  dass  die  Quotienten  30:10,  30:6,  und  30:2 
ungrade  Zahlen  sind.  (Vergl.  Art.  63.)  Da  sowohl  die  vorstehenden 
Gleichungen  wie  die  Endgleichungen  so  einfachen  Regeln  folgen, 
so  kann  man  sie  alle,  auch  ohne  die  oben  erklärten  Vorbereitungen 
vorzunehmen,  ohne  Weiteres  für  jeden  speciellen  Fall  aufstellen, 
zumal  wenn  man  einige  Beispiele  vor  sich  hat,  die  allen  anderen 
als  Leitfaden  dienen  können. 

Die  Gleichungen  für  die  Prüfungsintervalle  sind  im  gegenwärti- 
gen Falle 
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*•  -  -  n  (°}' 

«.  -  -  T  W 
»»4  p-  ~  |  {*}' 
m5  =  -  |  {5}' 

".  -  -  T  {6}' 
wo  wie  oben  {0}'  die  Summe  aller  [ft]„  {1}'  die  Summe  aller  [Jfe],  u.s.w. 
bedeuten. 

67. 
Sei  ferner 

n  =  24 
also  p  =  12,  eine  grade  Zahl.     Es  werden  hier 

X  =  3,  =  4,  =  6,  =  8,  n  _  7 
und  es  sind  daher  zu  messen 

[0].,  [1]», [23], 

[0]i,  [2],, [28], 

[0]„  [3], [21], 

[0]„  [4]„ [20], 

[0]«,  [6]4,  [<«]«,  [18]4 
[0].,  [8]„  [16]5, 
[0]«,  [12], 
im  Ganzen  59  Grössen.     Ferner  bekommt  man 
(A,0),=    [0]0  -   [1]o,       (MX-    [0],  -  [2], 
(M).-    [1].  -  [2]„,       (M)i-    [2],  -  [4], 
etc.  bis  etc.  bis 

(A,21),  «*  [21],  -[22], ,     (A,18),  »  [18],  -[20], 
(A,22),  =*  [22],  -[23], ,    (A,22),  =  [20],  -[22], 

(A,0),  -•    [0],  -  [3], ,  (A,0),  =    [0],  -  [4], 

(A,3)2  -.    [3],  -  [6], ,  (A,4),  =    [4],  -  [8], 

etc.  bis  (A,8)s  =    [8],  —[12], 

(A,15),  =  [15],  -[18], ,  (A,12),  =  [12],  -[16], 

(A,18),  =*  [18],  -[21], ,  (A,16),  =  [16],  -[20], 
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(*,0)4  : 

-    [0]« 

-  [6]4 . 

(M)6  - 

[0].  ■ 

-  [8], 

(A,6)<  : 

-     [*)• 

-[«L. 

(ä,8)5  = 

[«].  - 

-[16]i 

(A,12)4  : 

=  [12]4 

-[18]«,. 

(A,0),  = 

[0].  - 

-[12], 

ferner 

>0|  = 

-[0V 

«[0],  - 

-[0],  -[01, 

-[0]< 

-[0]5  - 

■[0], 

{24{  = 

[23]„  +[22],  + 

[21  ^  +[20] 

»  +[18]4  +[16] 

.  +[<2] 

{1{  = 

(A,0)o 

|23|  = 

(*,**)• 

{*!=* 

(M)o 

+  (A,0)t 

■ 

{22}  = 

(A,21)0 

+(M0), 

• 

|S|- 

(*,*)• 

/ 

+  (M). 

{21}  = 

(A,20)o 

+  (A,18),« 

1*1  = 

(A,3)„ 

+  (M). 

• 

'  (M), 

{20}  = 

(A,19)0 

+  (A,18), 

-+■ 

(M6), 

1*1* 

(M). 

}19l  = 

(A,1  8), 

, 

j6}  = 

(A,5). 

+  (M), 

-i-  (M), 

+  (M)4 

{18}  = 

(A,17). 

+  (A,16), 

+  (A,15), 

+  (A,12)4 

M- 

(M). 

{17}  = 

(A,16)0 

• 

{8j  = 

(A,7)0 

+   (A,6), 

+ 

(M), 

+(M). 

;i6;  =i 

(M 5), 

+  (*,U), 

+  l 

;a,i2), 

+  (A,8)6 

j9}  = 

(M)t 

+   (A,6)2 

{15}  = 

(M  *)o 

+  (A,12)2 

jioj  = 

(*,»)• 

+   (A,8), 

. 

{14}  = 

(A,13)0 

+  (A,12), 

{11}  = 

(A,10)o 

{13}  = 

(M2)0 

{12}  = 

(A,11)0 

+(A,10)t 

+(M)>  + 

(A,8), 

+(A,6)4 

+ 

und  hieraus 

(M). 

S0  =  {0}+{24}  ,    fl„  -  {0}-{24} 
S|Ä|1j+{23},    D,  =  {1}-{23} 
etc.  etc. 

Hier  kommt  nur  ein  einziges  Paar  von  Endgleichungen  vor,  in  wel- 
chem der  Coefficient  des  Hauptgliedes  verschieden  ist,    nemlich   die 
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Gleichungen  für  ($,8)    und  (rf,8),  da  hier   unter  den  Quotienten  n:l 
der  einzige  24:8  eine  ungrade  Zahl  ist. 

Die  Endgleichungen  sind  wieder  der  angehefteten  Tafel  ein- 
verleibt worden.  Die  Prüfungsintervalle  bekommen  jetzt  die  folgen- 
den Ausdrücke 

3|* 

*r 

51' 


m0  = 

— 

4 
24 

mx  = 

— 

4 

42 

ro2  = 

— 

4 
~8~ 

w3  = 

— 

4 

mA  = 

— 

4 
T 

mb  = 

• 

— r 

4 
3 

m6  = 



4 

T 

6}' 
wo  wieder  {0}',  {1}',  etc.  die  mehrmals  genannten  Summen  sind. 


68. 


Sei  endlich  noch 


»=  12 

woraus 

;>  = 

6,  A  = 

=  3,  =  4,  i] 

=  5 

folgen. 

Zu  messen  sind  jetzt 

^ 

[0]«, 

[<].. 

.  ...    [M]o 

[0]i, 

[*]*. 

.  .  .  .    [10], 

lo]»> 

[3]i, 

[6]„  [9]2 

[0]i, 

[*].. 

W. 

[0]4, 

[•]. 

im    Ganzen    27 

Grössen 

Des  Weiteren 

folgen 

i    hieraus    die   Aus 

drücke : 

(A,0)o  - 

-  [o]«  - 

-  '[■«]« 

,    (M)i- 

[0]i 

-  m. 

('M)„  = 

-  [<].  - 

-  ■[*]. 

,  •  (M)i  — 

Mi 

-  w. 

etc.  bis 

(M).  = 

[*]i 

-  [6], 

(M).  - 

-  [9]o  - 

-[10]„ 

,     (M)i- 

[«]t 

-  [«]. 

(M  0), » 

"[<<>].  - 

-[«]. 

,    (M)i- 

t«]i 

^[10], 

1 
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(A,0)2  =  [0],  -[3], ,  (A,0)s  =  [0],  -[4] 

(4,3),  =  [3],  -[8], ,  (M),  =  [*]s  -[8], 

(A,6)2  «  [6],  —[9], ,  

Lj"  (A.0),  =  [0],  -[6]4 


im  Ganzen  27  Grössen.     Ferner 

|0j  =  -[0],  -   [0],  -[0],  -[0]3  -[0]4 
J.12J  =     [U]0  +[10],  +[9],  +[8]8  +  [6]4 


Mi 

= 

(A,0)0 

jiij 

= 

(A,10)0 

• 

\*\ 

= 

(A,1)« 

+(A,0), 

iioj 

^ 

(A,9). 

+(A,8), 

13} 

= 

(A,2)„ 

+(A,0)2 

1*1 

= 

(A,8)0 

+(A,6)2 

1*1 

= 

(A,3)0 

+(M), 

+(A,0), 

l«l 

:— 

(A,7)0 

+(A,6.), 

+(A,4)3 

^s 

(M)o 
(A,6)0 

w 

= 

(A,5)0 

+(A,4), 

+(A,3)2 

4-(*,0)4 

««  =  {0}  +{12},     S,  =  {1}  +(11 },  etc. 

D0=  \0\   ->12j,     />,=  jlj   _{H|,  etc. 

und  die  Endgleichungen: 

Erstes  System. 

-(«,1)   -(*,2)   -  («,3)  -  (*,4)  -(*,6)  +S0  =  0 

+2(*,1)   -(«,2)  +S,  =  0 

-C«,1) +4(8,2)   -   (s,3)  -  (*,4)  +S,  =  0 

-(*,2)   +4(*,3)  -  («,4)  _(*,6)  +S3  =  0 

-(*,2)   -   (*,3)  +5(*,4)  —  (*,5)   —  (*,6)  +S4  =  0 

-  (*,4)+2(*,5)  —(«,6)  +S5  =  0 
-  (*,3)  -  («,4)  _(*,5)+4(«,6)  +{6}=  0 

Zweites  System. 

— (d,i)  -   (d,2)  -   (rf,3)  -  (d,4)  -2Af  +i)0  -  0 

+2(d,1)  -  (<*,2)  +D,  =  o 

— (rf,1)   +4(d,2)  -  (d,3)  -  (rf,4)  +DlS0 

-  (d,2)   +4(d,3)  -  (<*,4)  +ß3  =  0 

-  (<*,«)  +   (d,3)  +7(d,4)  -  (d,5)  +D4  =  0 

-  (d,i)  +2(d,5)  +ös  =  0 

42* 
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in  welchen 

M  =  m0  +mx  -Hwi2  +^3  +w4 
ist.    Da  der  Quotient  12:4  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  ist  hier  in  den 
Gleichungen  für  («,4)  und  (d,4)  eine  Verschiedenheit  der  Coefficienta 
der  Hauptglieder  entstanden.    Für  die  Prüfungsintervalle  ergiebt  sich 

«•  -  -  s  l°!' 

«i  -  -  4-  i«r 

«,  -  -  |  |3{' 

im  =  -  i.  I*}' 

wo  wieder  jO}',  {<}',  etc.  die  bekannten  Summen  sind. 

69. 

Rechnet  man  für  dieses  Beispiel  auch  die  Gewichte  der  Unbe- 
kannten, so  findet  man,  den  Erklärungen  des  Art.  65  gemäss,  auf 
bekannte  Weise 

0,1]  =  0.594,  0,2]  =  0.374,  [«,.3]  =  0.383 

0,4]  =  0.368,  [*,5]  =  0.803,  [s,6]  =  ^j 

[</,1]  =  0.584,  [d,2]  =  0.333,  [rf,3]  =  0.289 

[d,4]  =  0.173,  [rf,5]  =  0.543 
Hieraus  folgen  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  52,  welche  auch  hier 
Geltung  haben, 

i>(1)  =  i>(11)  =  1.70 

i>(2)  =  P(1 0)  =  2.83 

P(3)  =  P(9)    bs  2.98 

•  P(4)  =  P(8)     =  3.70 

P(5)  =  P(7)     =  1 .50 

P(6)  «  4.66 

und  selbstverständlich 

J\m,)  =    6 
/'(inj)  =    4 

I\fn3)=*    3 
P(m4)  =     2 
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Vergleicht  man  diese  Gewichte  der  Theilungsfehler  mit.  den 
im  Art.  5jB  durch  das  zweite  Verfahren  erhaltenen,  so  findet  man  im 
Allgemeinen  nur  geringe  Unterschiede,  nur  machen  P(\)  und  P(&) 
hievon  eine  Ausnahme,  da  sie  hier  wesentlich  kleiner  sind  als  dort. 
Diess  wird  bei  dem  gegenwärtigen  Verfahren  stets  bei  solchen 
Theilstrichen  stattfinden,  die  von  den  Combinationen ,  welche  die 
von  der  Eins  verschiedenen  Theiler  von  n  gewähren,  nicht  betroffen 
werden;  die  erhaltenen  Gewichte  sind  jedoch  immer  noch  so  gross, 
dass  sie  für  annehmbar  gehalten  werden  können. 


Nachträgliche  Bemerkungen. 

70. 

Das  im  Vorhergehenden  entwickelte  erste  Verfahren  verdient  in 
allen  Fällen,  wo  es  angewandt  werden  kann,  unbedingt  vor  dem 
zweiten  und  dritten  den  Vorzug.  Nicht  nur  dass  es  den  Unbekann- 
ten der  Aufgabe  die  grösst möglichen  Gewichte  zutheilt,  also  diese 
so  sicher  wie  möglich  bestimmt,  sondern  es  führt  auch  selbst  bei 
grossen  Werthen  von  n  auf  sehr  kurze  Rechnungen,  und  lässt  sich 
folglich  in  dieser  Beziehung  am  leichtesten  anwenden.  Aber  wenn 
die  Anzahl  n  der  Intervalle  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  wächst, 
so  vermehren  sich  die  auszuführenden  Messungen  in  so  grossem 
Maasse,  (sehr  nahe  im  Verhältniss  von  n2,)  dass  ihre  Ausführung  be- 
schwerlich wird,  wenn  man  nicht  ein  Weniges  von  der  Strenge  ver- 
geben will;  wie  weiter  unten  erklärt  werden  wird. 

Das  zweite  und  dritte  Verfahren  können  in  Bezug  auf  die  Ge- 
nauigkeit, welche  sie  gewähren,  mit  einander  in  nahe  gleiche  Linie 
gestellt  werden,  es  besitzt  aber  das  dritte  Verfahren  vor  dem  zwei- 
ten den  Vorzug,  dass  es  auf  kürzere  Rechnungen  führt.  Ich  habe 
das  dritte  Verfahren  vor  vielen  Jahren  zu  verschiedenen  Malen  auf 
den  Fall  n  =  60  angewandt,  und  weder  die  Ausführung  der  Mes- 
sungen noch  die  der  Rechnung  beschwerlich  gefunden. 
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71. 

In  manchen  Fällen  kann  man  die  Theilungsfehler  der  beiden 
Endstriche  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  Null  machen,  aber 
nicht  immer.  Wenn  es  sich  blos  darum  handelt,  durch  die  Bestim- 
mung der  Theilungsfehler  die  ungleichen  Intervalle  des  Maassstabes 
auf  ein  gleiches  Maass  hinzufuhren,  und  nicht  verlangt  wird,  dass 
derselbe  irgend  ein  bestimmtes  Maass  darstelle,  z.  B.  Millimeter,  Centi- 
meter,  u.  s.  w.  oder  Linien,  Zolle  u.  s,  w.,  dann  können  immer 
(0)  =  0  und  (n)  =  0  gesetzt,  und  diese  Annahmen  schliesslich  bei- 
behalten werden.  Wenn  aber  der  zu  berichtigende  Maassstab  ein 
bestimmtes  Maass  darstellen  soll,  und  man  zu  dem  Ende  ausser  den 
hier  erklärten  Messungen  und  Berechnungen  auch  die  ganze  Länge 
desselben  mit  einem  anderen  Maassstabe,  dessen  Länge  genau  be- 
kannt ist,  durch  Hülfe  eines  Comparators  verglichen  hat,  dann  kann 
der  Fehler  des  einen  Endstriches  nicht  mehr  gleich  Null  gesetzt, 
sondern  muss  dem  Resultate  dieser  Vergleichung  entsprechend  an- 
genommen werden.  Bei  der  Berechnung  der  Theilungsfehler  aus  den 
in  dieser  Abhandlung  beschriebenen  Messungen  kann  man  zwar  wie- 
der, wie  oben  erklärt  worden  ist,  (0)  =  0  und  (n)  =  0  annehmen, 
aber  die  Berücksichtigung  des  Resultats  der  Vergleichung  durch  den 
Comparator  muss  hierauf  durch  Anwendung  der  Sätze  der  Artt.  17, 
18,  19  vorgenommen  werden. 

Andere  Fälle  dieser  Anwendung  werden  auch  vorkommen  kön- 
nen, wie  sich  aus  dem  Folgenden  ergeben  wird. 


72. 

Eine  wesentliche  Abkürzung  der  Arbeit,  welche  die  rationelle 
Bestimmung  der  Theilungsfehler  eines  Maassstabes,  zumal  bei  grossen 
Werthen  von  n,  verursacht,  besteht  darin,  dass  man  den  zu  berich- 
tigenden Maassstab  zuerst  in  zwei  oder  mehrere  gleiche  Abtheilungen 
theilt,  die  Theilungsfehler  der  Endstriche  derselben  bestimmt,  und 
hierauf  das  nemliche  Verfahren  auf  alle  Theilstriche  einer  jeden  Abthei- 
lung anwendet.  Wäre  z.  B.  der  Maassstab  durch  die  auf  demselben 
angebrachten  Theilstriche  in  60  Intervalle  getheilt,  so  kann  man  ihn 
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zuerst  in  zehn  gleiche  Theile  theilen,  unter  der  Annahme  n  =  1 0 
die  Theilungsfehler  der  Endstriche  dieser  Abtheilungen  bestimmen, 
und  wenn  diess  geschehen  ist ,  die  Bestimmung  der  Fehler  der  ein- 
zelnen Theilstriche  innerhalb  einer  jeden*  dieser  Abtheilungen  vor- 
nehmen, wobei  tt  ~  6  zu  setzen  ist. 

Bei  der  Anwendung  dieses  Verfahrens  muss  die  Bestimmung 
der  Fehler  der  einzelnen  Theilstriche  einer  jeden  Abtheilung  so  aus- 
geführt werden,  dass  die  Fehler  der  Endstriche  die  schon  vorher 
bestimmten  Werthe  derselben  wiederbekommen,  was,  nachdem  man 
erst  dieselben  gleich  Null  gesetzt  hat,  gleichfalls  durch  die  Sätze  der 
Artt.  17,  48,  19  geschieht.  Auf  diese  Weise  kann  man  immer  das 
obige  erste  und  vollkommenste  Verfahren  ohne  Beschwerlichkeit  an- 
wenden. 

Wenn  auch  die  Anzahl  der  Intervalle  der  Abtheilungen,  welche 
man  wählt,  kein  Theiler  der  Gesammtzahl  aller  auf  dem  Maassstabe 
vorhandenen  Intervalle  ist,  so  bildet  diess  durchaus  kein  Hinderniss 
für  die  Anwendung  des  Verfahrens.  Wenn  etwa  der  ganze  Maass- 
stab 62  statt  60  Intervalle  besässe,  so  würde  diess  keine  andere 
Veränderung  bewirken,  als  dass  bei  der  Bestimmung  der  Fehler  der 
einzelnen  Theilstriche  in  Bezug  auf  die  erste  oder  letzte  Abtheilung 
n  =  2  statt  =6  anzunehmen  wäre.  Dieses  Verfahren  lässt  überhaupt 
bei  seiner  Anwendung  grosse  Mannigfaltigkeit  zu. 

Es  darf  nach  der  Darlegung  dieses  Verfahrens  nicht  unerwähnt 
gelassen  werden,  dass  durch  die  Anwendung  desselben  die  Summe 
der  Quadrate  aller  übrig  bleibenden  Fehler  zwar  nicht  in  aller 
Strenge  ein  Minimum  wird,  aber  immer  nur  äusserst  wenig  vom 
Minimum  abweichen  kann.  Es  giebt  übrigens  ein  immer  anwend- 
bares Mittel  um  das  Minimum  so  nahe,  wie  man  will,  herzustellen. 
Dieses  Mittel  besteht  darin,  dass  man  der  Bestimmung  der  Fehler 
der  Endstriche  der  Abtheilungen  eine  grössere  Anzahl  von  Wieder- 
holungen der  einzelnen  Messungen  zu  Grunde  legt,  als  der  Be- 
stimmung der  Fehler  der  einzelnen  Theilstriche.  Die  Gewichte  jener 
Bestimmungen  werden  dadurch  vergrössert,  und  somit  das  genannte 
Minimum  vollständiger  oder  richtiger  zu  Wege  gebracht.    : 
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73. 

Um  die  verschiedenen  Verwandelungen ,  denen  bei  der  An- 
wendung des  im  vor.  Art.  'beschriebenen  Verfahrens  die  zuerst  erhal- 
tenen Werthe  der  Theilungsfehler  unterliegen ,  in  ein  helleres  Licht  zu 
stellen,  möchte  ein  kleines,  wenngleich  fingirtes,  Beispiel  Dienste 
leisten  können,  und  es  soll  daher  ein  Maassstab  beispielsweise  auf 
diese  Art  berichtigt  werden.  Wir  nehmen  an ,  dass  derselbe  wie  folgt 
eingerichtet  sei. 

Er  sei  seiner  ganzen  Länge  nach  in  zwölf  Centimeter  getheilt, 
und  nicht  nur  das  erste  Centimeter  in  Millimeter,  sondern  die  Milli- 
metertheilung  soll  auch  aus  zwölf  Intervallen  bestehen,  von  denen 
also  die  zwei  letzten  in  das  zweite  Centimeter  zu  liegen  kommen. 

Diese  zuletzt  genannte  Einrichtung  gewährt  den  Vortheil,  dass 
wenn  nachher  mit  dem  berichtigten  Maassstabe  eine  Linie  zu  messen 
ist,  deren  Lange  sehr  nahe  eine  volle  Anzahl  von  Centimetern  beträgt, 
man  weniger  gebunden  ist. 

Sehen  wir  zuerst  von  der  Millimetertheilung  ab,  und  nehmen  die 
Centimetertheilung  vor.  Dan  =  4  2  ist ,  so  soll  angenommen  werden, 
dass  man  zuerst  den  Maassstab  in  drei  Theile  getheilt,  also  die  Fehler 
der  Theilstriche  0,  4,  8,  1 2  bestimmt  habe ,  und  dass  man  hierauf  zur 
Bestimmung  der  einzelnen  Theilstriche  einer  jeden  dieser  drei  Abthei- 
lungen übergegangen  sei.  Die  Resultate  dieser  Messungen  sollen  die 
folgenden  Zahlenwerthe  sein,  in  denen  das  Zehntel-Millimeter  zur 
Einheit  angenommen  worden  ist,  welche  Einheit  auch  in  der  ganzen 
Rechnung  beibehalten  werden  soll. 

Die  Drittheilung  des  ganzen  Maassstabes. 

[0]„=  —2.20,  [0]t  =  —1.38 
[1]0  =  —1.90,  [1],  a-  -1.50 
[2]0  =  —2.29 

Die  Centimeterstriche  der  ersten  Drittheilung. 

[0],  =  +0.73,  [0],  =  —1.78,  [0]2  =  +0.04 

[4]0  =  -1-0.84,  [1],  =  —1.54,  [1]a  =  +0.05 

[2]0  =  +0.88,  [2],  =  -1.70 
[3]a  _  +0.73 
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Die  Centimeterstricbe  der  zweiten  Drittheilung. 

[0],  =  +0.80,  [0]i  =  —1.63,  [0]2  =  +0.20 

[1]0  =  +0.907  [1]i  =  —1.46,  [1]2  =  +0.30 

[2]0  =  +0.90,  [2],  =  —1.58 
[3]0  =  +0.85 

Die  Centimeterstricbe  der  dritten  Drittheilung. 

[0],  =  +0.86,  [0],  =  —1.74,  [0],  =  —0.04 

[|]0  =  +0.66,  [1],  =  —1.72,   [1]2  =  —0.19 

[2]0=  +0.90,  [2]t  =  —1.79 
[3]0  =  +0.64 

Es  wird  hiebei  zugleich  angenommen ,  dass  die  Ergebnisse  der  Drit- 
theilung des  ganzen  Maassstabes  auf  einer  grösseren  Anzahl  von  ein- 
zelnen Messungen  beruhen,  als  die  anderen  vorstehenden  Ergebnisse. 

Durch  Anwendung  des  obigen  ersten  Verfahrens,  und  unter  der 
Annahme,  dass  die  Fehler  der  Endstriche  einer  jeden  Abtheilung  Null 
seien ,  geben  die  vorstehenden  Messungsergebnisse  die  folgenden  Thei- 
lungsfehler,  bei  welchen  die  Bezeichnungen  0,  1,2,  bis  12  der  auf 
einander  folgenden  Centimeterstriche  des  Maassstabes  angewandt  wor- 
den sind: 


(0)  = 

0 

(4)  =  +0.0625 

(»)-- 

-0.1675 

• 

('•  2)  =* 

0 

(0)  = 

0 

(?)  = 

—0.0165 

(1)  = 

+0.0775 

(»)- 

0 

(2)  = 

+0.0390 

(9)  = 

—0.0850 

(3)  = 

—0.0715 

(10)  = 

—0.0040 

(*)  = 

0 

(11)  = 

—0.1210 

(»)- 

+0.0845 

(12)  = 

0 

(6)  =  +0.0270 

Unter  der  Annahme,  dass  kein  Grund  zur  Berichtigung  der  bei- 
den Endstriche  des  ganzen  Maassstabes  vorliege,  bleibt  die  vorstehende 
erste  Abtheilung  der  Theilungsfehler  unverändert,  aber  die  zweite  Ab- 
theilung muss  den  Resultaten  der  ersten  gemäss  verwandelt  werden, 
um  die  wahren  Theilungsfehler  der  übrigen  Theilstriche  zu  erhalten. 
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Diese  Verwandlung  geschieht  durch  die  Gleichung  (k)  des  Art.  1  7,  in 
welcher  für  (0)  und  (»)  nach  einander 

(0)  =0  (»)  =  +0.0625 

(0)  =  +0.0625,     (»)  =s  —0.1675 
(0)  =  —0.1675,     (»)  =      0 
gesetzt  werden  müssen.     Man  bekommt  hiemit 

d{0)  =      0  d(7)  =  —  0.4101 

d(1)  =  +0.0156       d(8)  =s  —0.1675 

d(9)  =  —0.1257 
d{\  0)  =  —0.0838 
d(H)  =  —0.0419 
d'(1 2)  =       0 
d(6)  =  —0.0525 
Die  Addition  dieser  Verbesserungen   zu  den  vorstehenden  Wer- 
then  der  Theilungsfehler  giebt 

(0)  =0  (7)  =  —0.1266 

(1)  =  +0.0931        (8)  =  —0.1675 

(2)  =  +0.0703       (9)  =  —0.2107 

(3)  =  —0.0246     (10)  =  —0.0878 

(4)  =  +0.0625     (II)  =  —0.1629 

(5)  =  +0.0895     (12)  =       0 

(6)  =  —0.0255 

welches  die  definitiven  Theilungsfehler  der  Centiinelertheilung  sind. 


48)- 

+0.0313 

^(3)  = 

+0,0469 

m  = 

+0.0625 

*;»)  = 

+0.0050 

74. 

Gehen  wir  zur  Millimetertheilung  Über,  so  ist  wieder  n  =  12, 
und  wir  könnten  daher  diese  Theilung  eben  so  behandeln  wie  jene; 
um  aber  eine  Veränderung  in  das  Beispiel  einzuführen ,  soll  diese  Thei- 
lung  etwas  anders  behandelt  werden.  Zuerst  soll  die  ganze  Milli- 
metertheilung in  zwei  gleiche  Hälften  getheilt  werden,  jede  dieser  letz- 
teren wieder  in  zwei  Hälften  zerlegt ,  und  darauf  sollen  in  diesen  vier 
Abtheilungen  von  je  drei  Intervallen  die  einzelnen  Theilstriche  vorge- 
nommen werden.     Die  Resultate  dieser  Messungen  seien  : 

Erste  Halbirung. 
[0]0=  -0.16 
[4]0  =  -0.34 
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Halbirung  des  ersten  Theils  derselben. 

[0],  mc  -0.25 

[1]0  =  -0.21 

Halbirung  des  zweiten  Theils  derselben. 

[0]„=  +0.14 
[|]0  =  -0.78 


Das  erste  Viertel. 


101. 

iXlo 


[0J, 


-0.27, 
-0.25, 
4-0.28 

Zweites 

+-0.27, 
4-0.08, 
-0.47 


Drittes  Viertel 


[0>  = 


hO.14, 
1-0.18, 
-0.20 

Viertes 


0]. 


—0.34 
+0.23 


Viertel. 
0],= 


0.43 
0.26 


0]i  = 
Viertel. 


0.53 
0.18 


0],  =  —0.06 
1],  =  —0.14 


[0],  =  -0.40, 
[l]0=  +0.18, 

[2]0  =  —0.50 
Es  sollen  hiefür  die  nemlichen  Voraussetzungen  gelten  wie  oben. 

Die  Anwendung  des  ersten  Verfahrens  auf  diese  Messungsergeb- 
nisse liefert,  wenn  auch  die  Millimeterstriche  der  Reihe  nach  mit  0,1,2, 
bis  12  bezeichnet,  und  Anfangs-  und  Endstrich  jeder  Abtheilung  als 
fehlerfrei  »betrachtet  werden,  die  Werthe 

(0)-       0 
(6)  =  —0.09 

(12)     *B  0 

(0)  =       0       ,        (6)  «       0 


(3)  =  +0.02  ,       (9) 
(6)=       0       ,     (12) 


—0.46 
0 
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P.  A. 

Hansen,        * 

(0)  -      o 

(7)  b  —0.1025 

(1)  =  +0.1950 

(8)  =  —0.2425 

(2)  =  +0.3650 

(9)==      0 

(3)=      0 

(10)  =  +0.1650 

(4)  =  —0.2975 

(11)  =  —0.2550 

(5)  =  —0.4175 

(12)  =      0 

(6)=      0 

welche  mehreren  Verwandlungen  unterworfen  werden  müssen.  Die 
erste  Abtheilung  bleibt  wieder  ungeändert,  aber  die  zweite  und  dritte 
werden  durch  die  Gleichung  (k)  des  Art.  1 7 ,  indem  man  darin  n  =  2, 
und  einestheils 

(0)  =  0,   (n)  =  —0.09 
andern  theils 

(0)  =  —0.09,  (»)  =  0 

setzt,  verwandelt.     Man  bekommt  somit 

d(0)  =       0 
d(3)  =  —0.045 
#ß)  =  —0.09 
d(9)  =  —0.045 

<*(12)=       0 

womit  die  zweite  und  dritte  vorstehende  Abtheilung  der  Theilungs- 
fehler  sich  vereinigen ,  und  in 

(0)-      o 

(3)  =  —0.0250 

(6)  =  —0.0900 

(9)  «b  —0.5050 
(12)  -      0 
übergehen.     Wendet  man  hierauf  die  Gleichung  (k)  an,   indem  man 
n  =s  3  setzt ,  so  gehen  die  folgenden  Correctionen  hervor 

4(0)  =      0  <J(7)  =  —0.2283 

<r(1)  ==  —0.0083  <*(8)  ss  —0.3667 

4(2)  =  —0.0167  4(9)  s=  —0.5050 

4(3)  =  —0.0250  4(10)  =s  —0.3367 

4(4)  =  —0.0467  4(11)  =  —0.1683 

4(5)  -s  —0.0683  4(12)  =      0 
4(6)  =  —0.0900 
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welche ,  zu  den  obigen  Werthen  der  Tbeilungsfehler  addirt ,  weiter 
ergeben : 

(0)  sb       0  (7)  =  —0.3308 

(1)  =  +0.1867  (8)  ■  —0.6092 

(2)  =  +0.3483  (9)  =  —0.5050 

(3)  =  —0.0250  (10)  =s  —0.1717 

(4)  =s —0.3442  (11)  =s  —0.4233 

(5)  =  —0.4858  (12)  ss      0 

(6)  =  —0.0900 

Mit  diesen  Werthen  muss,  aus  dem  Grunde,  dass  zwei  Theilstriche  beider 
Theilungen  mit  einander  identisch  sind,  und  folglich  in  jeder  Theilung 
dieselben  Fehler  bekommen  müssen,  noch  eine  Verwandelung  vorge- 
nommen werden.  Der  erste  mit  0  bezeichnete  Theilstrich  ist  in  beiden 
Theilungen  der  nemliche,  und  hat  schon  im  Vorhergehenden  denselben 

• 

Fehler  (=  0)  erhalten.  Der  Theilstrich  ferner,  welcher  in  der  Cen- 
time tertheilung  mit.  1  bezeichnet  wurde,  ist  der  nemliche,  der  in 
der  Millimetertheilung  die  Bezeichnung  10  bekommen  hat,  und  der 
Fehler  desselben  ist,  wie  nicht  anders  sein  konnte,  durch  die  vor- 
hergehende Rechnung  für  die  beiden  Theilungen  verschieden  ausge- 
fallen.  Der  für  die  Millimetertheilung  erhaltene  Werth  dieses  Fehlers 
muss  auf  denjenigen,  welcher  sich  für  die  Centimetertheilung  ergeben 
hat ,  zurückgeführt  werden ,  und  dazu  dienen  die  Gleichungen  des  Art. 
IQ.     Für  unser  Beispiel  muss  zu  dem  Ende  in  diesen  Gleichungen 

c=0,     (c)=s0,  (y)=0 

n  -~  1Z'       e  s=  10,  (e)  =  +0.0931,   («)  =  —0.1717 

gesetzt  werden,  woraus  sich  zunächst 

C  =  0,  E=  +0.02648 

ergeben.     Aus  der  Gleichung  (&')  des  angezogenen  Art.  folgen  nun 

(J'(O)  s=      0  ^(7)  s=  +0.1854 

<y(1)  =  +0.0265  #{&)  s=  +0.2119 

#(%)  =s  +0.0530  <T(9)  =  +0.2384 

<T(3)  =s  +0.0795  <r(10)  ==  +0.2648 

<T(4)  =s  +0.1059  <T(11)  ss  +0.2913 

<T(5)  =  +0.1324  <T(12)  =  +0.3178 
d'(6)  s=  +0.1589 
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durch    deren   Anbringung    an    die    zuletzt    erhaltenen   Theilungsfeh- 
ler  man 

(0)  ss      0  (7)  =  —0.4454 

(1)  =  +0.2432        (8)  =  —0.3973 

(2)  =  +0.4013        (9)  =  —0.2666 

(3)  «  -1-0.0545  (10)  SM  +0.0934 

(4)  Ä  —0.2383  (11)  =  —0.1320 

(5)  =  —0.3534  (12)  »  -4-0.3478 
.(6)  =  +0.0689 

erhält,  welches  die  definitiven  Theilungsfehler  der  Millimetertheiluug 
sind. 

Wenn  man  auch  die  Werthe  der  m0 ,  m, ,  etc.  kennen  lernen  will, 
so  sind  die  Verwandlungen  der  zuerst  erhaltenen  Werthe  derselben 
auf  ahnliche  Weise  auszuführen. 

75. 

Es  ist  schon  oben  darauf  aufmerksam  gemacht  worden ,  dass  die 
in  diesem  Abschnitte  erklärten  Yerfahrungsarten  in  sofern  nicht  voll- 
kommen strenge  sind,  als  sie  die  Summe  aller  übrigbleibenden 
Fehlerquadrate  nicht  streng  zum  Minimum  machen;  es  ist  jedoch 
ein  Mittel  angegeben  worden ,  durch  dessen  Anwendung  man  die 
genannte  Summe  ihrem  Minimum  so  nahe  bringen  kann,  wie  man 
will.  Man  kann  aber  auch  anders  verfahren,  denn  Nichts  hindert, 
die  hier  erklärten  Yerfahrungsarten  einer  strengen  Auflösung  zu  un- 
terwerfen, durch  welche  die  genannte  Summe  sofort  ein  Minimum 
wird.  Je  nachdem  man  den  Maassstab  in  zwei  oder  mehrere  gleiche 
Haupttheile  theilt,  wird  das  strenge  Verfahren  etwas  anders  aus- 
fallen, und  es  werden  unter  diesen  Umständen  sich  verschiedene 
Yerfahrungsarten  bilden,  welche  alle  eine  Aehnlichkeit  mit  einander 
sowohl  wie  mit  dem  ersten  Verfahren  haben,  und  die  man  daher 
Varianten  des  ersten  Verfahrens  nennen  kann. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht  alle  diese  Verfahren  hier  ausfuhrlich 
zu  entwickeln,  sondern  es  soll  nur  eines  derselben  ausführlich  dar- 
gestellt werden,  und  zwar  dasjenige,  welches  sich  auf  den  Fall 
bezieht,  dass  man  den  Maassstab  in  zwei  gleiche  Hauptabtheilungen 
zerlegt  habe;  es  ist  hierauf  mit  keinen  Schwierigkeiten  verknüpft, 
auch  andere  Varianten  des  ersten  Verfahrens  zu  entwickeln. 
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Variante  zum  ersten  Verfahren. 

76. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  man  den  zu  berichtigenden 
Maassstab  zunächst  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt,  und  von  den  Inter- 
vallen beider  Abtheilungen  abgesondert  alle  Combinationen  zu  je  zweien 
gemessen,  oder  mit  anderen  Worten  mit  einem  passenden  Prüfungsinter- 
vall verglichen  habe;  die  Prüfungsintervalle,  welche  man  in  jeder  Ab- 
theilung benutzt  hat,  sollen  dieselben  sein.  Es  setzt  diess  voraus,  dass 
die  Anzahl  aller  Intervalle  des  Maassstabes  eine  grade  Zahl  sei ,  was 
gemeiniglich  der  Fall  ist;  sollte  indess  diese  Anzahl  eine  ungrade 
Zahl  sein ,  so  kann  man  vorläufig  das  eine  Endintervall  weglassen, 
und  nach  ausgeführter  Berichtigung  der  übrigen  Intervalle,  nach  dem 
hier  zu  entwickelnden  Verfahren,  dasselbe  durch  besondere  Messungen 
bestimmen.  Bezeichnen  wir  die  Anzahl  aller  Intervalle  des  zu  berich- 
tigenden Maassstabes  mit  2n,  so  bekommen  wir  für  die  erste  Ab- 
theilung die  nemlichen  ursprünglichen  Gleichungen,  welche  im  Art.  7 
angegeben  worden  sind ;  wobei  aber  zu  bemerken  ist,  dass  die  letzte 
dieser  Gleichungen  nicht  weggelassen  werden  darf,  da  sie  im  gegen- 
wärtigen Falle  auf  keine  Unbestimmtheit  hinführt.  Die  ursprünglichen 
Gleichungen,  welche  die  zweite  Abtheilung  liefert,  haben  genau  die- 
selbe Form,  wie  die  eben  genannten,  nur  müssen  in  ihnen  alle 
eingeklammerten  Indices  um  die  Zahl  n  vergrössert  werden. 

Aus  diesen  Erklärungen  entnimmt  man  leicht,  dass  im  gegen- 
wärtigen Falle  die  erste  Reihe  der  ursprünglichen  Gleichungen  die 
folgenden  enthält: 

—  (0)       +     (1)       +m0  +     [0],      -  0 
.        -      (1)'      -I-      (2)        «-«,'  +     [*]•       =0 

etc.  bis 

—  (2»— 2)   +(2n— 1)   +m„  +[2n— 2]0  =  0 

—  (2n— 1)  +    (2»)      +m0  +[2n— 1]0  =  0 

Die  zweite  Reihe  besteht  aus 

'  -(0)   +(2)  +mt  +[0],  =  0 

-(*)  +(3)  +"»i  -K*]i  =  o 
-(2)  +(4)   +m,  -§-[«],  **  0 

etc. 
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—  (n— 3}   +(»— 1)    +m,  +[»— 3],  =  0 

—  (»—2)   ■+-    (»)       -n»,  -#-[11—2],  s  0 

—  (»)       +(w+2)    +»n,  ■+•    [»],      =  0 

—  (»+<)   -l-(n-|-3)    H-OTj  •+.[«— |],  =  0 

etc.  bis 

—  (2n— 4)  +  (2m— 2)-t-w,  +[2«— i],=  0 

—  (2n— 3)  +  (2«— 1)+m,  +  [2n— 3],s=  0 

—  (2n— 2)+    (2«)     +m,  +[2n— 2],=  0 

wozu  bemerkt  werden  mag,  dass  eine  Lücke  vorhanden  ist,  indem 
die  Combination  (» — 1),(n+1)  und  dem  entsprechend  die  Messungs- 
grösse  •  [n — 1]t  nicht  vorkommt.  In  der  dritten  Reihe  werden  zwei 
Combinationen ,  nemlich  (» — 2),(»-M)  und  (n — 1),(»-t-2)  nebst  den 
Messungsgrössen  [n — 2]2  und  [n — 1]2  fehlen,  u.  s.  w.  Die  beiden  letz- 
ten Reihen  sind 

—  (0)       +(»»-<)  +!»„_,  +    [<>]„_,     =  0 

—  (1)       -I-    (»)      +»»,,_ 2  -|-    [1],_,     =  0 

—  (n)       -h(2»-1)+m,,_2  -l-     [»]M_2     =  0 
—(»+')  +  (2»)     +«*_»  +[»+*],,_,  «■  0 


— 

-w 

+ 

(•) 

+»»— i 

+ 

[<>]„-. 

= 

0 

— 

(») 

+ 

(2») 

+«»»-i 

+ 

= 

0 

Nach  den  vorstehenden  Andeutungen  kann  man  die  ursprünglichen 
Gleichungen  für  irgend  einen  bestimmten  Werth  von  n  leicht  voll- 
ständig hinschreiben.  Es  lässt  sich  übrigens  die  Aufeinanderfolge  die- 
ser Gleichungen  graphisch  anschaulich  machen. 

Repräsentirt  man  sie  durch  die  in  denselben  enthaltenen  völlig 
bekannten,  durch  die  angestellten  Messungen  erhaltenen  Glieder,  so 
kann  man  sie  für  jeden  bestimmten  Werth  von  n  durch  zwei  Drei- 
ecke, in  Form  der  Trigonalzahlen,  darstellen.  Z.  B.  für  w  =  4  kann 
man  sie  wie  folgt  stellen: 

[0]0,  [1]o,  [«].,  [3]0,  [*]«,  [5]0,  [6]0,  [7]o 

[0]i,  [1]i,  [2]t,  [4]lf  [5]t,  [6], 

[0]„  [*],      -  [4]„  [5], 

[0],  [4], 

für  jeden  anderen  Werth  von  n  wird  man  dieselbe  Figur,  in  grosse- 

■ 

ren  oder  kleineren  Dimensionen,  wiedererhalten. 


n 


0 
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77. 

Die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  führt,  indem 
man  wieder  alle  Gewichte  aus  den  früher  angegebenen  Gründen  =  1 
setzt,  auf  die  folgenden  Endgleichungen: 

0)     — (1)  —(2)—  .  .  -  _(»— 1)  — («) 

— fjt0  — m,  — Ws —  .  .  .  —  ww_2— mn^      +j0|  =  0 
+ii(1)  _(2)-...-(«-1)-(») 

— m,  —  m2  —  ...  —  mH_2  -+-{1  J  =  0 

etc. 
-(1)   —(2)—  .  .  .  +«(«— 1)  —  (n) 

_(1)   _(2)_..._(n_i)+2„(„) 

_-(n+1)  — (n+2)  — . .  .  —  (2n—  1)  —  (2n)  +  {»|  =  0 
+n(B+.1)_(„_l_2)  ....    —  (2»— 1)  — (2») 

«I,    f»2   •   •    •   *»M_2  +  J«-Mj    =    0 

etc.  bis 

—  (n-H)  —(fl+2)— .  .  .  +n(2tt—  1)  —  (2n) 

+iWj  +ffi2+  .  .  .  +«»n_2  -+-J2» — 1j  =  0 

_(„_M)  _(w+2)— .  .  .  —  (2»—  1)+»(2n) 

+»»0  -f-ro,  -+-»»2-1-  .  .  .  -t-m„_2 +«»„_)      +|2«j  =  0 


|(0 

1(0 

j(0 


|(0 

|(0 
|(0 


0 


0 


W 


n 


» 


—  (2n)j  -+-2nro0-|-{0]' =  0 

—  (2«){— |(1)  —  (2w— 1)j-l-|(n— 1)  —  («+1)j  +  2(n-1)w»l  +  }1j'=  0 
-.(2n)j-j(1)-(2»-1)j-j(2)-(2n-2)j 

+f(w_2)-(n+2)|+j(n-i)-(»-i-1)j+2(n-2)«i2-l-!2r  =  0 

etc.  bis 

_(2„)j_j(4)-(2n-1)j-|(2)-(2«-2)| 

+  j(n-2)-(«+2)j-l-j(W-1)-(«+1)(+  6m„_3+|n-3j'=  0 
_(2»)J_j(1)~(2n-1)(-i-j(»-1)-(»+1)j+  i«i„_2+jn-2!'=  0 
-(2n)|  ■+■  2mB_1-l-j»-1}'=  0 

78. 


Die  Form  der  ersten  Abtbeilung  dieser  Gleichungen  ist  eine 
eigentümliche,  welche  man  durch  graphische  Darstellungen,  die  sich 
auf  'bestimmte  Werthe  von  n  beziehen ,   anschaulich   machen  kann. 
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Der  Theil  derselben,  welcher  die  Theilungsfehler  enthält,  bildet  immer 
eine  aus  zwei  Quadraten  bestehende  Figur,  die  in  dem  einen 
ihrer  Winkel  aneinanderstossen ,  und  miteinander  zu  einem  Ganzen 
verbunden  sind.  Der  Theil  hingegen,  der  die  PrUfungsintervalle  ent- 
halt, bildet  vier  gleichschenkelige  Dreiecke,  welche  einander  theils 
ihre  Grundlinien,  theils  die  gegenüberliegenden  Winkel  zukehren; 
zwei  dieser  Dreiecke  sind  einander  gleich,  während  die  beiden  an- 
deren, zwar  auch  einander  gleich,  aber  eine  Stufe  kleiner  sind  als 
jene.  Da  diese  Dreiecke  sich  anders  gestalten,  je  nachdem  i?  eine 
grade  oder  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  wollen  wir  sie,  um  an  der 
Deutlichkeit  Nichts  vermissen  zu  lassen,  für  beide  Fülle  aufstellen. 

Für  n  =  6  sind  die  von  den  Theilungsfehlern  abhängigen  Glieder 
unserer  Gleichungen: 

6(0)   -(4)   -(2)   -(3)   -(4)    -(5)  -(6)      .    .    .  • 'I 

_(0)+6(4)   —(8)   -(3)   -(4)    -(5)  -(6) : (2 

-(0)   -(4)4-6(2)   -(3)   -(4)   -(5)  -(6) 3 

-(0)   -(4)    -(2)+6(3)    -(4)   -(5)  -(6)      (i 

-(0)   -(4)   -(2)   -(3) +6(4)   -(5)  -(6) ;5 

-(0)    -(4)   -(«)   -(3)    -(4) +6(5)  -(6)      6 

-(0)   -(4)   -(2)    -(3)   -(4)   -(5) +«(6)  -(7)    -(8)    -(9)    -(10)    -(44)  -{18; 

8) -(6)+6(7)   -(8)   -(9)   -(40)   -(44)  -(!«.. 

9) -(6)  -(7) +6(8)   -{»)   -(40)   -(44)  -(4* 

40) -(6)  -(7)   -(8)+6(9)   -(40)   -(41)  -{«" 

44).    .    ; -(6)  -(7)   -(8)   -(9)+6(40)   -(44)  -(48: 

42) :  -(6)  -(7)   -(8)   -(9)    _(10)+*(44)   -(12' 

43) • -(6)  -(7)   -(8)   -(9)   -(40)   — («)+6(4« 

zu  deren  Vervollständigung  noch  die  folgenden  Glieder  hinzukommen, 

welche   bis  auf  die  völlig  bekannten  Glieder  von  den  Prüfungsinler- 

vallen  abhängen: 


4) 

—wft 

-W, 

—  m2  —  w3 

-»»4 

—»»5 

+  {0}  -  0 

2) 

— mx 

— W?2    — ^3 

—»»4 

+  0}  -  0 

3) 

— IW2    —  WI3 

+  {2}  =  0 

4) 

keine  m 

+  {3}  =  0 

5) 

+W»2    +WI3 

+  {*)  -  0 

6) 

+*wt 

+!W2    +fW3 

+B>4 

+  {5}  =  0 

7) 

keine  m 

+  {6}  =  0 

8) 

-tWj 

— Wfj    —  W3 

— 1»4 

+  {7}  -  0 

9) 

— tw2  — wi3 

+  {8}  =  0 

40) 

keine  m 

+  {»}  -  0 

44) 

+W?2    +W':j 

+{10}  =  0 

42) 

+wt 

+W2   +w3 

+»»4 

+  {11}  =r  0 

43) 

+w0 

+mt 

+W2    +W3 

+ro4 

+»»5 

+{12}  -  0 
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Für  «  =  5  stehen  die  entsprechenden  Gleichungen  wie  folgt: 

5(0)   -(«)  -(2)  -(3)   -(4)     -(5) (4 

-(0)+ö(4)  -(2)  -(3)   -(4)     -(5) (2 

-(0)   -(4)+5(2)   -(3)   -(4)     -(5) (3 

_(0)   _(1)   -(2)+5(3)   -(4)     -(5) (4 

-(0)  -(4)   -(2)   -(3)+5(4)     -(8) (5 

_(0)   _(«)   _(2)   -(3)    -(4}  +  40(5)   -(6)   -(7)   -(8)    -(9)   -(40) 

7) -(5)+5(U)   -(7)   -(8)   -(9)   -(40) 

8)    •' -(»)   -(6) +5(7)   -(8)    -(9)    -(40) 

9) -(5)    "(6)   ~(7)+5(8)    -(9)   -(10) 

10) -(5)   -(6)   -(7)   -(«)+»(»)   -(10) 

11) -(5)    -(6)    -(7)    -(8)   _(9)+5(40) 

4)   —  mQ  —  Wj   — n?2  — w3  —  mA  -*-  {0}  =  0 

+  {4}  -  0 
+  {2}  -  0 
+  {3}  =  0 
+  {4}  =  0 
+  (5}=0 
+  {6}  =  0 

+  {7}  -  0 
+  {8}  -  0 

+  {9}  =  0 

hwi4  +{40}  =  0 

Auch  diese  Formen  wiederholen  sich  für  andere  entsprechende  Werthe 
von  n,  bez.  in  grösseren  oder  kleineren  Dimensionen. 

Die  völlig  bekannten   Glieder  der  Endgleichungen   sind  im  All- 
gemeinen durch  die  folgenden  Ausdrücke  gegeben : 

{0}  .   -[0],  -[0],   -[0],  -   ...   -   [0]_, 

{1}  =      Wo  -L1]o  -[1].  -[<]»  -  ...  -  [<].-> 
{2}  =       [1]0  +[0],   -[2]0  -[8]i   -[2]2-  .  .  .   -[«]._, 
etc.  etc. 


21 

— mx  — w2  — wi3 

3) 

•    — w»2 

*) 

+w2 

5) 

-4-W?l    +WI2    "4-W?3 

6) 

keine  m 

7) 

— mx   —  m2  — w3 

8) 

— w2 

9) 

+»w2 

40) 

+WIJ    +W2    +IW3 

41)   -*-ro0 

-f-IWt    -f-n>2   -f-»»3 

{2, 

1—2}  = 

[in- 

-3]o 

+  [2n- 

-*]i 

+ 

.  .  .   +[n]„ 

-3   -[«»- 

-«]• 

-[in- 

-2]i 

{2n-4}  = 

.   [in- 

-«]. 

+[2n- 

-3], 

+ 

.  .  .   +[n]n 

_j  -[2n- 

■1]o 

{in}  2= 

[2n- 

-1]« 

+  [2n- 

-2], 

•    • 

•  •  •  +[•»]«■ 
+  [2n-4]0 

-1 

{0}'  = 

[0]o  + 

•[1]o 

+[«]• 

* 

{«>'- 

[0]i  + 

'[1]i 

+  [8]i 

+      . 

•    • 

-H  [»-2]i 

+  [nl,   + 

*         • 

+  [2n- 

-2]i 

{2}'  = 

[0],  + 

•[1]2 

+[2]2 

+      • 

•    • 

+  [n-3], 

+  [«}>  + 

•        • 

+  [2n- 

-3], 

etc. 

etc. 

{,,-2}'  =  [0]„_2  +[1]_i  +  [»]„-»  +[n+4]n_i 
(„_<}'  =  [0]„_,  -»-[«]„-, 
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Die  einfache  und  regelmässige  Fortschreitung  in  der  Zusammensetzung 
der  ersten  Abtheilung  dieser  Grössen  erkennt  man  am  leiohtesten, 
wenn  man  die  Ausdrücke  für  einige  specielle  Werthe  von  n  vor  sich 
hat,  weshalb  solche  unten  angegeben  werden  sollen.  Die  Grössen 
jOj',  }1j'  |2}\  etc.  könnön  wieder  durch  das  im  Art.  24  erklärte 
Verfahren  jede  für  sich  gleich  Null  gemacht  werden. 

Zwischen  den  vorstehend  aufgeführten,  völlig  bekannten  Grössen 
finden  hier  die  beiden  folgenden  Bedingungsgleichungen  statt,  % 
(ö)0=   {0}  +  j4}  +  j8}+...+{8n} 

(6)  o  =  »{|oi-^{s«i{-^(« — -t)|MI — I«« — 4i|-*-c» — s)|lsi — J*" — «II-»-"- 

+  {0}'+2{1  }f+3{S}'+ . . .  +(n-2){n-3j'+(n-1){n-2|'+fi|»-l!' 
welche  denen  des  Art.  8  analog  sind. 


79. 
Es  sollen  hier  sogleich  die  Ausdrücke  der  völlig  bekannten  Glie- 
der  der   Endgleichungen   des  vor.  Art.    für  einige    specielle  Werthe 
von  2«  oder  n  ausgeschrieben  werden. 


n  : 

=  8. 

{0}' 

S= 

[0]« 

+  [«1. 

+  [81. 

+  [31. 

+[*}. 

+  W. 

+  [61. 

+  [7]. 

+[8]o 

+  [»].- 

*[«>1.- 

<■[«!.- 

+■[«]•■ 

+  [•3].- 

*[«*].+[«»]. 

{<>' 

= 

[0]i 

+Mli 

+[8], 

+  [31, 

+[*], 

+  [»li 

+  [«li 

+  [»]. 

+  [9]t  +  [<01l  +  [H]I  +  [«]1  +  [131,  +  [U]1 

{2}' 

= 

[0J2 

+[<]* 

+  [8]2 

+  [3], 

+[*]» 

+  [»1« 

+  [8.1, 

+  [»]j+[<01,+  [«],- 

*-[«],■ 

«-[«], 

{3}' 

= 

[0], 

+[*]» 

+ [a;  » 

+  [3], 

+[*]» 

+  [»], 

+[»l.+M0],+[<ii,+[4ai, 

{*}' 

■= 

[0j4 

+  M]i 

+  [81« 

+  [314 

+  [8)4 

+  [9]4+rioi4+[H]4 

{5}' 

= 

[01» 

+  [*i. 

+  [8]5 

+  [»]» 

+[«V 

M^s 

{6}' 

= 

[0]e 

+M. 

+  [8]6 

+  [»]« 

{7}' 

3» 

[0]t 

+  [81; 

-[01, 

-[014 

-[0). 

-[01. 

{0} 

SS 

-  [0]o 

-[01, 

-  [01, 

-[0J7 

{<> 

= 

[01. 

-[<]. 

-[11, 

—  [<]» 

-[<]:, 

-[*]* 

-[<!» 

-[<]. 

.  w 

SS 

[<]• 

+  [01, 

-[«1. 

-[8]. 

-[81i 

-[8]s 

-[8J4 

~[8]5 

{3} 

= 

[«1. 

+  M]i 

+  [01» 

-[3]. 

fQT 

TQT 

-[3], 

-[3]« 

{*} 

Ä 

[3j. 

-[»]. 

+  [2], 

+  l<j» 

+  [0]» 

-[*]» 

• 
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{5}  =       [4],  +  [3],+  [8],+  [4]3+  [0]4 

-[5]o  -  t»]i-  [5]> 
{6}  -       [5],  +  [4],+  [3]2+  [S],+  [4]4+  [0],         * 

{7}  -       [6]0  +  [5],+  [4],+  [3],+  [S]4+  [1],+[0], 

-[7]o 
{8}  =       [7],  +  [6],+  [5]2+  [4],+  [3]4+  [8],+  [1],  +  [0]7 

-[«]•  "   Mi-   i«]i-   W»-   [«]4-   [SL-ffls  -[8], 
{9}  -       [8], 

-ffl.  -   [»]i-   [»Ja-   W»-   [»]l-   l9]5-[9]8 
10}  -       [9],  +   [8], 

_[10]0  _[io],-[io]2-MO],-[io]4-[io35 

11}  -     [10],  +  [9],+  [8]2 

-[14]o  -[14]i-[44]2-|4l]3-[44]4 
«2}  -     [41],  +  [40],+   [9],+   [8], 

-[««].     -[«*]l-[«]l-[«]3 

13}   _      [12],  +  [H]1  +  [10],+   [9],+    [8]4 

-[«3],  -[13],-[13], 
14}  =     [13],  +  [13],+[H]2+[40]3+  [9]4+  [8], 

-L<4],  -[U], 
15}  -     [14],  +[13],  +  [18j2+[H]3+[10]4+  [§],+[8], 

-L»S]o 

16}  -     [1%  +  [14],  +  [43]2+[12]3+[11]4+[10]&+[9]6  +  [8]T 

»-7. 

{0}'=       L0]„  +[1],  +18],  +[3],  +[4],  +  [5]0  +[6]„ 

+  17],  +[8],  +[»]o+[10],+  l44],+  [l8],+  [13], 

{!}'=        0],  +L1]»  +[81,   +[3],  +[4],  +[5], 

+  17],  +[8],  +[9]1  +  [10],  +  [11],+[12], 

{«}'=       10],  +[«],  +[8],  +  [3]2  +14], 

+  [7],  +[8]2  +[9]2+[10]2+[11]2 

{3}'=       [0],  +[1]3  +[8],  +[3]3 

+  [7]j  +[8],  +[9]3+[10]3 

{*}'=       [0]«  +ll]4  +[2J4  +[7]4  +[8]4  +  [9]4 

{5}'=       [0],  +[1]5  +[7],  +[8], 

{6}'=       [0],  +[7], 


{0}  -   _[0],  -[0],  -[0]2  -[0],  -[0]4  -[0],*  -[0], 

{4}  -       [0]o 

-[4]o  -Mi  -LI],  -[1]»  ~[1]4  ~[4].s 

{8}  =       [4],  +[0], 

-[*]•  "Ml  -[*]»    ~l*]3    "[2J4 

{3}  -       [8],  +[4],  +[0]2 

—  13].  -[3],  -[3],  -[3], 

{4}  -       [3],  +[2],  +[1]2  +[0], 

-Wo  -[*]»  -[4], 
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{©>  -  -[0],  -[0],  -[0],  -[0],  ~       • 

V)  =       [0], 

-[<]o  -[*]i   -[*]« 

{2}  -       [<]o  +[0], 

{3}  =        [8],  +[<]i  +[0], 

-L3]o 

{4}  =        [3],  +[«]»   +[1],  +[0], 

~[*]o  -t*]i   -[*]«  —  C*ls 
{5}  =       [4]0 

-Wo  ~[»Ji   -l»j« 

{6}  -       [5],  +[4]! 

-[6]o  -[6], 

{7}  =       [6],  +[5],   +[4], 

{8}  =       [7],  +[6],   +[5]2  +[4], 

»   SS    3. 

{0}'  -       [0],  +[l],  +[S],  +[3]0  +[4]0  +[5], 

{<}'  =       [0],  +[<],   +[3],   +[4], 

{2}'  -       [0],  +[3], 


{0}   = 

~[0]o  -[0],   -[0], 

{<}  = 

[0]. 

-1'].  -Mi 

{*}  = 

[*].  +[0]i 

« 

~[2]o       . 

{3}  - 

[2]o  +[1]i   +[0], 

~[3]o  -[3],   -[3], 

{*}   = 

l3]o 

-Wo  -[l]t 

{5}  = 

[*]o  +[3], 

~[5]o 

{6}  - 

[5]o  +[4],   +[3], 

{0}'  = 

[0]o  +  [<]o  +[2]o 

{<>'  = 

[°]i   +[*]i 

n  =  2. 

[3]o 


{0}  -  -[0],  -[0]! 

{i}  =  [0],  -[1]„ 

{2}  -  [1]o  +[0]t  -[«],  -[«], 

{3}  =  [2]0  -[3], 

{4}  =  [3],  +[«]! 
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80. 

•  

Zur  Auflösung  der  im  Art.  77   erhaltenen  Endgleichungen  füh- 
ren wir  zunächst  die  Hülfsgrössen 


S0  =  {0}  +  j2»j 

(«,0)  =  (0)  +  (2») 

S,=  j1|  +  j2»-1|  , 

(*,1)  =  (1)  +  (2n-1) 

S2=  |2j  -+■  |2»-1j  , 

(*,2)  =  (2)  +  (2»-2) 

etc.  bis 

etc.  bis 

s_,  =  j»-i|-Hn-Mj, 

(*,« 

►— 1)  =  (»_i)  +  (»+1) 

Sn  =  2|«j  , 

(«,»)  =  2(n) 

ein,  durch  welche  die  erste  Abtheilung  der  Endgleichungen  sich  in 
die  folgenden  Gleichungen  verwandeln  lässt: 

n(s,0)  —  (s,1)     —  M)  —  .  .  .  —  (*,»)  +S0      =  0 

—  (s,0)+n(s,1)  —  (s,2)  —   .  .  .  —  (*,n)  +  5,      =0 

—  (s,0)  —  (M)  +»(*£)  —  .  •  •  —  (*,»)  +S2      =  0 

etc.  bis 

—  («,0)    — (M)    -M)    —     •    •    •     +»(«,11-1 )    —(«,»)    +Sn-1   =   0 

—  (s,0)  —  (M)  —  (*,2)  —   .  .  .  —  (*,»— 1)  +»(*,w)  +iSH  =  0 

welche  für  sich  bestehen.  Man  findet  aber  leicht  durch  Zuziehung 
der  Bedingungsgleichung  (a)  des  Art.  78,  dass  jede  derselben  in  den 
übrigen  enthalten  ist,  und  dass  folglich  zur  vollständigen  Bestimmung 
aller  Unbekannten  eine  derselben  im  Voraus  als  gegeben  angesehen 
werden  muss.  Es  soll  für  diese  wieder  (s,0)  angenommen  werden. 
Zieht  man  nun  die  erste  der  vorstehenden  Gleichungen  nach  und  nach 
von  allen  übrigen  ab,  so  bekommt  man  sogleich 

(M)  -  (.,0)  +  *=*- 
(.,»)  -  («,o)  +  &=& 

(.,3)  =  (*,0)  +  &=Ä 
etc.  bis 
(M-1)  -  (.,0)  +  $»=£=1 

M  -  (*,o)  +  -fcii 

womit  unsere  Gleichungen  aufgelöst  sind. 
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81. 
Fuhren  wir  ferner  die  folgenden  Hulfsgrössen  ein: 

D0=|0j-{2nj         ,  (d,0)  «  (0)-(2n) 

Dt  =  {1j_|2«-1j  ,  (d,V,  =  (i)_(2»-1) 

D2  =  j2|— (2n— 2|  ,  (d,2)  =  (2)  — 1>— 2) 

etc.  bis  etc.  bis 

D_,  =s  |»_2|-{n+2j ,    (d,»—2)  =  (»— 2)  —  (»+2) 
/)„_,  =  j„_lj_jft+1J ,    (d,n-\)  =  („_1)^-(»-M) 

iü  =  m0 +»»,,_,  ,  K»  =  {Oj'+»j*t—  Ij' 

/,  =  m1+m„_2  ,  ffl  =  2j1j'+(»-1){»-2}' 

/2  =  m2  +f»B_3  ,  K2  =  "3j2j'+(n— 2){»^3j' 

etc.  bis                                 etc.  bis 

iP-2  =  «v»  +wp+i  »         .  kp-i  =  (i,-'1)!p— 2}'-»-(P+2)i/»-H(' 

/„_,  =  *»„_,  +mp     ,  Ä„_,  =  p}/» — I  }'-*-  (/»-»- 1 )  ii>r 

und  bez.  bis  und  bez.  bis 

/,_,  =  mq_t  +m1+l  ,  #,_!  =  q\q-.\\,+  (q+t)\q+i\' 

l,^2mt  ,  4-a(9-M)i9}' 

dann    lassen    sich    die    Endgleichungen  des  Art.  77   auf  die   nach- 
stehende Form  bringen: 

n  eine  grade  Zahl 

n(d,0)   -  («M )  _  (d,2)  - -(d,»-1) 

—2/o—2^i—2/2— —  2/,_t  +flo      —  0 

-(d,0)+n(d,1)-(rf,2)~ -(d,n-1) 

— 2/t  — 2/j—  ....  —2/,.,  -»-fl,      «  0 

-(rf,0)-(d,1)+»(d,2)- -(d,n— I) 

_2/j—  ....  — 2/,_,  +öj     =s  0 
etc.  bis 
—  (d,0)  —  (d,1)— .  .  .  .+tt(d,n— 2)  —  (d,»—  i) 

_(d,0)_(c/,1)— .  .  .  .— (d,it— 2)  +n(d,n— 4) 

+2/,+2/2+ +2/p_,  +£„_,  ±=  0 

« 

— (»+1)(rf,0)  +2«i0  -t-A»  =  0 

-(»+1)|(d,0)  +  (d,l)-(c/,»-1)i  .  +4(»-1)/,  +*,  «  0 

— (»+i) j(d,o)+(rf,i)+ (d,2) -((/,«- 2)- (d,»— i)}  h-ö^-^  +ä2  =  0 

-(n+1)|(d,0)+(d,1)+...+(^— 1)-(d,p-M)-...-(d,n-1){ 
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n  eine  ungrade  Zahl 

n(rf,0)—  (rf,1)—  (d,2)  —  ....      —  (rf,n—  1) 

— 2/0— 2/t— 2^, —  ....—/,  +D0     =  0 

—  (rf,0)+»(d,1)  —  (rf,2)— —  (d,n— 1) 

— 21,-2*2—  .  .  .  .  —  /,  +D,     =  0 

—  (rf,0)  —  (d,l)-|-„(d,2)— _(d,»_i) 

— 2/j—  .:.._/,  +Dt    =  0 
etc.  bis 

—  (d,0)  —  (<M )  —  . . . .  +» (<*,»—  2)  —  (</,»— 1 ) 

—  (d,0)  —  (d,l)  —  ....  —  (d,it— 2)+w(d,»— 1) 

+2^+2/2-1- +Jf  +1)^  =  0 


(n-h1){d,0)  +2n/0  +/T0  =  0 

(n+i){(d,0)  +  (rf,1)  — (d,ii— 1)}  +4(11-1;/,  +KX  =  0 

■^-■-DJCrf^-i-Crf,«)-!-^«) — (il,*— S)  —  (d^ft — 4)|-|-6(i»— 2)1.  +K2  =  0 

etc.  bis 

(n+1)j(d,0)  +  (d,i)+  . . .  +(d,q)-(d,q+i)-  /..  -(d,n-1) j 

+2(?-h1)%  +*,  =  0 
In  beiden    Fällen .  bilden  diese  Gleichungen    wieder  ein  für  sich  be- 
stehendes System. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichung  (6)  des  Art.  78  findet 
man,  dass  auch  hier  jede  Gleichung  in  den  übrigen  enthalten  ist, 
so  dass  wieder,  eine  der  Unbekannten  als  gegeben  betrachtet  werden 
muss;  es  soll  wie  oben  auch  hier  (d,0)  dazu  ausersehen  werden. 


82. 


Um  die  Gleichungen  des  vor.  Art.  aufzulösen,  ziehe  man  zu- 
nächst jede  der  Gleichungen  der  ersten  Abtheiiung  von  der  zunächst 
folgenden  ab.  Hierdurch  ergeben  sich  sogleich,  wenn  n  eine  grade 
Zähl  ist,  die  Gleichungen: 
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(d,2)  =  (d,1)  +  ?!-*-«i 


(d,3)  =  (d,2) 


n+4 
p.2-D3-;H2 

etc. 


(^)-(^-i)+a=!=Äp!fci 

etc.  bis 

(d,»_i)  =  (d,»_2)  +  f>"->"ttD;7'~"1 

und  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist: 

D,-D2-2/, 


(d,2)  =  (<M) 


n+< 


(rf,3)  =  (d,2)+^5p^ 

etc. 

etc.  bis 
(d,n-1)  =  (d,»-2)+  Ä=ä=afi=S 


worin 


D'0  =  D0  +  (n-M )  (d,0) 
gesetzt  ist.    Werden  nun  noch  die  /0,  /x,  etc.  durch  bekannte  Grössen 
ausgedrückt,   so  sind   alle    (d,k)    durch   die  vorstehenden  Ausdrücke 
gegeben. 

83. 
Aus  der  ersten   Abtheilung  der   Gleichungen    des   vorvor.  Art. 
bekommt  man  leicht,  wenn  n  eine  grade  Zahl  ist, 


(»+1)|(<M). 

—  (d,n- 

-I))—!/,— 4^—4/3—  . 

.  .  — 4/J_,+^1  =  0 

(n-M)|(<*,2)- 

~(d,n- 

-2)|          -i/,-«,-  • 

.  .  —  4^+z/j  =  0 

(»-H)|(d,3)- 

-(d,n- 

-3)}                   -4/3-  • 

.  .  —  UP-t+A  =  0 

etc. 

etc. 

wo 

• 

etc. 
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bedeuten.  Diese  Gleichungen  erleiden,  wenn  n  eine  ungrade  Zahl 
ist,  keine  andere  Veränderung,  als  dass  2/,  statt  4/p_1  darin  ge- 
schrieben werden  rauss.     Setzt  man  ferner 

*■„=  Jfo_(n-M)(d,0) 
Kx  =  Ä,  —  (*+1)(d,0) 
K2  =  K2-{n+\){d,0) 

etc. 
A,  =  Ä\  +JX 

A2  =  Ä",  -Hz/,  +z/2 

A3  s=  Ä",  +z/,  +z/j  +^/3 

etc. 

und  addirt  die  obigen  Gleichungen  zu  denen  der  zweiten  Abtheilung 
des  vorvor.  Art.,  so  ergeben  sich,  wenn  n  grade  ist: 
2nl0  +Ä'o=  0 

{4(»_ 1)-4|/,  -«,  —lh— •  •   -  «,-.+A,  =  0 

—  4/,+{6(n— 2)—  S\k  —8/3—.  .  .—  8/,_,+A2  =  0 

—  «,  —  8/2+{8(n— 3)— \%}h— .  .  .— 12i,_i+A3  =  0 

etc.  bis 

—  4/,  —  8ij  — 12/3—  .  .  . 
+{2(p-2)(/H-3)-4(p-3)}/,_3-4(p-3)/,_2-4(p-3)/,_1+AJ>_J=0 

—  4/,  —  8Jj  — 12(3 —  .  .  . 
-4(p-3)/,_s+{2(p-1)(p+2)-4fp-2)}^2-4(p-2)/l,_,+A^=0 

—  4/t  — -8/2  — 12/3—  .  .  • 
-4(p-3)/|>_3-4(p-2)/f_J+j2p(/J+1)-4(p-1)|/,_1+Ap_lS=0 

und  wenn  «  ungrade  ist: 

2«/0  +tf„  =  0 

|4(»_  1)-4j/,  -4/2  -4/3-.  .  .  — 2J,+A,  =  0 

— 4J,-|-j6(n— 2)— 8j/2  — 8/3— .  .  .  —  4/,+A2  =  0 

—4/,  — 8/,  +j8>— 3)— 12|/3— .  .  .  -6/,+A3  =  0 

etc.  bis 

—4/,  —  8t,  —12/3—.  .  . 

+|2(9-1)(9+3)-4(?-2)|^-4(9-2)/,_1-2(g-2)/,+A,_2  -  0 
—4/,  —8^  —12/3—.  .  . 

-*(9-2)/,-2+i29(9-f.2)-4(g-1)J/,_t-2(9-1)/,+V1  =  0 

— 4Jt  — 8/j  —12/3—.  •  . 

-*(9-2)U-*(g-1)^.+i2(?+1)l-2?i/,+A,     -  0 
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Aus  diesen  Gleichungen  sind  die  verschiedenen  /  zu  ermitteln.  Wie 
man  sieht,  bekommt  man  in  allen  Fällen 

während  die  übrigen  /  in  einem  System  von  Gleichungen  mit  einander 
verbunden  sind,  deren  jede  alle  Unbekannten  enthält;  dieses  System 
ist  aber  einer  besonderen  Eigenschaft  wegen,  welche  es  besitzt, 
leicht  aufzulösen. 


(A) 


84. 

Betrachtet  man  die  Coefficienten  des  im  vor.  Art.  erhaltenen 
Gleich ungensy stems  genauer,  so  findet  man,  dass  in  jeder  Glei- 
chung die  Summe  derselben  =  2w  ist.  Das  System  lässt  sich  daher, 
wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  auf  die  folgende  Form  bringen: 

f  2w/1-4(J2— /,)— 4 &—/,)— -  4(^,-/0+^1     =  0 

4(/2-/1)+2w/2—  8(t— t)— -  8(^-i— ^+^2     =  0 

(A)\  4(/3-ii)+8(/J-i2)+2n/3-  ......  .-«(J^-U+ji,     =  0 

etc.  bis 

4(/p_1-/1)+8(^1-y +  12(/^t-/3)+. . .  +8^,+Vi  =  ° 
und  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist: 

2n/1-4(/2-/1)-4(/3-/i)- -2{lq-ll)+Al     =  0 

4(J2-/1)+2n/2— 8(/3-/2)- —^l-l2)+A2     =  0 

etc.  bis 
*(^-ii)+8(/,-i2)+12(/7-/3)+ +Mq+Aq     =  0 

Diesen  Gleichungen  kann  man  noch  andere  Formen  geben;  sie  wer- 
den uns  weiter  unten,  zu  einem  anderen  Zwecke l  in  der  vorstehen- 
den Form  nützlich  werden.  Das  hier  zu  verfolgende  Ziel  können 
wir  indessen  auf  einfächere  Weise  erreichen.     Setzen  wir 

iv2   =   ^2™"M 

^3   =:   *3— ^2 
L4   =2   I4  — f3 

etc.  bis 

Itp^X    —    'p-t 'p-5 

und  bez.  bis 
Lq  =  Jff— lq_i 
und  ziehen  hierauf  von  den  für  die  /  entwickelten  Gleichungen  des 
vor.  Art.  die  vorletzte  von  der  letzten  ab,  so  erkennt  man  bald,  dass 
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alle  Unbekannten  bis  auf  Lp_t,  und  bez.  Lq  verschwinden;  zieht 
man  die  drittletzte  von  der  vorletzten  ab,  so  verschwinden  alle  Un- 
bekannten  bis  auf  L^2  und  Lp_t,  und  bez.  Lq_x  und  Lff,  u.  s.  w.  Wir 
erhalten  durch  dieses  Verfahren,  wenn  n  eine  grade  Zahl  ist,  die  fol- 
genden Gleichungen: 

2(P-3),'JH-4)L,_J-8VS--4L,_1+Ä1>_,  =  0 

etc.  bis 

6(n— 2)L3— 2(n— 8)L4—  .  .  .  —  4L„_l+ß3     =  0 

4(fl — 1)1^. — 2(tt — 6)L3— 2[n— 8)/.4—  .  .  .  _4LJ,_1+Ä2     =  0 

g,,/^'*?— 4)L2— 2(n— 6)L3— 2[n— 8)L4—  .  .  .  — 41^,+^     s  0 

und  wenn  n  eine  ungrade  Zahl  ist: 

2</(?+2)  Vhß,     =  0 

*(«M)fo+3)  Lq^-Uq+Bq^  =  0 

2(9-2)(9+4)L,.2-6V1-2L,+ßff_2  =  0 

etc.  bis 

6(n— 2)L3— 2(n— 8)L4— 

4(ii—  1)L2—  2(w— 6)L3— 2(w—  8)L4— 

2«/t— 2(ti— 4;L2— 2(w— 6)L3— 2(n— 8)L4— 

wo 

Bx  =  JTj  -4-z/t 

/?2  =  a2— ai  +^2 

Ä3  =  /T3— K2  +^/3 
etc. 
gesetzt  worden  sind.  Durch  die  vorstehenden  Formeln  werden  die 
im  vor.  Art;  gegebenen  Gleichungen  vollständig  aufgelöst.  Denn  die 
Unbekannten,  welche  sie  enthalten,  nemltch  /H  J^,  L3,  etc.  können 
daraus,  von  der  letzten  derselben  anfangend,  eine  nach  der  anderen 
berechnet  werden,  und  wenn  diess  geschehen  ist,  bekommt  man 

Jj  ss  L2  •+-  lx 

*3   ==    ^Z   *+■   *2 
lA   =B    L4    -|-    l3 

etc. 
Da  somit  alle  /  gefunden  sind,  so  ist  auch  in  den  Gleichungen  des 
Art.   82  für  die   (d,k)   Alles  bekannt,   und  man  kann  die  (d,k)   aus 
diesen  Gleichungen  berechnen. 


... 


•  •  . 


... 


—Ut+B3 

3B 

0 

—m,+b2 

= 

0 

— 2Lt+ß, 

3S 

0 
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85. 
Wie   früher  lassen  sich  alle  vorhandenen  nt  durch   die   /   aus- 
drucken.    Es  ist  nicht  nur  allgemein 

sondern  vermöge  der  Endgleichungen  des  Art.  77  auch 

2>— k)mk  —  %{k+\)mn_kit  =  —\k\'+\n—k-i\' 
woraus  man  durch  Elimination 

/  t(k+i)lk-{k}'+in-k-iY 

(m\  )     *  *(""M) 

erhalt. 

Man   kann  auch  hier  wieder  die  m  auf  die  (d,k)  zurückführen, 
denn  dieselben  eben  angezogenen  Gleichungen  geben  die  Ausdrücke 

'i.  =  -^r){i1!'-(^o)-(d,i)+(d,»-i)} 

etc.  etc. 

deren  Fortsetzung  keine  Schwierigkeit  bietet. 


ifti 


86. 
.  Die  Sätze  der  Artt.  4  7,  18,  19  ßnden  auch  hier  statt,  wie  sich 
leicht  beweisen  lässt.  Bezeichnen  wir,  wie  oben,  durch  ein  vor- 
gesetztes d  den  Zuwachs,  welchen  die  verschiedenen  Grössen  da- 
durch bekommen,  dass  für  (*,0)  und  (d,0)  ein  anderer  Werth  als 
die  Null  angenommen  wird,  so  geben  die  Gleichungen  des  Art.  80 
ohne  Weiteres  wieder 

d{*Jt)  =  («,0) 
wie   im   Art.  17.     Aus   den   betreffenden  Gleichungen   der  Artt.  82 
u.  83  erhält  mau  sogleich 

dD0=  (w+1)(d,0) 
^0  =  _(n+1)(d,0) 
dKx  =  _(n+1)(d,0) 
tfff2  =  —  (n+1)(d,0) 
etc. 
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und  hieraus  durch  die  Gleichungen  für  die  verschiedenen  A 

dAx  =  dA2  =  ÖA,  =  etc.  =  —  (n-M)(d,0) 
Durch  Hülfe  dieser  Werthe  geben  die  Gleichungen  (A)  des  Art.  84, 
nebst  der  denselben  vorangehenden  Gleichung  für  /0, 

dl,  =  dl,  =  dl2  =  dl,  =  etc.  ==  ^  (rf,o) 

und  schliesslich  hiemit  die  des  Art.  82 

<*(<M)=^-(d,0) 

ö[d#)  =  !=!  (rf,0) 


oder  allgemein 


*(d,3)  =  ^  (d,0) 
etc. 


d(d,k)  =  ■=*  (d,0) 


mit  der  betreffenden  Gleichung  des  Art.  17  übereinstimmend,  da 
hier  2n  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  dort  n.  Geht  man  zu  den 
Theilungsfehlern  selbst  über,  so  ergiebt  die  vorstehende  Gleichung  in 
Verbindung  mit  dfak)  =  (*,0)  allgemein 

*{*)  =  "  (0)  +  s  (2») 
Die  Anwendung  der  obigen  Gleichung  für  d(d,k)  auf  die  letzten 
Ausdrücke  des  vor.  Art.  für  die  m  giebt  ohne  Mühe 

dm0  =  1  (d,0) 
<*»*  -  s  (rf'°) 

etc.  bis 


*»—j  =  *^r  (<*>°) 


3n 

I— < 
in 

mit  dem  Art.  18  Übereinstimmend. 

Aus  der  obigen  Gleichung  für  d(k)  bekommt  man  ferner 

d(ft+1)_d(A)Ä_l(rf,0) 


*(Jk+3)-*(*)--i(rf,0) 


etc. 

Abband!,  d.  K.  S   6e«ellnch.  d.  Wisteutcb.  XV.  44 
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wodurch  die  Gleichungen 

—d(k)  H-tfß-M)'  +dm0  =  0 
—d{k)  +*(Jb+2)  +dmA  =  0 
— d(k)  +d(k+3)  +(^  =  0 

etc. 

ebenfalls  in  Uebereinstimmung  mit  den  betreffenden  Formeln  des  Art. 
18,  hervorgehen.  Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  wieder  den 
Schluss  ziehen,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  übrig  bleibenden 
Fehler  von  den  Werthen,  welche  man  den  Theilungsfehlern  der  bei- 
den Endstriche  (0)  und  (2n)  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  beilegt, 
unabhängig  ist. 

Der  Satz  des  Art.  19  braucht  nicht  wieder  vorgenommen  zu 
werden,  da  aus  den  vorhergehenden  Resultaten  schon  erhellt,  dass 
derselbe  auch  hier  wieder  stattfindet. 


87. 

Zur  Berechnung  der  Summe  der  Fehlerquadrate  kann  man  sich 
immerhin  des  Ausdrucks  (Jl)  des  Art.  20  bedienen,  welcher,  wenn 
man  alle  jOj'  ji|'  {2}'  etc.  gleich  Null  gemacht  hat,  was  man  stets 
thun  sollte,  sich  auf 

Jl=2\k\(k) 
reducirt,  wo  die  Summe  von  &=  1  bis  zu  &  =  2w — 1  auszudehnen  ist. 


88. 

Zur  Entwicklung  der  Ausdrücke  der  Gewichte  der  Theilungs- 
fehler,  auf  welche  das  gegenwärtige  Verfahren  führt,  ist  vor  Allem 
wieder  zu  bemerken,  dass  selbstverständlich  die  Gewichte  je  zweier 
derselben,  welche  Theilstrichen  angehören,  die  gleichweit  von  den 
beiden  Endpunkten  des  zu  berichtigenden  Maassstabes  abstehen, 
einander  gleich  sein  müssen.  Man  wird  im  Laufe  der  Entwicklun- 
gen ferner  bemerken,  dass  diese  Gleichheit  sich  auch  auf  diejenigen 
Theilstriche  erstreckt,  die  gleichweit  von  dem  einen  der  Endpunkte 
und  der  Mitte  des  Maassstabes  liegen.  Auch  kann  wieder  in  den 
vorzunehmenden  Entwickelungen  (s,0)  =  (d,0)  =  0  gesetzt  werden, 
da  diese  beiden  Grössen  zu  den  Gewich len  Nichts  beitragen  können. 


43t]       Bestimmung  d.  Theilungsfehler  e.  gradlinigen  Maassstabes.        655 
Die  Fundamentalgleichung 

wo  wir  Fk  als  den  Coefficienten  von  Sk  in  der  Entwickelung  von 
(n-M )  (Sjh)9  und  Qk  als  den  von  Dk  in  der  Entwickelung  von  (w+1 )  {d,k) 
definiren  können,  wo  aber  Fn  verdoppelt  werden  muss,  findet  auch 
hier  statt,  und  die  Aufgabe  reducirt  sich  also  darauf,  die  Ausdrücke 
von  Fk  und  Qk  zu  ermitteln. 

89. 
Zur  Ermittelung  der  Fk  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  die  Be- 
dingungsgleichung (a)  des  Art.  78  sich  auf  die  Form 

0  =  &0  +  Sj  +  &2  +  .  .  ..  +  £-Sw 

bringen  lässt;  berücksichtigt  man  diese  in  den  Gleichungen  des  Art. 
80  für  die  (s,fc),  so  bekommt  man  sofort 

*i  =  2 

.  ohne  Ausnahme. 

Da  nun  (?„  =  0  ist,  so  giebt  die  Fundamentalgleichung  des  vor. 

Art.  sogleich  ■     »,  \ 

P[n)  ss  n+1 

90. 

Um  die  Ausdrücke  der  Qk  zu  ermitteln,  seien  zuvörderst 

(o,1)  =  (d,1)  +  (rf,n— 1) ,         2t  =  Dt  +  /)„_, 

(o,2)  ==  (d,2)  +  (d,»-2) ,         i',  =  D2  +  ö„_2 

(o,3)  =  (rf,3)  +  (d,»-3) ,         i-3  =  D,  +  D„_3 

etc.  bis 
(o,p-\)  =  (<*,,,_  1)  +  (rf,p-M),  i^..  «  ßp-i  +  *>„-. 
(o,/>)  =  2(rf,p),  2'„  =  20,, 

und  bez.  bis 

(o,g)  =  (d,a)  •+■  {d,q+i) ,  ^,  =  Z),  +  fl,+t 

Die  Addition  der  zweiten  und  letzten,  der  dritten  und  vorletzten  u.  s.  w. 

der  Gleichungen   erster  Abtheilung  des  Art.  81    giebt  hierauf  sofort, 

wenn  man  (d,0)  =  0  setzt: 

(n-1)(o,1)-2(o,2)-2(c,3)-  .  .  .  -{o,p)  +2\  =  0 
-2(o,1)  +  (n— 1)(o,2)-2(o,3)  —  .  .  .  —(o,p)  +^2  =  0 
-2(„,1)_2(<i,2)  +  («-1)(o,3)-  .  .  .  ~(o,p)  +^3  =  0 

etc.  bis 

-(o,1)    -(o,2)     -(o,3) +/>(<*,/>) -1-^  =  0 

44* 
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welche  Gleichungen  sehr  leicht  vollständig  aufgelöst  werden  können. 
Multiplicirt  man  die  erste  mit  2,  und  addirt  das  Produkt  zu  allen  übri- 
gen, dann  die  zweite  mit  2,  und  verfährt  ebenso,  hierauf  die  dritte 
•  mit  2,  worauf  wieder  alle  zu  addiren  sind,  u.  s.  w.,  endlich  die  letzte 
mit  3,  und  addirt  wieder  alle  Gleichungen,  so  erhält  man  in  Erwä- 
gung, dass  die  Anzahl  aller  Gleichungen  =  p  ist,  und  mit  Weglas- 
sung der  Glieder,  welche  zu  den  Gewichten  Nichts  beitragen  können: 

(n+1)(a,1)  +2^  =  0 

(n-M)(a,2)  +22:2  =  0 

(it-M)(o,3)  +2i's  =  0 

etc.  bis 

womit  die  Auflösung  ausgeführt  ist.  Die  obigen  Gleichungen  beziehen 
sich  zwar  auf  den  Fall,  dass  n  eine  grade  Zahl  ist,  allein  behandelt 
man  die  Gleichungen  des  Art.  81  für  ein  ungrades  n  ebenso,  so  be- 
kommt man  die  nemlichen  Gleichungen,  in  denen  alsdann  (o,p)  wegfällt, 
und  die  Gleichung  für  (a,g)  den  vorhergehenden  völlig  ähnlich  ist. 
Die  vorstehenden  Gleichungen  haben  daher  allgemeine  Geltung. 


91.- 
Seien  ferner 

(<M)  =  (<U)-(d,n-1)  ,  Jx  =  ö,-öw-t 

(<),2)  =  (rf,2)-(</,«-2)  ,  Jt  =  D2-D„_2 

(*,3)  =  (d,3) -(tf,* -3)  ,  J,  =  D,-Dn_, 

etc.  bis 

(d,p-i)  =  (d#-i)-(d#+\),  j^  =  DpX-Dp+x 

und  bez.  bis 

M  =  (<**}- (rf,9+1) ,  J,  =  ö -ß,+. 

dann  liisst  sich  die  zweite  Abtheilung  der  Gleichungen  des  Art.  81 
leicht  auf  die  folgende  Form  bringen: 
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.  -5=?W)  +«.+i=T*.-0 

-  !Säi  |(^)+m|       +«i  +i^^  -  o } . . .  (o 

etc.  etc. 

Aus  der  ersten  Abtheilung  der  angezogenen  Gleichungen  ergiebt  sich 
hingegen  ohne  Mühe 

(n+1)((M)  — «i— i/j—U,—  •  •  •  —  4/^i  +A  =  0 
(n-M)(<),2)  —4/2—4/3—  .  .  .  — 4/p-1  +^2  =  0 
(n-M)(*,3)  -4t,-  .  .  .  -4/^  +JZ  =  0 

etc.  etc. 

woraus  man 

(*+1){(*,4  )-(*,«)  }-W,  +JX-A  =  0 

(n-h1)J(*,3)-(^4)J-4/3  +^3-^4  =  0 
etc.  etc. 

erhält.    Die  Elimination  der  /  zwischen  diesen  und  den  obigen,  auch 
von  den  /  abhängigen  Gleichungen  führt  schliesslich  auf 

(»+0|5EJi(^)-(W)j  +*-o 

(»+o|-,ii^(^)+iS=5(*.a)-(*3)|  +M'  -  ° 

etc.  bis 

+£^W*-*)-foP-<)|  +  M>->  -  ° 


P(P+1) 
und  bez.  bis 

wo  zur  Abkürzung 


*.-i  =  0 


(«) 


4 M„  =  0 ) 


■»•«•» 
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M,  =  Jx—Ji  -+•  ^   #, 
iW2  =    /2— ./3  +5jjzT)  *2 

etc.  bis 
und  bez.  bis 

lf     (.)    /        ■      _  A_       4" 

gesetzt  worden  sind. 

92. 
Die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen  (c)  bei  unbestimmt 
gelassenem  n  scheint  auf  verwickelte  Ausdrücke  zu  führen;  sie  lässt 
sich  jedenfalls  leicht  bewirken,  wenn  der  Werth  von  n  im  Voraus 
gegeben  ist.  Ich  nehme  an,  dass  man  unter  dieser  Voraussetzung  er- 
halten habe: 

0=  (*-M)(iM)  +  (U)tfi  +(M)H2+(1,3)Jf,+ 

....  -4-(1,/> — 1)^-1  u°d  bez.  bis  4(1,g)J#, 

0  =  (»+4)(*,2)  +  (2,1)Jll  +  (2,2)M2  +(2,3)Jtf3  -h 

....  +  (2,p— 1)JM^_i  und  bez.  bis  j(2,f)JVf 
etc.  bis 

0  =  (n+'l)(^— l)  +  (p-1,1)M1  +  (p-1,2)>/2  +  (p_i,3)Af3  + 

•  •  •  •  +{p—  i>P—  *)Mp-\ 
und  bez.  bis 

0  =  (*+1)(*,g)  +  (g,l)tf,  +  (?,2)J/2  +  (</,3)itf3  + +  *IM)*, 

wo  (1,1),  (1,2),  etc.  (2,1),  (2,2),  etc.  etc.  gegebene  numerische  Coefli- 
cienten  sind. 

Wenden  wir  uns  zuerst  zur  Bestimmung  der  Gewichte  der  Fehler 
der  Theilstriche,  und  setzen 

iV,  «  (U) 

JV2  =  (2,2)  -  (2, 1 ) 

N3  =  (3,3) -(3,2) 

etc.  bis 

iV,  =  ;> — 1,  p — 1)  —  (p — 1r  /> — 2) 

und  bez.  bis 

ty«  (m)-(m-<) 

so  bekommen  wir  mit  blosser  Zuziehung  der  zweckdienlichen  Glieder 

(»+<)(<M0  +NkJk  =  0 
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und  die  Verbindung  mit  der  oben  erhaltenen  Gleichung 

(»-M)(a,ft)  -*-  %2k  =  0 
führt  auf  die  Gleichungen 

(„+1)(d,Ä)+(H-i-iVt)D»  =  0 

(»+1)(«U-i)+(1+fJlüflt-0 

Diese  Gleichungen  enthalten  den  Beweis  des  schon  oben  aus- 
gesprochenen Satzes,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  auch  die  Gewichte 
derjenigen  Theilungsfehler,  welche  irgend  zweien,  gleich  weit  von  der 
Mitte  und  dem  einen  der  beiden  Endpunkte  des  zu  berichtigenden 
Maassstabes  abstehenden  Theilstrichen  angehören,  einander  gleich  sind. 

Aus  denselben  Gleichungen  folgt  nun,  dass 

Qk  =  Qnk  =  \  +*-Nk 

und  hiemit  erhalten  wir  vermittelst  des  oben  gegebenen  allgemeinen 
Ausdrucks  für  die  Gewichte  der  Theilungsfehler: 

P(k)  _  P(n-k)  -  P(n+k)  -  J>(2»-fc)  =  JSgL 

Der  oben  benutzte  allgemeine  Ausdruck  für  (a,ft)  erleidet  eine 
Ausnahme  für  k  =s  p,  indem  er  in  diesem  Falle  in 

(n+\)(o,p)  +j2,  =  0 
übergeht,  wahrend  zugleich  (d\p)  =.  0  ist.    Die  Substitution  der  oben 
gegebenen  Werthe  für  (a,p)   und  2p  führt  auf  die  Gleichung 

(»+1)(<l<p)+S-l>,-0 
woraus 

0=0      =- 

hervorgeht;  folglich  bekommen  die  bezüglichen  Gewichte  den  Ausdruck 

P(p)  =  P(n+p )  =  •*£!> 

womit  die  Gewichte  aller  Theilungsfehler  bestimmt  sind. 

93. 

Indem  wir  zur  Ermittelung  der  Ausdrücke  für  die  Gewichte  der 
Prüfungsintervalle  übergehen,  zeigen  vor  Allem  die  Gleichungen  zwei- 
ter Abtheilung  des  Art.  77,  dass 

P(ro0)     =  2w  * 

P(«^t)  =  2 
werden,  während  für  die  übrigen  Gewichte  besondere  Entwickelungen 
erforderlich  sind. 
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Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  in  den  jfcfj,  M2,  etc.  die  ./, , 
./2,  etc.  wegzulassen  sind,  und  dagegen  die  mit  JT,,  üf2,  etc.  multi- 
plicirten  Glieder  angewandt  werden  müssen.  Die  im  vor.  Art.  für  die 
{d9k)  erhaltenen  Gleichungen  geben  hierauf  leicht 

(«-H)(<U)  +  £^  =  0 

(»-M)|(*1) +  (*«)(  +2Ü£^Ä2  =  0 

etc.  etc. 

worin  die  Ausdrücke  des  Art.  81   für  die  K^  ÜT2,  etc.  zu  substituiren 
sind.     Nachdem  diess  geschehen,  kommt  man,  wenn  zur  Abkürzung 

iy    <a   (l,fc)  +  'M)  +  ....  +{kfk) 

k    ~    *  (»-*](*+!) 

gesetzt  worden  ist,  auf  den  allgemeinen  Ausdruck 

(ii+1)|(<M)  +  (*,2)+...+^  0 

Die  Gleichungen   (/)  des  Art.  91   können  aber  durch  die  folgende  all- 
x  gemeine  Gleichung  dargestellt  werden : 

welche  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden 

giebt.     Eliminirt  man  hiemit  lk  aus  den  im)  des  Art.  85,  so  bekommt 
man  sogleich  für  die  gesuchten  Gewichte  die  Ausdrücke 

'>*)  =  — i+i 

•  +-■5(4  +  ^ 

welche  den  Gleichungen   (P)  des  Art.  31    entsprechen. 

Da  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  alle  Werthe  von  k  von  1  bis 
p—  I  und  bez.  bis  q  ohne  Ausnahme  gelten,  so  sind  hiemit  die  Werthe 
aller  Gewichte  gegeben. 

94. 
Wir   werden  jetzt   die  numerischen  Werthe  der  Gewichte,  von 
n  =  8  an  abwärts,  angeben,  und  die  Berechnung  der  beiden  ersten 
derselben  durch  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Ausdrücke,  mit 
einigen  Einzelheilen  begleiten.     Da 

für  n  =  8 
die   Gleichungen   (c)   des  Art.    91    bei  (#,/>— 1),  hier  =  (d,3)  abbre- 
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eben,  so  stellen  sie  sich  wie  folgt: 

(»-M)|i(«M)-(W0|  +if1=so 

(»+<)|-F(^)i-r(d»2)-(*'3)i     +M>  Ä  ° 

(»+<)|-Ä(^)-Ä(M)+ÄÄ8)|  +^.=  0 
Durch  Auflösung  derselben  bekommt  man  leicht  die  Coefficienten 

(1,1)=L,  (1,2)=J-,  (1,3)=4 
v2>')  =  j-,  (2,2)  =14,  (2,3)  s=  y 

(3.o. -r»  (3.*) -2,(3,3)-;; 


206 
196 

und  hieraus  die  Werthe 

^1    —    T'  ^2  —   "7  »         ^3   =   f52 

mit  welchen  die  Formeln  des  vorvor.  Art.  unmittelbar  die  Gewichte 
der  Theilungsfehler  geben.  Man  berechnet  ferner  aus  den  obigen 
Coefficienten 

"l  —   4  >  ^2  —   28  '        ^  —   126 

womit  die  Formeln  des  vor.  Art.  unmittelbar  die  Gewichte  der  Prü- 
fungsintervalle liefern. 

Für  n  =  7 

brechen  die  (d,k)  bei  (<J,<f),  also  auch  bei  (rf,3)  ab,  und  die  angezoge- 
nen Gleichungen  (c)  werden  daher  jetzt: 

(■+*){?(',«)-{*,*)}  +  n,-o 

(•+<){-n(^)  +S  (*.*)- W}     +  M,  =  o 

(»+'){-tV^1)  — >*)  +3(^3)}+^-  0 
durch  deren  Auflösung  die  Coefficienten 

(1,1)  -£,  (1,2)  -£,(U)-£ 

(2,1)=  J- ,  (2,2)  -  g ,  (2,3)  =  g 

(3,1 )  =  1 ,  (3,2)  -  IJ ,  (3,3)  -  lg 
hervorgehen.     Damit  erhalt  man 

iy>\    —   Y?  ^2   —    44»  IT3  — 

™1   ss  j ,  rV2  ss  —  ,  fV3  ss 

woraus  man  wieder  die  Gewichte  nach  den  obigen  Formeln  berech- 
nen kann. 


683 

630 
248 

315 
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95. 

Ich  werde  jetzt  alle  berechneten  Gewichte  folgen  lassen. 

»  =  8. 

P(1)  =  P(7)  =  P(9)     —  P(15)  —  ^  =  4.61 

P(2)  =  P(6)  =  P(1 0)  =  P(1 4)  =   "   —  4.82 

P(3)  =  P(5)  -  P(11)  -  P(13)  -  S  =  5.03 

P(4)  =  P(12)  —   y   =5.14 

P(8)  =    9 

P(*,)  «16 

P(ro,)  -  H«   =  4  3.26 
P(«,)  =  lg?  =  10.40 

A-h)  =  *i£  =     4ö7 
P(ro6)  =  £   =    2.35 

P(ro7)  —    2 


n  =  7. 

P(1)  =  P(6)  —  P(8)     —  P(13)  =  ~   =     4.15 

P(2)  =  P(5)  =  P(9)     =  P(12)  =  JJ|  =     4.35 

P(3)  =  P(4)  -  P(10)  =  P(11)  -SS-    4.52 

P(7) 


J-^I-IJ  — 

4463 

=    *.U* 

= 

8 

PK)  = 

14 

P(m.)  - 

56 
5 

=  1 1 .20 

PK)  = 

560 
67 

=  8.36 

P(«,)  = 

345 

=  5.94 

PK)  - 

4008 

ist 

=  4.52 

P«  - 

56 
47 

=  3.30 

P(w6)  —    2 
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n  =  6. 

P(1)  =  P(5)  =  P(7)  — *P(H)  =    s    =    3-65 
P(2)  =  J>(4)  =  P(8)  =  P(10)  =   ^   =    3.85 


m  -  *w 

=     4 

P(6) 

—      7 

P(ro0)  =    12 

*fc)  -   Sf   =    9U 

P(mj)  =    JJ    =    6.36 

PK)  -    t?    -    4.46 


PK)  =    g    =    3.23 

PK)  =     2 


n  =  5. 


eo 


P(1)  =  P(i)  =  P(6)  =  P(9)  =    ^    =     3.16 


P(5) 


■  m  = 

480 
443 

=    3.36 

= 

6 

P(t>h)  = 

10 

PK)  - 

490 

47 

=    7.06 

PK)  = 

40 
9 

=    4.44 

P(m3)  = 

60 
49 

=    3.16 

PK)  - 

2  - 

n  ss  4. 


8 


JP(1)  =  JP(3)  =  P(5)  =  JP(7)  =     ^-     =  2.67 


P(2)  =  P(6) 

=    £    =2.86 

P(4) 

=    5 

PK)  =    8 
'  PK)  =    5 

PK)  =    U    =  3.08 

PK)  =    2 
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»a=  3. 

P(\)  =  i>(2)  =  l>(4)  =  />(5)  =    fj    =  2.18 

P(3)  -    4 

P{mo)=    6 
/>(>»,)  =    3 

P(»j)  =    2 
n  =  2. 
|»(1)  =  P(3)  =    y    =  1.71 
i»(2)  —     3 

PK)  =    4 
P(m,)  =    2 
Die  Annahme  »  =  i    würde  die  Auflösung   durch  das  gegen- 
wärtige Verfahren  auf  die  der  «Vorbereitenden  Enlwickelungen»  hin- 
fuhren, und  braucht  daher  nicht  angegeben  zu  werden. 

Vergleicht  man  die  eben  erhaltenen  Werthe  der  Gewichte  der 
Theilungsfehler  mit  denjenigen,  welche  wir  für  dieselben  Werthe 
von  »  durch  Anwendung  des  „Ersten  Verfahrens"  im  Art.  34  er- 
halten haben,  so  wird  man  erkennen,  dass  die  letzteren  zwar  etwas 
grösser  als  die  obigen,  die  Unterschiede  jedoch  klein  sind.  Das 
Gewicht  P(ri)  kann  hiemit  nicht  verglichen  werden,  da  es  bei  jenen 
nicht  vorkommen  kann;  vergleicht  man  dasselbe  aber  mit  den  zu 
den  doppelten  Werthen  von  n  gehörigen  P(n)  des  Art.  34,  so  fin- 
det man,  dass  diese  letzteren  auch  ein  wenig  grösser  sind  als  die 
hier  erhaltenen. 

Die  Vergleichung  der  Gewichte  der  Prüfungsintervalle  mit  denen 
des  Art.  34  zeigt,  dass  die  hier  erhaltenen  genau  doppell  so  gross 
sind,  als  jene,  welcher  Umstand  leicht  zu  erklären  ist. 


Berichtigungen. 

Seite  564,    Zeile   12  v.  u,   statt  2«6n:t  lies     2  t  5n3. 

«     57«,        «      U  v.   o.      «       ~  =  4,67  «      il^M« 

«     572,        *      M  v.   u.      «       §-  =  «,20  «      |-=*,50 

5  s 
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Zusatz  zu  Art.  92  u.  flgg. 

Aus  den  Gleichungen  (c)  des  ArL  94  erhält  man  durch  Hinzufügung  der 
geeigneten  Factoren  und  Addition: 

0  =  n(n-H)(4,4)  +  2(n-4)Jft  +  3(n-2)lf2  +  4(n-3)Jf3  +  etc. 

bis  +  {p-i)(p+t)Mp-2+p(p+*)Mp-1}indbei.  +q{q+i)Mq-i+±(q+*)*Mq 

woraus  die  Werthe  der  im  Art.  92  eingeführten  Coefficienten  (4,4),  (4,2)  .  . 
(4,p— 4)  und  resp.  (4, q)  sofort  entnommen  werden  können.  Nunmehr  lassen 
sich  mittelst  der  Gleichungen  (c)  successive  auch  (4,2),  (<M)>  (<M)  u-  s-  w- 
durch#die  M  ausdrücken,  und  somit  auch  die  Coefficienten  (2, Ar),  (3,A),  (4,Ä) 
u.  s.  w.  bestimmen.  Auch  kann  man  sich  zu  diesem  Zwecke  der  folgenden 
Umformung  des  Systems  (c)  bedienen,  von  deren  Richtigkeit  man  sich  ohne 
Schwierigkeit  überzeugt: 

0  =  [n+i)\[dfl-^[d,i)\-^Mx  +  J3(n-2)J/2  -h  4(*-3}lf,  +  .  .   j 

0  -  (n-M)  j(d,3)-^(<J,2)j-^if2  +  jl(ii-3)lf,  +  5(ft_4)Jf4  +  .  .   | 

0  -  (n+4)j(<J,4)-^«J,3)j-^?3/3  +  J5(n-4)j;4  +  .  .  | 

etc.  bis 

und  bez.  bis 

0  -  („+1)|(d,9)-l(J,9_1)[-ii/,_1  +  Jl+g  jff 

Die  directe  Rechnung  ergiebt  hieraus: 

0  =  («+4)  (4,4)  +  j-|8(n-4)Jf,  +  3(n-2)J/2  +  *(n-3)Jf3  +  .  .  .! 

0  «  (n+4)(«l,2)  +  5=1  Mt+^±)  J3(«-2)if2+4(n-3)Jf3+  .  .  .j 

0  =  („+4)(d,3)  +  =?(*  +  £?*)  +  ^gg*  J4(»-3)if3  +  ...( 

0  =  ^4,(^4,  -  ==!(H  +  £?  *  +  ?£&)  + 

+    6nv«-4)(ii-.J)(—  8)    j5(w-*)^4+.  ...   { 

welche  Gleichungen  nach  Bedürfniss  fortgesetzt  werden  können. 

Es  ist  wohl  nicht  nöthig,  die  Werthe  der  durch  die  vorstehende  Auf- 
lösung des  Systems  (c)  gegebenen  Coefficienten  (4,A),  (2,A)  etc.  ausführlich 
hinzuschreiben;  man  sieht,  dass  es  im  Grunde  nur  auf  die  Berechnung  von 
(Ar,*)  und  von  (Ar,*— 4)  oder  (A*-4-4,Aj  ankommt,  welche  wiederum  durch  die 
Gleichungen 

n-«*-»    V*  +  1'^ „-8*        (*,*-*)  +  * 
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mit  einander  verbunden  sind.     Es  ist  nun  leicht,  die  Ausdrücke  der  Artt.  92 
u.  93  für  Wft  und  2V*  auf  die  Form  zu  bringen: 

N    _  (fc+4)(n-fc)  +  (n-2fc)(M-<)  _        n-%k        ,,   ,,       . 
™*  -  *(„-*+4)  ""  (*+4)(n-*)  IMJ+' 

womit  die  Relationen 

ftfn-i-HlWi  =  (t-f-4)(n-t)Wi_i  +  2 

hervorgehen. 

Die  gefundenen  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  den  Werthen 

1         n  '  *  n 

vermitteln  eine  bequeme  recurrirende  Berechnungsweise  für  die  W*  und  A*. 
Man  erhält 


>n*-7n+8 

n(n— 4) 


Ä         n(w—  4)    '  * 

U/    =  *(gn*-87n+86)  «    _  6«8-43f|2+410n-J08 

3  =    8n(n-4)(»-8)  '  3  ""  "    "  8n(n-4)(n-2) 

jp    __     S4n3-487n*+468ti-860  ^    __  4*n*-448n»+707ii»-4532ii+44S8 

4  ""         3n(n-4)fn-2)(n^3)  »  4  ~"  ftfi(n-4)(n-J)(w-3) 

etc.  etc. 

Die  Anwendung  dieser  Ausdrücke  auf  die  Formeln 

P(k\  =  1(n+4)  Pim  \  =      »("+*)(»-*)  p,  .  *(*+4)(«+4) 

liefert  schliesslich  die  gesuchten  Werthe  der  Gewichte. 

Man  kann  bemerken,  dass  die  für  die  Wk  berechneten  Werthe  genau 
übereinstimmen  mit  den  entsprechenden  des  ,, ersten  Verfahrens",  welche 
Art.  32  angegeben  sind,  während  die  Gewichte  der  Prüfungsintervalle  sich 
verdoppelt  haben.     Die  im  Art.  29  aufgeführten  Grössen   Uk  unterscheiden 

am 

sich  von  den  Coefficienten  lk,k)  nur  durch  den  Factor  77— rr, — rrt  mithin  fällt 

x  7  '  (*+4)(n— ky 

jetzt  Njc  mit  Q%  »  4  ■+■  TkUk  des  früheren  Verfahrens  zusammen ,    und  man 
erhält  die  Relationen: 

P{k) ?M_ 


• +=+?'« 


wo  rechts  die  Ausdrücke  des  Art.  29  für  P(k)  zu  Substituten  sind. 

Im  Folgenden  sind  die  bis  A*  =  4  entwickelten  Ausdrücke  für  die  Ge- 
wichte zusammengestellt,  welche  nach  dem  Früheren  bis  Ar  =  p— 4  resp. 
k  äs  q  angewandt  werden  dürfen. 
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*(*+4)n 


4n-4 


*  '   "—      8fi*-43»+8 

pmv   _    4a(n+4)n(n-4)(n-S) 

rV*'   "~  i4«3_97«2+456n-408 

p,.*  _         24(n+4)n(n-4)(n-2){n-3) 

*  '  ""  48«*-359«3+4403n2—  4748n+445« 

etc. 


P(«l)   -        „3+tt+4 

8(n+4)n(fi-4)(ii-2) 


P(m2) 

PI»*) 

P[mA) 


'      n*         +44w-48 

^    6(n+4)tt(n-4)(n-2)(fi-3) 

S  3n*-6«3+69f»2-590n+ä88 

m        6{tt+4)tt(»-4)(n-a)(n-3)(tt-4) 

s  3n5-45n*-M35*3-9*0i|2+M97n-4809 

etc. 

,  .  30(i»+4)n(n-4)(«-2)(fi-3) 

r[mns)         3n5+9W4«268f^4.4j26»2-a280n+4440 

.    _  «4M-I)»(»-I(ii-1) 

1Wn^'   ~"  3n4+48n»-484»2+300>i-246 
6(n+4)n(n-4) 


P[mn-3)   = 


n3+4n*— 45n+42 

4(n+4)n 


Scbbr. 


Zu  Art.  53. 


-(M) 

-  («,») 

0 

+•(«,<) 

-(».*) 

—  («0 

-(M) 

+7(*,8) 

-(«0 

-(«,<)■ 

-  (i,8) 

+7(s0 

-  («,«) 

—  (sO 

-(M) 

—  fsO 

-  (»,«) 

0 
-8(s0 

-(M) 

-(«,*) 

0 

• 

-(»,<) 

-(«.*) 

0 
—  (*0 

-(<M) 

-(rf,2) 

I 

2/n2 

— 2m3 

— 2m4 

+Ö0     -  ° 

+6  (</,♦) 

-  C/,2) 

—  (d|2m2 

— 8flt3 

— 8m4 

+0,     —  o 

-(<M) 

+7{d,8) 

—  (d|2m2 

-8ro3 

— 8m4 

+/>2    *o 

-(<M) 

-  (<*,«) 

+7(<*2ma 

— 8iw3 

— 8m4 

+  ö3       -0 

-  («*,*) 

—  J 

— 8m3 

— 8/w4 

+i)4     —  o 

-(<M) 

—  (J 

— 2m3 

— 8iw4 

+  D&       -   0 

-  K«) 

, 

-«mg 

— 8w4 
— 8m4 

+  D7     =  0 

-(<M) 

+  (*,*) 

—8m4 

+  »s     =0 

+  («M) 

-(d,2) 

— 8»i4 

+09     -  o 

+2{0}'=0 

-*(«M) 

-t-2{4}'  =  0 

-8(d,<) 

-8(d,2) 

— 2(c 

J4tf?2 

+2{2}'=  0 

-2(d,4) 

-*«*,*) 

-2(6 

+88ro3 

+2{3}'=  0 

-*«*,<) 

-2(d  2) 

—  2(6 

-t-88m4 

+2{4}'=  0 

=  20,  x  =  2,  A  =  4,  ,u  =  7,  v  =  1 0. 


-P>]i 

-[0], 

~[0]s 

-P>]4 

~[1]i 

~[1]2 

-[1]» 

"[1]4 

[0]t 

-Wt 

-[«]« 

-[«]. 

~[2]4 

[1], 

-[3], 

-[3], 

-PI. 

"[3]4 

[8]i 

~[*]i 

+[0], 

-[*]» 

-[*]» 

-[*]« 

[3]r 

-Mi 

+[<]. 

l°j2 

~[5]3 

-[5]« 

[*]. 

~[6]i 

+  [«]« 

-[6], 

-[6I3 

~[6]4 

[5]i 

-[7], 

+  Pli 

-[7]2 

+  [013 

-[7]3 

~[7]4 

[6]« 

-W« 

+  [*]« 

-[8], 

+  [1]3 

~[8]3 

~[8]4 

[7], 

-Wi 

+  [5], 

-Wi 

+[*1» 

-[»:.. 

-[»]* 

Mi 

-[10], 

+  [•]« 

-[40], 

+  [31, 

-[io]3 

+  [0]4 

-[10)4 

[»]i 

-[44], 

+  [7], 

-[44], 

+  [*J3 

-[«]. 

+  [1'4 

[10], 

-[t*], 

+  [81, 

-[«]« 

+  [5"l:, 

-[«]» 

+  [*"J4 

[11]l 

-[13], 

+  [9], 

-[43], 

+  [«li 

-L13]3 

+  [3]4 

[12]l 

-[44], 

+  [40], 

-[44], 

+  [7]s 

+  [*]* 

[13], 

-[45], 

+  [H]* 

-[45], 

+  W» 

+  [»l4 

[i*]. 

-[46], 

+  [1*]* 

-[46], 

+  [»]3 

+[«4 

[45], 

-[17], 

+  [13], 

+  [10]3 

+  [7U 

[46], 

-[181, 

+  [44], 

+  [11]3 

+  [8]4 

[17], 

+  [45], 

+  [«]» 

+[»]i 

[18]i 

+  [16]. 

• 

+  [«!» 

+  [10]4 

Zu  Art.  66. 

(*,S)      +8(f,3)      -(»,4) 
(5,8)        -(«,3)    +4(«,4) 

-M)    H 


5) 

-(«,<*) 

# 

*) 

-(f,U) 

3) 

+S(«,H) 

-(«,«) 

-(•,14) 

+8(«,1S) 

+«(*.3) 

-(*.8) 

-(«,«) 

+!(*,«) 


r+(«,«) 


• 


igen. 


-J,1W) 

-(», 

1») 

+«» 

+S, 

«0 
=  0 

*» 

-4-S, 

+s, 
+s4 

=  0 
=  0 
=  0 

»,10) 

% 

HM«) 

+«s 

+s« 

+S, 

=  0 
—  0 
=  0 

MO) 

+SH 

=  0 

MO) 

-(•».12) 

+s, 

=  0 

MO) 

-(Mi) 

-(».•12) 

-(», 

15j 

+si0 

»0 

MO) 

+8(M1) 

-(»,1«) 

+Sn 

=  0 

i,i«)' 

—  iM') 

+7(s,12) 

-(»,«3} 

-(M*) 

-(*, 

l»> 

+s„ 

=  0 

- («. 1 2) 

+2(*,I3) 

-  («,  1 4) 

-•-«,3 

=  0 

-(5,12) 

-(«,«) 

+3(M*) 

-(», 

15) 

+  «14 

=  0 

MO) 

-(«,«)• 

- (*, 1 *) 

+4(i, 

I5) 

+{15}=0 

"'MO) 

• 

-21/  +DQ 

=»  0 

H 

+0i 

=  0 

+0j 
+03 

=  0 
=  0 

+04 

B    0 

d,10) 

-(rf,12) 

+  06 

+0, 

+/)7 

=  0 

a  0 

=  0 

.d,10) 

+  08 

=  0 

;rf,io) 

-(rf,12) 

+D9 

=  0 

</,10) 

-■tf.H) 

-(rf,12) 

+010 

=  0 

d,  1 0) 

+2(d,41) 

-(«*,«) 

+0ii 

=  0 

rf,io; 

-(rf,H) 

+9(d,«2) 

"(rf.13; 

-(d,U) 

+  012 

=  0 

-  (d,  1 2) 

+2(d,<3) 

-(d,U) 

+  013 

=  0 

-;rf,i2) 

-(<M  3; 

+5(rf,U) 

+  014 

=  0 

Zu 


-(t,H)     +3(*,12) 


-T 


-(«,«) 
+(»,«) 


-(*,«) 
+(«,«) 


4. 


u  n  g  e  n. 


-(«.42) 


(«,8) 

(s,8)  -  (*.9) 
0,8) 

(.s,8)  -(«.») 

As,8)  +*(*,») 


_>,40) 

_(s,40 
-s,40 


-1-2  («,») 


c^,8> 

<<*,8) 


_(d,9)      —  1<I,I0) 

-t-*(d,9)      -(<M°) 

-(d,9)    +4(d,40) 

_(d,40) 


-(d,4  4) 

+2(d,4  4) 


So*0 
-»-S!  =  0 

+s4  -  o 

_(s.42)    +s6  =  o 

-(1,48)     +S»  -  ° 
_(,,48)     +S9«0 

—  (»,4  8)     +5io— ° 

—  («,4«i     -«-Sil*  ° 
+6(s,42)  +022=  ° 

+  1)0  =  ° 

-l-Di  =  ° 
+D2  =  0 

+  D,  =  0 

+J>7  -° 
+D8  =  0 

+D9-O 

+D10-  ° 

+Dn-  ° 
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▲bhandl.  6.  K.  S.  Gesell  ich.  d.  Wisienieh.    XV.  45 


Unsere  bisherigen  Mondtafeln  geben  nicht  die  grade  Aufsteigung 
und  Abweichung,  sondern  die  Lange  und  Breite  des  Mondes.  Um 
aus  diesen  jene  zu  erhalten,  muss  man  die  sphärische  Trigonometrie 
anwenden,  nemlich  ein  sphärisches  Dreieck  berechnen,  in  welchem 
die  Mondlänge  und  Breite  nebst  der  Schiefe  der  Ecliptik  die  gege- 
benen, und  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  des  Mondes  die 
gesuchten  Stücke  sind.  Wenngleich  die  Berechnung  Eines  solchen 
Dreiecks  keine  grosse  Arbeit  verursacht,  so  wächst  dieselbe  doch 
bedeutend  an,  wenn  Hunderte  von  Mondörtern  zu  berechnen  sind, 
und  eine  Abkürzung  dieser  Rechnung  ist  daher  wünschenswerth. 
Sie  ist  um  so  mehr  zu  wünschen,  weil  das  allgemeine  Bedürfniss 
der  Astronomie  mehr  auf  die  Erlangung  der  graden  Aufsteigungen 
und  Abweichungen,  als  auf  die  der  Langen  und  Breiten  gerichtet 
ist,  und  man  in  bei  Weitem  den  meisten  Fallen  diese  nur  als  ein 
bis  jetzt  nicht  zu  umgehendes  Hülfsmittel  zur  Erlangung  jener  be- 
rechnet. 

Eine  Abkürzung  des  genannten  Verfahrens  kann  man  nur  da- 
durch zu  erlangen  hoffen,  dass  man  die  Mondtafeln  so  einrichtet, 
dass  sie  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  unmittelbar  geben, 
damit  die  Auflösung  des  obengenannten  sphärischen  Dreiecks 
vermieden  werde.  Wenn  man  hiebei  wieder  von  der  Lange  und 
Breite  ausgehen  wollte,  so  würde  man  gewiss  sich   keine  Erleichte- 


Anmerkung.  Der  Verfasser  beabsichtigte  die  nachstehende,  vor  Herausgabe  der 
»Mondtafeln«  niedergeschriebene  Abhandlung,  behufs  ihrer  Veröffentlichung  mit  einer 
abgeänderten  Einleitung  zu  versehen  Man  hat  geglaubt,  nach  dem  erfolgten  Ab- 
leben des  Verfassers  den  unveriinderten  Wortlaut  beibehalten  zu  sollen. 

45* 
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rung  verschaffen  können,  aber  wenn  man  diese  hiebei  gänzlich  um- 
geht, und  die  Länge  des  Mondes  in  seiner  Bahn  als  Ausgangspunkt 
wählt,  so  kann  man  eine  Erleichterung  des  bisherigen  Verfahrens 
erwarten.  Es  tritt  nun  aber  beim  Monde  der  bei  den  Planeten 
nicht  vorkommende  Umstand  ein,  dass  die  Bewegung  der  Mondkno- 
ten sehr  schnell  i^t  und  die  periodischen  Veränderungen,  welche  die 
Lage  der  Mondbahn  durch  die  störenden  Kräfte  erleidet,  nicht  un- 
bedeutend sind.  Die  Mondknoten  bewegen  sich  in  ungefähr  19  Jahren 
um  den  ganzen  Himmel,  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Eclip- 
tik  erleidet  periodische  Veränderungen,  die  16'  übersteigen,  und  die 
wahre  Lange  der  Mondknoten  mit  der  Ecliptik  ist  Schwankungen 
unterworfen,  die  mehr  als  2°  40'  betragen.  Diese  Umstände  verur- 
sachen, dass  die  Aufgabe,  von  der  hier  geredet  wird,  mit  eigentüm- 
lichen Schwierigkeiten  behaftet  ist. 

Vermöge  der  eben  angeführten  Umstände  zerfällt  die  Auflösung 
dieser  Aufgabe  in  zwei  Theile,  deren  erster  die  Glieder  in  Betracht 
zieht,  die  aus  der  schnellen  retrograden  Bewegung  der  Mondknoten 
entstehen,  und  deren  zweiter  den  Einfluss  der  periodischen  Aende- 
rungen  der  Lage  der  Mondbahn  berücksichtigt.  Ich  werde  mich 
hier  auf  die  Darlegung  meiner  Auflösung  des  ersten  Theils  der  Auf- 
gabe beschränken,  und  die  des  zweiten  Theils  auf  eine  andere  Zeit 
und  einen  anderen  Ort  verschieben. 


1. 

In  der  nachstehenden  Figur  sollen  alle  graden  Linien  grösste 
Kreise  auf  der  Kugel,  und  zwar  AE  den  Aequator,  AF  die  Ecliptik 
und  BD  die  Mondbahn  bedeuten.  Bei  E  soll  ein  rechter  Win- 
kel sein. 
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Nehmen  wir  den  Durchschnittspunkt  A  für  das  Frühlingsäquinox 
an,  dann  ist  CAB  die  Schiefe  der  Ecliptik,  AC  die  Länge  des  auf- 
steigenden Mondknotens,  DCF  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die 
Ecliptik.  Wenn  ferner  D  den  gleichzeitigen  Mondort  bedeutet,  dann 
ist  DC  das  Argument  der  Breite  des  Mondes,  DC  «+•  CA  seine  Länge 
in  der  Bahn,  AE  seine  grade  Aufsteigung  und  DE  seine  Abweichung. 

Die    Bezeichnungen,   die    ich   nun  anwenden   werde,   sind    die 

folgenden : 

DC    =W;       CB  =  N'—  Ä"—  0; 

AB    =360°  —  iV"—  Ä";    AC  =  360«—  0; 

CAB  =  i: ;  UCF  =  J, ;    DÄE  =  J"; 

AE    =A\   DE  =  *. 

Diese  Bezeichnung  ist  der  im  siebenten  Abschnitte  meiner  »Funda- 
menta  nova  investigationis  etc.«  eingeführten  analog,  von  welchem 
Abschnitte  ia  der  That  die  gegenwärtige  Aufgabe  ein  Theil  der 
Fortsetzung  ist.  Die  in  dieser  Bezeichnung  angewandten  Grössen 
besitzen  die  Eigenschaft,  dass  die  periodischen,  den  zweiten  hier  zu 
übergehenden  Theil  der  Auflösung  bildenden  Glieder  leicht  und 
sicher  durch  sie  dargestellt  werden  können.  Betrachten  wir  nun 
das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  DEB,  so  giebt  uns  die  Trigo- 
nometrie folgende  Relationen: 

cos  d  sin  (ifi  +  N"  +  K")  =  cos  J"  sin  ( W-  &  +  N"—  K")    j 
cosdcos(ifi  +  iV"+Ä")  =  cos(W—  e  +  N"—  K")    \   (1) 

sin  d 

wozu  ich  bemerke ,  dass  W —  9  die  Länge  des  Mondes  in  seiner 
Bahn  ausdrückt.  Durch  Auflösung  der  zusammengesetzten  Sinus 
und  Cosinus  verwandelt  man  diese  Gleichungen  leicht  in  die  fol- 
genden : 

cosd  sin  JR  =  sin  W^cos-/" cos  (N"-K"-  0)  cos  [N"+  K")  +  sin  (A™-  K"-  0)  sin  (N"+K")) 
+  cos  W{cos/'sin  (N"-K"~  0)  cos  {N"+K")  -  cos  (.V-  AT"-  0)  sin  {N"+  K")} 

cosd  cos,«  =  sin  W{cos/'cos  [S"-K"-  0)  sin  (A'"+  AT")  -  sin  (A7"-  AT"-  0)  cos  (A"'+  K")} 
+  cosW{cosy"sin  (AT— IT—  0)  sin  (N"+  K"  +  cos  (A7"-  A'"-  0)  cos  (X"+K")} 

sin  d  =  sin  W  sin  ./"cos  (A"'-A"'-  0)  +  cos  Wsm  /'sin  (AT"~  K"-  0) 

Vermöge  des  Dreiecks  ABC  erhalten  wir  aber  aus  der  sphärischen 
Trigonometrie  folgende  Relationen: 


=  cos(W—  9  +  N'—  K")    \ 

■>  sin  J"  sin  ( W—  9  ■+■  N"—  K")   J 


1 
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cos,/"  cos  (4v"-A'"-©)  cos  (A'"+A'")  +  sin  (A "'— A*"-©)  sin  ^V'-hA", 

=s  cos/, cos/,  cos©  —  sin J^ sin y, 

cosrsin(A"-A"-©)cos(ATW4-A")  -cos(AT"-A"-0)  sin  (N"+K")  =  -cos^sinö 

cos,/"  cos  (A"'-A"-0)  sin  (iV"-4-A")  -  sin  (Ar"-A"-©)  cos  (N"+K")  =  cos,/,  sin© 

cosJ"sin  (AT"-A"-®)sin  (Ar"+A")  +  cos  {y " -K"-@)  cos  (N"+K")  ^cos© 

sin/" cos  (A"—  Ä'"—  ©)  =  sin/,  cos/,  cos  0  +  cos  f„ sin /, 
sin  J"  sin  (AT-  A"-  ©)  =  -  sin /i  sin  0 

womit  man  die  Grössen  J",  N"  und  K"  aus  den  vorstehenden  Glei- 
chungen eliminiren  kann.  Nachdem  diess  geschehen  ist,  und  man 
die  Producte  der  Sinus  und  Cosinus  von  Wund  0  in  linearische 
Sinus  und  Cosinus  verwandelt  hat,  bekommt  man : 

cosc)  s'm  AI  =  cosJj,  cos2£/, sin  [W  —  0)  — sinJJ,  sine/,  sin  W 

—  cos«C  sin2|  J,  sin  ( W  •+-  0) 

cos  d  cos  ifi  =  cos 2J  J,  cos  ( W  —  0)  -f-  sin  2{-  J,  cos  ( W  +  0) 

sin  ö  =  sin/,  cos2|J,  sin(W  —  0;  -+-cos«C  sin«/,  sin  W 

—  sin  «/,',  sin  2£  */,  sin  ( JV  +  0) 

wodurch  die  grade  Aufsteigung  und  Abweichung  des  Mondes  schon 
in  Function  der  Länge  in  der  Bahn  und  der  Knojenlänge  darge- 
stellt ist. 

2. 

Die  eben  gefundenen  Gleichungen  zeigen,  dass  von  den  drei 
Gruppen  cos d  sin /R,  cos  #  cos  iß,  und  sind  die  erste  und  dritte  aus 
drei  und  die  zweite  aus  zwei  Gliedern  besteht,  welche  je  Eine  ver- 
änderliche Grösse  enthalten.  Diese  acht  Glieder  Hessen  sich  also  in 
eben  so  viele  Tafeln  von  einfachen  Argumenten  bringen,  und  wenn 
diess  geschehen  wäre,  so  könnte  man  in  jedem  vorliegenden  Falle 
daraus  die  numerischen  Werthe  der  genannten  drei  Gruppen  be- 
rechnen, woraus  man  dann  durch  logarithmisch-trigonometrische  Be- 
rechnung zu  M  und  d  selbst  übergehen  könnte.  Nun  kann  man 
zwar,  vermöge  der  numerischen  Werthe  von  J'„  und  «/,,  welche  in 
der  Natur  stattfinden,  die  Glieder,  aus  denen  sin<?  besteht,  in  drei 
Tafeln  bringen,  die,  ohne  unpractische  Ausdehnung  zu  besitzen,  in 
der  Anwendung  bequem  werden;  man  kann  sogar  diese  Tafeln  so 
einrichten,  dass  man  aus  ihnen  ohne  Anwendung  von  trigonometri- 
scher Rechnung  d  selbst  statt  sin  d  erhält.    Man  muss  zu  dem  Ende 
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die  Coefticienten  sin/,,  cos  *•£/,,  cosc/j,  sin  J,  und  sin/,',  sin2|/  in  den 
Tafeln  nicht  in  Theilen  des  Radius,  sondern  in  Theilen  des  Uni- 
fanges des  Kreises  (in  Graden,  Minuten  und  Secunden)  ausdrücken 
und  eine  Tafel  hinzufügen,  die  den  Unterschied  zwischen  dem  Bogen 
und  dem  ihm  zukommenden  Sinus  giebt.  Die  beiden  Gleichungen 
für  cosc)  sinifi  und  cosdcosifl  lassen  sich  aber  nicht  so  bequem 
in  Tafeln  bringen,  da  die  beiden  Glieder  cos/,  cos2|-J,  sin(W —  &) 
und  cos2| /,  cosiW  —  &)  fast  von  — 1  bis  +  1  variiren  und  mit 
sieben  Decimalsl eilen  angesetzt  werden  müssten;  um  hier  bequem 
anzuwendende  Tafeln  zu  erhalten,  müsste  man  ihnen  eine  bedeutend 
grosse  Ausdehnung  geben.  Es  kommt  hier  noch  hinzu,  dass  die 
Berücksichtigung  der  von  der  Veränderung  der  Mondbahn  abhängigen 
periodischen  Glieder  in  diesen  Gleichungen  sich  weitläufiger  heraus- 
stellt, als  sie  in  der  That  ist.  Die  Berücksichtigung  dieser  Glieder 
in  der  Gleichung  für  sind  ist  dagegen  einfach.  Durch  die  Ent- 
wickelung  von  JR  in  eine  unendliche  Reihe  aus  den  beiden  ersten 
in  Rede  stehenden  Gleichungen  erlangt  man  freilich  Glieder,  die  sich 
alle  in  nicht  zu  grosse  und  doch  bequeme  Tafeln  bringen  lassen; 
es  entstehen  aber  dadurch  der  Glieder  und  also  auch  der  erforder- 
lichen Tafeln  zu  viele,  als  dass  daraus  ein  namhafter  Vortheil  er- 
wüchse.  Um  diess  klar  darzuthun,  werde  ich  die  bezeichnete  Reihen- 
entwickelung ausführen. 

3. 

Sei  c  die  Grundzahl  der  hyperbolischen  Logarithmen  und  (>=*  |^^I, 
dann  ist  bekanntlich,  wenn  z  irgend  einen  reellen  Kreisbogen  be- 
zeichnet, 

2cosz  =  6-^+c"eJ;  2?sinz=V— c'*2  . 

Wenden  wir  diese  allgemeinen  Gleichungen  auf  die  obigen  Werthe 
von  cos  d  sin  JR.  und  cosdcosifi  an,  so  ergiebt  sich: 
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Addirl  man  diese  beiden   Gleichungen,   multiplicirt  ihre  Summe  mit 

T- -j- ;— -,  und  setzt  tfur  Abkürzung 

l  \  •+■  cos  J„)  cos  2$J,  ° 

so  bekommt  man: 

2cosdc<?lAi-w+e)  _ 
(1  ■+■  cos  ~f„)  cos  2f/, 

und  wenn  man  hierin  —  p  für  p  schreibt 

( 1  •+■  cos  f„)  cos  2\J, 

Dividirt  man  die  erste  durch  die  zweite,  und  nimmt  von  jeder  Seite 
der  Gleichung  den  hyperbolischen  Logarithmus,  so  entsteht 

2?(iß  — W+©)  = 

^ogO+ry'c-*^-*'-!^^ 

-log  (i  ^c^-^-gi^^ 

Entwickelt  man  nun  auf  bekannte  Art  die  beiden  hier  vorkommen- 
den Logarithmen  in  unendliche  Reihen,  und  geht  hierauf  von  den 
imaginären  Grössen  zu  den  reellen  Sinus  über,  so  bekommt  man 
folgende  Reihe,  die  ich  so  weit  fortgesetzt  habe,  dass  man  jeden 
Coefficienten  bis  auf  0",01   genau  haben  kann: 

♦ 

Ai=  W—  0— itjksin  0— i^sinSö— *yA8sin3  0— *yA4sin40—  etc. 

-A2sin2  W—  (2j?A+2j?A3)  sin(2  W— 0)-  (^+4^+3^)810(2  W— 20N 
.(2j?3A+6i7sA3  +  8j73A5)sin(2  W—  30)  —  (3i/4A2  + 1 6i?«A4)  sin  (2  W—  40) 
-4^8«  (2  W—  50)  —  etc. 

-|A4sin  4  W+  (2j?A3+2i?A5)  sin  (4  W—  0)  +  (3i?lA2+  8iy2A4)  sin  (4  W—  20; 

-  (2»;3A+1 2^+24^)8^(4  W—  30)  +  (^+8^^+36^*)  sin  (4  W— 40) 

-  (2>7sA+2(yA3)  sin  (4  W—  50)  +5j?8A2  sin  (4  W—  60)  +1 6  j^sio  (4  W— 70, 
-etc. 
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—  2vAft8in  (6W-  0)  —  5 t/U1  sin  (6  W—  2  0)  —  ^y  A»sm  6  W—  30) 

—  (öqtt2  +  40//W)  sin  (6  W  —  40)  —  (2  jy5A  +  30  »/5A3)  sin  (6  W—  5  0) 

—  ( jy+ 1 2v«A'+ 1 2(yA'}  sin  (6  W— 60)  —  (2^A+48//A3)  sin  (6  W— 70) 

—  8  q*  A2  sin  (6  W  —  8  0)  —  etc.       . 

+&tj* A4sin  1 8  W—  4  0)  +  14 q5A3sin  (8  W—  5  0) 

-I-  (7^*  +  11 2  tfk*)  sin  (8  W—  60)  +  (2^A  +  56  f'A3)  sin  (8  W—  70) 

+  (|  >/*  +  1 6  »;8A2)  sin  (8  W—  80)  +  2  jfAsin  (8  W—  90)  +  etc. 

— 24»/7A3sin  (1 0  W— 70)  —  g^A'sin (1 0  W—  80)  —  2j?»Asin  (1 0  W—  90) 
— ^'»sin  (10W—  10  0)  —etc. 

Nimmt  man  nun 

/;  =  23° 27'  54"  80 ,  /,  =  5°  8'  48" 
an  und  substituirt  diese  Zahlenwerthe ,  so  erhalt  man: 

ji=  w—  0— 


>_jo  4'lO','55sin0 

—  0?02 sin  (6  W—  60. 

—  17,97  sin  20 

—  0,1 8 sin  (6  W— 20) 

—  0,11  sin  30 

—  1,1 2  sin  (6  W— 30) 

—  6'  56,64  sin  2  W 

—  3,94  sin  (6  W—  40) 

—  1°  4'  18,33  sin  (2  W - 

-0) 

—  7,38  sin  (6  W— 50) 

—  2°  29'  28,71  sin  (2  W- 

-20; 

-^  5,93  sin  (6  W—  60) 

—  2' 47,08  sin  (2  W - 

■30) 

—  0,32  sin  (6  W—  70) 

—  2,35  sin  (2  W- 

-40) 

—  0,01  sin  (6  W— 80) 

—  0,03  sin  (2  W- 

-50) 

# 

+  0,03 sin  (8  W—  40) 

+  0,42  sin  4W 

+  0,1 0 sin  (8  W—  50) 

-1-  7,80  sin  (4  W- 

■0) 

+  0,24 sin  (8  W—  60) 

+  54.20  sin  '4  W- 

■20) 

+  0,33  sin  (8  W—  70) 

+  2'  48,10  sin  (4  W- 

■30) 

+  0,20  sin  (8  W—  80) 

+  3'  1 8,1 3  sin  (4  W- 

■40) 

+  0,01  sin  (8  W— 90) 

+  7,30  sin  (4  W- 

-50) 

—  0,01  sin  (10W— 70) 

+  0,1 7  sin  IW- 

•60) 

—  0,01  sin  (10  W— 80) 

—  0,01  sin  (10  W—  90) 

% 

—  0,01  sin  (10  W— 100) 

Die  Anzahl  der  Glieder  dieses  Ausdrucks  der  Reduction  der 
Mondlange  auf  den  Aequator  ist  34 ;  da  sie  bloss  von  den  zwei  Ar- 
gumenten W  und  0,  oder  W —  ö  und  &  abhängen ,  so  wäre  es 
nicht  unmöglich,  sie  alle  in  Eine  Tafel  mit  diesen  zwei  Argumenten 
zu  vereinigen.    Aber  eine  solche  Tafel  würde  eine  übermässig  grosse 


678  P.  A.  Hansen,  [10 

Ausdehnung  bekommen  müssen,  um  practisch  werden  zu  können.  Diese 
Ausdehnung  würde  so  gross  sein,  dass  sie  selbst  ein  Hindernis* 
für  ihre  bequeme  Anwendung  bilden  würde.  Man  muss  daher 
jedenfalls  den  vorstehenden  Ausdruck,  wenn  man  ihn  anwenden 
will,  in  Tafeln  von  einfachen  Argumenten  redigiren.  Solcher  er- 
fordert er  aber,  wenn  man  keine  Glieder  übergehen  will,  nicht 
weniger  wie  23,  und  diese  Anzahl  würde  sich  durch  Uebergehung 
der  kleinen  Glieder  nur  wenig  vermindern.  Es  wird  daher  jeden- 
falls durch  Anwendung  dieses  Ausdrucks  die  unmittelbare  Berech- 
nung der  graden  Aufsteigung  des  Mondes  aus  den  Mondtafeln  müh- 
sam und  zeitraubend,  und  man  würde  sie  aufgeben  müssen,  wenn 
es  unmöglich  wäre,  andere  und  einfachere  Ausdrücke  dafür  zu  finden. 


4. 

Um  einen  einfacheren  Ausdruck  wie  den  vorhergehenden  zu 
finden,  ist  es  nothwendig,  die  beiden  Argumente  oder  veränderlichen 
Grössen ,  von  welchen  er  abhängt,  möglichst  von  einander  abzusondern 
und  den  Ausdruck  in  Factoren  zu  zerlegen,  von  denen  der  eine  nur 
die  eine,  und   der  andere  nur  die  andere,  oder  vielmehr  überhaupt 

« 

auch  nur  Eine  veränderliche  Grösse  enthält.  Die  Transformationen, 
durch  welche  ich  diess  bewirkt  habe,  werde  ich  im  Folgenden 
zuerst  im  Allgemeinen  angeben,  und  dann  speciell  auf  die  vorliegende 
Aufgabe  anwenden. 

Seien  in  einem  beliebigen  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke 
v  —  ö  die  Hypotenuse,  /  —  6  und  b  die  Katheten,  so  wie  i  der  der 
Seite  b  gegenüberliegende  Winkel.     Dann  ist  allgemein: 

f       cos  b  sin  (/  —  0)  =  cos  i  sin  (v  —  o) 
(2)    ....    {       cos  b  cos  (/  —  0]  as  cos  [v  —  o) 

l        sin  ä  =  sin  i  sin  (i?  —  o) 

Diese  Formeln  habe  ich  in  folgende  umgewandelt: 


(3) 


cosfc  sin(/  —  //)  =  cos/,,  sin  {v  —  0O)  —  *„  ,'tg  /„  -|-  fc  £- { 

cos  b  cos  (/  —  11)  =  cos  v  —  Ö0)  ■+■  s0  — 

sin  b  s=s  sin»0  siu  [e  —  Ü0    -4-  *« 
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wo 

p  =  sin  t  sin  (a  —  0O) 

qn  =  sin  i  cos  [o  —  Ä0)  —*  sini0 

fe  =  cos  i0  (cos  i  -f-  cos  i0)  —  qr0  sin  i0 

s0  =  g0  sin  (v  —  0O)  —  p  cos  (0  —  Ö„) 


'  /•  w  *\  cos  »  +  cos  *0       '       /  /,\ 

sin  [0  —  Ilj  =- k — -   sm  (a  —  0O) 

/^, yyy  M  +  cosi  cos  ip)  cos  (g  —  fr)   —  sin  i  sin  tp 


(*) 


i0  und  0O  hingegen  durchaus  willkürliche  Grössen  sind,  die  man 
nach  Belieben  bestimmen  kann. 

Die  Ableitung  dieser  Gleichungen  übergehe  ich  hier,  weil  ich 
sie  bereits  an  einem  anderen  Orte  gegeben  habe;  man  kann  sie  indess 
auch  ohne  diese  verificiren.  Wenn  man  nemlich  die  Ausdrücke  (4) 
in  (3)  substituirt  und  gehörig  reducirt,  so  wird  man  finden,  dass 
Zn  und  00  von  selbst  verschwinden  und  die  Gleichungen  (2)  daraus 
hervorgehen,  woraus  die  Richtigkeit  der  (3)  und  (4)  schon  folgt. 
Ich  füge  hinzu,  dass  die  hier  eingeführten  Grössen  i0,  0O,  //,  etc. 
sich  auf  sehr  einfache  Weise  geometrisch  construiren  lassen. 

Um  eine  Anwendung  der  Gleichungen  (3)  anzudeuten,  seien  i 
und  0  die  mit  der  Zeit  veränderliche  Neigung  und  Länge  des  auf- 
steigenden Knotens  irgend  eines  Himmelskörpers  zum  Aequator,  o 
die  Entfernung  des  in  der  Bahn  gewählten  Anfangspunkts  der  Längen 
von  diesem  Knoten,-  v  die  Länge  des  Himmelskörpers  in  seiner  Bahn, 
dann  sind  /  und  b  seine  grade  Aufsteigung  und  Abweichung.  Wählt 
man  nun  z.  B.  für  t0  und  00  die  Neigung  und  Knotenlänge,  die  in 
irgend  einem  bestimmten  Zeitpunkt  stattfand,  so  sind  su,  p,  q0  und  // 
kleine  Grössen  von  der  Ordnung  der  störenden  Kräfte,  die  die  Lage 
der  Bahn  des  Himmelskörpers  im  Raum  zu  verändern  streben.  Diese 
Glieder  erscheinen  in  den  Gleichungen  (3)  von  den  Hauptgliedern 
abgesondert,  und  können,  da  sie  so  einfach  sind,  leicht  entweder  in 
der  endlichen  Form,  in  welcher  sie  daselbst  vorkommen,  oder  in  sehr 
stark   convergirende  Reihen   aufgelöst,   auf  die  einfachste  Weise  be- 

An 

rücksichtigt  werden.    In  den  Fällen,  wo  in  Bezug  auf  die  Zeit  dd*=-^-. 

ist,  nehmen  die  obigen  Ausdrücke  für  //  eine  noch  einfachere  Form 
an,  und  gehen  in  folgenden  über: 


k  cos  t 


«=/ 


680                                          P.  A.  Hansen,  x        [I* 

Ich  kann  diess  jedoch  hier  nur  beiläufig  erwähnen,  denn  die  An- 
wendung, die  ich  im  Folgenden  von  den  aufgestellten  Gleichungen 
machen  werde,  ist  eine  ganz  andere. 


5. 

Entwickeln   wir   durch  die   beiden   ersten   Gleichungen   (3)   den 
Ausdruck  des  Bogens  /  in  eine  unendliche  Reihe.     Setzen  wir 

■j  =  A  sin  Wo 


t«io  +  r-^-  =  i4costro 


(5) 

l  te^  +  Äcosio 

dann  gehen  die  genannten  Gleichungen  über  in: 

cos 6 sin  (/ — //)=cost0sin  (v — 0O)  —  *o A cos w0 
cos  b  cos  (/ — //)=         cos  {v — 0o)HF-soj4sint!>o 

und  wenn  wir  die  imaginären  Exponentialfunctionen  einführen,  in 
cos6(c<,(/-/7)— c-^-"0=cos^ 

cos6(^('-"//j+c"^/"//))=^(t;"öo)+c~^t,-flo)  —  qsqA  (c<?tt,°-  c'W) 

Durch  Addition   und  Division   mit    (1  +  cos  t0)  cQ  v~     ergiebt 
«sich  hieraus: 

4+co8ioC  —  }+*c  —<?*80c 

wo 
(6) «  =  tg^,   »  =  j-^U- 

Setzt  man  in  dieser   Gleichung  —  (j  für  p,  so  entsteht  die  folgende 
analoge 

> 

Dividirt  man  jene  durch  diese  und  nimmt  die  hyperbolischen  Loga- 
rithmen, so  erhalt  man 

—  log  (1 +  «,'*<  <•-*  +?x«/  •-*-**) 

Lösen  wir  nun  die  Logarithmen  in  unendliche  Reihen  auf,  und 
gehen  von  dem  Imaginären  zu  dem  Reellen  Über,  so  bekommen  wir 
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/»t'~  0o  +  /I-«sin2(r— 60)  +  |**sin4  (r-0o)  —  i€3sin6(v--0o) 

+  |6*sin  8  (r— 0O)  +  elc. 

—  xsQ  {cos  (r— Ö0— w%)  —  f«cos  (3r— 3ö0— tr0)  +  f«2cos  (5t»— 50o— tr§) 

—  |«scos  (7 1>— 70o— w0)  ±etc.} 

—  x's^sin  (8r  — 8ö0—  2tr0)-|esin  (4t'-40o-«ti>o)  -*-  f«*sin  (6v-60o— 2trt) 

+  x$«2{|eos(3t'-3ö0— 3w0)  —  |«cos(5t?-5d0-3w;0)  +  ^cos  (7v-70o— 3ir0) 

—  M^cos  (9r_90o— 3w0)  ±  etc.} 

+  x4*J{|sin  (4t>— 40o—  4w0)  —  f  csin(6i'— 60a— Lw0)+*£e2cos  (8i<— 8ö0— 4w0) 

—  ^M  sin  (10  t;  —  »0öo— 4w0)±etc.} 
etc.  etc. 

Diese  Reihen  schreiten  nach  so  einfachen  Gesetzen  fort,  dass 
ihre  beliebige  Fortsetzung  nur  die  Muhe  des  Hinschreibens  kostet. 
Ueber  das  Gesetz  des  Fortschreitens  der  Bögen  unter  dem  Sinus-  und 
Cosinuszeichen,  der  Nenner  und  der  algebraischen  Vorzeichen  braucht 
hier  Nichts  gesagt  zu  werden;  über  die  numerischen  Zahler  ist  bloss 
zu  bemerken,  dass  zwischen  je  drei  derselben,  die  in  irgend  zwei 
aufeinanderfolgenden  Reihen  folgende  Stellung  gegeneinander  ein- 
nehmen : 

b  c 

wenn  man  von  ihren  Vorzeichen  absieht,  die  Gleichung 

c  =  a  +  6 
stattfindet,  durch  welche  man  sie  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will. 


6. 

Man  kann  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  x*0 
auch  durch  endliche  Ausdrücke  geben.  Man  gelangt  dahin,  wenn 
man  die  Gleichung  (7)  wie  folgt  umstellt: 

2(,(/-/y_v+ö0)  =  log(l+(C-i<?(,'-'fe,)-logO+^,?(,'"<b)) 
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Löst  man  die  beiden    letzten  Logarithmen   in  unendliche  Reihen  auf, 
so  ergiebt  sich  zuerst 

f  cPi«-fy-«V  c  -('(»-Ab-10*    \^ 

<    2  2  (    c*w~*a-wd    _  c-*e(«-*-wo)   i 

(  c*<?(«>-flo-t*>o)  c-^C^-öö-^o)      * 

Wenn  man  hier  die  beiden  Glieder  eines  jeden  der  Coefficienten 
von  x#0,  x2*©,  etc.  auf  gleichen  Nenner  bringt,  so  giebt  sich  ihre 
Transformation  in  Sinus  und  Cosinus  sogleich  zu  erkennen.  Die 
beiden  Logarithmen,  die  in  diesem  Ausdrucke  vorkommen;  verwandelt 
man  durch  folgende  Betrachtungen  in  einen  Kreisbogen. 

Seien  allgemein  a,  6,  d,  e  irgend  welche  reelle  Grössen,  zwischen 
denen  die  Gleichung  stattfindet 

log  («+(> b)  =d  +  (>e 

wo  wie  vorher  p=  j/^T  ist.    Geht  man  zu  den  Exponentialfunctionen 
über,  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in  die  folgende: 

und  da  diese  Gleichung  identisch  sein  muss,  so  folgt  daraus,  dass 

a=cdcose,   fc=c  sine 
mithin 

a  +  fc  =  c    ,   oder  d=£ log  [a  +  b  ),  und  *»  =  arc  lg— 
Wir  erhalten  also  identisch 

log  («+<>&)=$  log(a2+**)-f-eaictg- 
und  ebenso  bekommen  wir 

log  [a— Qb)  =i  log  va*  +  fc2)  —  parc  tgT 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  die  obige  Gleichung  an,  so  ist 

log(fl— p6)  =  log(H-«c"a^""lW) 

=  log(1  +f  cos2(v— üQj  — (>  f  sin  2  (»— 0„)) 
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also 

a  =  1  +  fCos2fv — Ö0) ,   i  =  6sin2(t' — Ö0) , 
folglich 

,og(1  +( c-^-^)-\og(i  +fc8<''«-*))=-2(>arctg  j^SjjSö 
Die  obige  Gleichung  geht  daher  in  folgende  über: 
l  =  v +fj-  e0-  arctg  r ; sin  *'-*>, 

u  ~  4  +€  COS 2(1'  —  0b,; 

cos(v— flb— w0) +f  cos  (v-öb+^o) 


— %st 


4+2*cos2(t>— 6\>)-*-*2 


2  2  sin2(t;— 0b— w0)  — 8«8in2u>0— e2sin2(v— 0b+wo) 
*  *°  lT(f+¥*cös 2(v-öo)+<2)2— 

j.  KV  cos3fi;~6b-w0)+3£C03ft?~6b— 3wo)+3<gco3ft?— flb^8t^o)-<-f3cos8^— <9b^"wo) 
"**       °  "  3(4+2«cos2(v-6b)-*2J3 

4o4  sin4(t;— 6b— w0)+4f(2t?— 26b"^^o)~6t2^n4t<;0— 463sin(2t;— a6b+4ti70)  — t4sin4(t;— flbH-^o) 

4(4+2<cos8(t>-0b!+«2)4 


■***!  - 


elc.  etc. 

wo  das  Gesetz   des   Fortganges   ebenfalls  deutlich   zu   erkennen   ist. 
Zu'  bemerken  ist  ausserdem,  dass  zufolge  der  Gleichungen  (3)  und  (6) 
der  Artt.  4  und  5 
1+2*cos2(t'— öfl)+f2  =  (l+f;2cos2fc0  =  ;t+*;2(1—  8in'i0sm'(v— 60>) 


7. 

Man  kann  auch  die  unendliche  Reihe  des  vorstehenden  Aus- 
drucks von  /  in  einen  durch  seine  Tangente  gegebenen  Kreisbogen 
verwandeln.     Setzen  wir 


?P9(t*  -wo)  — 


€C 


l+ec^^-W 


und   substituiren   diesen   Ausdruck    in   die   erste  Gleichung   des  vor. 
Art.,  so  wird: 

+log(l  — pjivc"^"^)—  log  (1  +w'^-^) 
woraus  durch  den  im  vor.  Art.  entwickelten  Satz  sich  ergiebt 

/«sg-g.+7/.-.arc  tg  ,  \ sin  ,(«-*>    -  arc  tg   "°^-s^>L 

ü  ~  4+*cos8(v—  0b)  ~  4— x*0*  sin(^u— u>0) 

Die    obige    Gleichung    für   etfi^"^    nebst  der   reciproken,  die  aus 
der  Verwandlung  von  (j  in  —  p  folgt,  giebt  aber 


684  P.  A.  Hansen,  [Iß 


y^+«2+2<cos2;r-6b) 
•p-  sin  (/t — w0)  =  sin  (i» — Ö0 — wQ) — «sin  (v — 0Q+w0) 

-7  cos  (fi — ir0)  =  cos  (v — ö0 — wo)  +*cos(t; — Ö0+ir0) 
Aus  diesen  beiden  Formeln  zieht  man: 


es  ist  daher 


tg(^— v+o0)=— _ €  cos 


^0/ 


n  A        *  sin  8  (v— 6h 

^=t,~<?»-arCtg<+fC08»Al, 

^  =iU+/7_arctg  ^i^T^L 


8. 

Wenden  wir  nun  die  vorstehenden  Entwickelungen  auf  den  Mond 

an.     Hiebei  ist  zuerst  zu  bemerken,  dass  die  Bedeutung  der  Grössen 

i,  0,  a,  v,  /,  6  durch   die  Vergleichung   der  Gleichungen  (2)  mit   den 

Gleichungen   (1)  ermittelt  werden   muss.     Diese   Vergleichung  zeigt, 

dass 

i  =  J" 

b=  —  N"—K" 
a=_jV"+Ä" 

v=w—  e 

b  =  d 

ist.  Die  Grössen  r0  und  0O  können  nun  nach  Belieben  bestimmt 
werden,  und  je  nachdem  man  sie  so  oder  anders  bestimmt,  geben 
die  vorstehenden  Reihenentwickelungen  verschiedenartige  Ausdrücke 
für  die  Reduction  der  Mondlange  in  seiner  Bahn  auf  den  Aequator. 
Die  zweckmässigste  Bestimmung  dieser  beiden  Grösseti  ist  aber  jedenfalls 
die,  wodurch  die  genannten  Reihenentwickelungen  die  Form  annehmen, 
welche  die  Anwendung  derselben  am  einfachsten  macht  und  wodurch 
zugleich  die  Trennung  der  beiden  veränderlichen  Grössen  bewirkt  wird. 
Zu  dem  Ende  setze  ich  zuerst 


ö0=  — iV"+  K" 

Durch  diese  Annahme  wird  a=0o,   und    die  Gleichungen   (4)  geben 
daher 


^ 
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p  =  0 

q0  =  sin/" —  sini„ 

«o  =  (sin  J—  sint„)  sin  ( W—  Q+N"—  K") 
k  =  i  +  cos(/"+i0) 
77=  ö  =— iV"—  tf" 
//— 6»0  =  — 2Ä" 

Aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  ergiebt  sich  ferner 

«'o=  0 


X 


cos^io 


und  hiemit 
Schreiben  wir  nun 


__   cos  t0— cos/'    • 


__  cos  f0— cos/'  4 
«  cos2  4^       ~ä 

A=—  «sinV  [cos  V— |^cos3V+y*2cos5V+etc.J 

Ä=—  «2sin2V|fsin2V—  |*sin4F+{  *2sin  6V+etc.j 

C  =     a3  sin3  V  j  {  cos  3  V—  |  *  cos  5  V+  y  *2  cos  7  V  +  etc. 

D=     «4sin4F  j{  sin  4  V—  |* sin  6  F+  ^  *2sin  8  V  +  etc.| 
etc.  etc. 


oder  in  endlicher  Form 


A= 
B= 
C= 

D= 

etc. 


y(1+f  cos  F 

4+€2+8*COS2F 

^2    •    2y        (J-g2)sin2F 

r-  S,n    *  ^~+7*+2*cos2F;2~ 

«3 sin»  V   (J+i3lcos 3. F+3f  (*_+_*)  cos  F 
r  3(<+~*2+2*cos2Fj3 

rtx  *in4  V  Ji^4i!!_n  AT+  **i*-**)  s^  2  F 

w    M"     r  4(4+42+2fCos2|>)4 

etc. 


... 


(8) 


wo  V=  W—  e+N'—K",      e  =  tg'H 

so  erhalten  wir,  wenn  wir  Uberdiess 

f     p *sin2F 

'S11 — i+TcösiF 
setzen,  vermöge  der  Entwicklungen  der  Artt.  5  und  6: 

JR  =  W—  G—R—%K"+At]-hBri*+Cff+DTiA+  etc. 


Ahhandl.  d.  K.  S.  GesMUcli.  d.  Wisspnscb.   XV. 

t 
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In  diesem  Ausdrucke  sind  die  beiden  veränderlichen  Grössen  von 
einander  abgesondert,  wenn  wir  für  die  bis  jetzt  nur  scheinbar  darin 
enthaltene  Grösse  «  eine  Constante  wählen.  Denn  ?j  ist  blos  Func- 
tion von  J",  welche  Grösse  blos  von  &  abhängt,  wohingegen  Ä, 
A,  Ä,  etc.  blos  Functionen  der  Veränderlichen  V  sind.  Die  Längen 
N"  und  K"  ihrerseits  sind  blos  Functionen  von  0.  Der  obige  Ausdruck 
filr  M  lässt  sich  daher  leicht  in  Tafeln  bringen,  wenn  man  die  Multi- 
plier tion  von  A,  ß,  C,  etc.  mit  den  Potenzen  von  y  der  speciellen  An- 
wendung uberlässt. 

9. 

Es  ist  noch  die  Bestimmung  der  bis  jetzt  willkührlich  gelasse- 
nen Grösse  i0  vorzunehmen.  Man  sieht  leicht,  dass  im  Allgemeinen  die 
Reihe  Atj  +  /fy2  +  etc.  möglichst  convergent  wird,  wenn  man  i0  so 
bestimmt,  dass  die  Differenz  cosi0 — cosJ"  möglichst  kleine  positive 
und  negative  Werthe  annimmt.  Nun  sind  aber  J'„  +  J,  und  J'„  —  J' 
die  Grenzwerthe  von  J",  und  die  eben  genannte  Bedingung  wird 
daher  erfüllt,  wenn  man  cosi0  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den 
Cosinus  dieser  Grenzwerthe  gleichsetzt.  Hieraus  folgt,  wenn  wir  den 
so  bestimmten  Werth  von  i0  vorzugsweise  mit  T  bezeichnen,  dass 

cos  JH=  cos  J'„  cos  J, 
oder  zur  sicherem  Berechnung 

*in*r=  --^S^,  wo  igJ=  cotgi^  tg±J, 
Da  nun 

cos  J"=  cos  /,',  cos  J,  —  sin  J'„  sin  J,  cos  0 
ist,  so  wird 

cos  t0  —  cos  J"=  sin  J'„  sin  /,  cos  ö 

Setzen  wir  daher  in  die  Formeln  des  vor.  Art. 

so  wird 
JR  =  W—  9— %K '—  R+A  cos  G+ B  cos2  0+  Ccos3  0+D  cos4  0+etc. 

10. 

Die  eben  gefundene  Reihe  convergirt  am  schwächsten,  wenn 
die  Mondknoten  in  der  Nähe  von  0°  und  1 80°  liegen,  allein  die  Coo- 
vergenz  ist  in  diesen  Punkten  doch  bedeutend ,  weil  «  eine  kleine 
Grösse  ist  (in  Theilen  des  Radius  a  =  0,0373...);  sie  convergirt  am 
stärksten,   wenn   die   Mondknoten   in   der   Nähe    von  90°  und    270° 
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liegen;  für  0  =  90°  und  ©  =  270«  ist  die  Summe  der  Reihe  Null. 
Man  kann  aber  noch  andere  Reihen  angeben,  die  grade  in  den  Punkten 
am  stärksten  convergiren,  wo  die  Reihe  des  vor.  Art.  ihre  schwächste 
Convergenz  hat.  Diese  Reihen,  die  man  auch  aus  jener  erhalten 
könnte,  leitet  man  am  einfachsten  dadurch  ab,  dass  man  t0  den  Grenz- 
werthen  von  J"  gleichsetzt.  Setzt  man  iu  gleich  dem  Maximum  von 
t/",  nemlich 

ff)    S=2    </„      +    J, 

dann  wird 

•   •]  i  ,'  r    .    f  \  8  sin  JJ,  sin/, 

t*ctgHl/,-l-S,}.    «  =  --c^ifr+jf 
A  =  W—  9— 2/T—  Ä+AsinH0+Äsin4|Ö+^inHö+etc. 

Diese  Reihe  convergirt  am  stärksten,  wenn  &  in  der  Nähe  von  0° 
liegt.     Setzt  man  hingegen 

so  wird 

i    o  i  /  V        t  \  8 sin  J{, sin./, 

JR  =  W—  0— 2Ä"—  R+A  cos*  i  6M-ß  cos4  40-1-6' cos«4  0+  etc. 
welche  Reihe  am  stärksten  convergirt,  wenn  0  nahe  gleich  1 80°  ist. 

H. 

Der   Merkwürdigkeit  wegen   will  ich  noch  die  Annahme  t0=0 

untersuchen ,   aus  welcher  *  =  0  folgt.     Setzt   man  hier  nun  a  =  2, 

so  geht  daraus  hervor,  dass 

jR=  W—  &— 2K '+  A  sin2 17"+  Äsin4j/'+  etc. 
wo 

A  =  ~2sin  Vcos  V 

Ä«— 2sin2Vsin2V 

C  ss  £  sin»  Vcos  3  V 

D=4sin4Vsin4V 

'  etc. 

Hier  ist  R  verschwunden  und  die  unendliche  Reihe  schreitet  nach 
den  positiven  und  graden  Potenzen  von  sin|J"  fort  Sie  ist  aber 
weit  weniger  convergent,  wie  die  vorhergehenden  Reihen,  und  des- 
halb zur  Anwendung  weit  weniger  geeignet.  Ich  bemerke  übrigens, 
dass  diese  Reihe  mit  der  folgenden  nahe  verwandt  ist: 

jR=W—  9— 2#T—  tg2lJ"sin2V+ltg4iJ"sin4V+etc. 

die  unmittelbar  aus  einer  längst  bekannten  Reihe  entspringt. 

46* 
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12. 

Es  ist  noch  die  Entwickelung  der  einfachsten  Ausdrücke  für 
N"  und  K"  übrig.  Im  ersten  Artikel  hatten  wir  aus  dem  Dreieck  ABC 
die  folgenden  Relationen  erhalten 

.sin  J"  sin  (AT '—  K"—  0)  =  —  sin  J„  sin  0 
sin  J"  cos  (JV" —  K" —  &)  =  cos  T,,  sin  /,  -+•  sin  J^cos  J,  cos  0 
Dasselbe  Dreieck  giebt  auch  die  Gleichungen 

sin  Jn  sin  (N"+ K")  =  sin  J,  sin  ö 
sin  J"  cos  (N"+K")  =  sin  J^cos  J,  -+-  cos  J'„  sin  J,  cos  ö 

Fuhrt  man  hier  die  imaginären  Exponentialfunctionen  ein,  so  be- 
kommt man  leicht 

sin  JTcP^  "r ''  =  sin  Jn  cos2£  J,  +  cos  f„  sin  /,  c(,e —  sin  J',  sin'2  £  J,  c2?e 
=2jcosi^,cos|J,  —  sin^JCsin^c^^jjsinJf^cos^J,  -+•  cos]  JlsiniS,c***} 

sin  JV(lV'+in  =  sin  tos  J,  -h  cos2*«/:  sin/,  ^e  —  sinH^sin  J,  <T** 
=2jcos|^,cos^t/,  —  sin^/,'sin^J,c-?eJ{sin|tCcos|/f  +cos£t£,sin4-J,c?e| 

und  noch  zwei  ähnliche  Formeln,  die  sich  aus  den  vorstehenden  er- 
geben, wenn  man  darin  —  q  für  q  schreibt.*)  Dividirt  man  die  zweite 
dieser  Relationen  durch  die  erste,  so  bekommt  man 

*«£"_  cos  j  J'„  cos|  J,  '—  sin  {f„  sin  y,  C*"  $** 
cos^;,  cos±J,  —  sin  \f„  sio^y,  c$ 

Dividirt  man  die  erste  durch  die  zweite,  nachdem  man  in  letzterer  —  q 
für  ()  geschrieben  hat,  so  ergiebt  sich 

c1qN» sinj^cosfr./,  +  cos  ±f„  sin  \J,  c9_    __ 

sin*,/;  cos  ff,  +  cos\r„f>\n\Jrc~Q9 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt,  wenn  man  zur  reellen  Form 
zurückkehrt 

{a  M" cotg  y„  tg  \J,  sin  9 

ö  *  +  cotg  W,  ig\j,  COSÖ 

tff  ff» tgj^tgj/,  sin  9 

45       —   <-tgK,tgUcos<9 

*)   Man  bekommt  ausserdem  noch   die  Gleichungen 

cos4/'=  {cos£j;,cosf/,  -  sinf/;,  sinf/, c^fcos^cos^J,  —  sin^ sin-JV, C^9} 
sin 2|/'s  (sin |J;,cosJ/f  -h  cosf/;,  sin  f/, c*9} (sin^cosJV,  +  co^sinf/, c~e*} 

welche,  in  Verbindung  mit  den  obigen,  merkwürdige  und  nützliche  Relationen  geben, 
die  ich  aber  hier  nicht  anwenden,  und  daher  auch  nicht  ableiten  werde.     Auch  die  ' 
Gaussischen  Relationen  »m  sphärischen  Dreiecke  können  aus  diesen  Gleichungen  auf 
ein  räche  Art  abgeleitet  werden. 
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Die    vorstehenden    Gleichungen    zwischen    den    imaginären   Grössen 
geben  überdiess 

2piV"=  log  ( 1  +  cotgi  j;  tgi  l  cQ*)  —  log  (1  +  cotg  i  J„  tgl  J,  c-«*) 
2e/r  =  log  (1  -  tg+f„  tgH  <T**)  -  log  (1  -  tg|  S„  tg±/,  c*°) 

und  wenn  man  die  Logarithmen  in  unendliche  Reihen  entwickelt: 

AT"=coq«£tg£j,sm0— icot^j;ftgH^sin2ö+icot:34j;tg3iJfsin30+etc. 
K"=  tg|j;  tgi J,  sin  0+±tg2i j;ftg2J  J, sin2ö-hitgH^tg3iJ,  sin30-l-etc. 


13. 

Unter  den  im  Vorhergehenden  für  jR  entwickelten  Reihen  con- 
vergirt  die  im  Art.  9  abgeleitete  am  stärksten,  und  zwar  in  jedem 
Falle  so  stark,  dass,  wenn  die  Coefficienten  derselben  in  Tafeln  von 
zweckmässiger  Ausdehnung  gebracht  worden  sind,  ihre  Anwendung 
nie  unbequem  wird;  in  den  Fällen,  wo  cos©  klein,  und  folglich 
ihre  Convergenz  am  grössten  ist,  wird  ihre  Anwendung  äusserst  ein- 
fach. Da  aber  grade  in  den  Fällen,  wo  diese  Reihe  am  min- 
desten stark  convergirt,  die  Convergenz  der  im  Art.  1 0  entwickelten 
Reihen  am  grössten  ist,  so  kann  man  für  jeden  Fall  eine  stärkere 
Convergenz  und  folglich  eine  Abkürzung  der  Arbeit  herbeiführen, 
wenn  man  den  ganzen  Umlauf  der  Mondknoten  in  drei  Theile  zer- 
legt, und  in  jedem  dieser  Theile  eine  andere  jener  drei  Reihen  an- 
wendet. Man  wird  demnach  die  erste  Reihe  des  Art.  10  in  dem 
Theile  des  Knotenumlaufs  anwenden,  wo 

2sin2£0<cos0 

ist,   d.  i.  von  0=300°  bis  ©=60°;    die   Reihe   des  Art.  9  in   dem 

Theile,  wo 

2  sin2 £0>  cos  0>  —  2cos2±0 

ist,  d.  i.  von  0=60°  bis  0=120°  und  von  0=240°  bis  0=300°; 
endlich  die  zweite  Reihe  des  Art.   10  in  dem  Theile,  wo 

2cos2£0< — cos0 

d.  i.  von  0=  120°  bis  0=240°,  womit  der  ganze  Umkreis  er- 
schöpft ist.  Es  versteht  sich  indess  von  selbst,  dass  man  diese 
Theilungspunkte  nicht  genau  einzuhalten  braucht,  da  alle  drei  Reihen 
für  den  ganzen  Umkreis  gelten  und  in   der  Nähe  der  Theilungspunkte 
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die  Couvergen«   der   einen  Reihe   nur   wenig   von   der   der  anderen 
verschieden  ist. 

Ich  werde  noch,  um  einen  Ueberblick  über  die  hiefür  nöthigen 
Tafeln  zu  geben ,  die  Nullpunkte  und  die  Maxima  der  entwickelten 
Grössen  anführen.  Die  Bögen  iV"  und  K"  sind  Null  Tür  0=0  und 
0=180°  und  haben  zwischen  jedem  dieser  Nullpunkte  Ein  Maxi- 
mum.    Setzt  man 

cotg±J,'  tg±J,=  singf,     tgi/,;  tg4/,=  sinA 

so  ist  g  das  Maximum    von  N"  und  h  das  Maximum   von  K".     Die 

Grössen   Ä,  A,  B,  C,  D,  etc.  sind    Null    für   V=0°,  V=90ü,  V=H80°, 

V=270°;  Ä,  A  und  B  haben  zwischen  jedem  dieser  Nullpunkte  Ein 

Maximum.     Sei 

6  =  sin/' 

so  ist  f  das  Maximum   von  H.     Mit   Rücksicht   auf  die  eben   ange- 
führten Theilungspunkte  wird  das  Maximum  von  Acosö 


und  das  von  Äcos2ö 

8 

wo  a  so  verstanden  ist,  wie  in  Art.  9,  nemlich  ohne  den  Factor  2. 
C  und  D  haben  zwischen  jedem  Nullpunkt  zwei  Maxima.  Das  Maxi- 
mum Maximorum  von  Ccos30  ist  nahe 

^_  q3Bin«(67|Q) 
—  24 

und  das  von  Dcos46)  nahe 

0*81113(7*») 

64      " 

Nehmen  wir  nun  wie  in  Art.  3 

f„  =  23° 27'  54"8Ö,  J,  =  5°  8'  48" 

an,  so  wird  das  Maximum 

von  iV"=12029'52" 
von  K"=    0Ö32'5"3 

Setzen  wir  zur  Unterscheidung 
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und  unterscheiden  demgemäss  auch  R,  K  und  TT,  dann  bekommen 

wir  zuerst 

log  e  =  8,81 31 052,       log  a  =  8,881 3033;/ 

log  e  =  8,6546430,       log  a  =  8,5720901 

log  e"=  8,41 491 90,       log  «"=  8,8650881 

Hieraus  folgt  das  Maximum 

von  R  =  3°  43'  42"6 
von  R'  =  2  35  1 5,7 
von  /*"=  1   29  22,8 

ferner   mit  Anwendung  der  vorstehenden  Werthe  von  u  und  e   die 

Maxima 

von  A  cos  9  —  33'36'2 

von  U  cos1«*  =      23,3 

von  C  cos3ö  =         0,32 

von  D  cos40  =         0,005 

Man  sieht  also,  dass  das  vierte  Glied  stets  unmerklich  ist  und  die  An- 
wendung der  drei  ersten  Glieder  stets  ausreicht.  Wegen  der  vier  Null- 
punkte, die  die  Coefficienten  in  jedem  Umlauf  des  Mondes  haben, 
sind  sie  auch  in  dem  grössten  Theile  jedes  Monats  viel  kleiner  wie 
diese  Maxima,  und  es  wird  in  jedem  Monat  nur  eine  kurze  Zeit 
eintreten,  wo  man  nicht  mit  den  beiden  ersten  Gliedern  ausreicht. 
Ferner  wird  es,  wegen  der  minder  grossen  Bewegung  der  Knoten 
im  Verhältniss  zur  Bewegung  des  Mondes  selbst,  in  jedem  Knoten- 
umlauf Jahre  geben,  wo  das  dritte  Glied  ganz  unmerklich  wird,  und 
das  zweite  nur  selten  berücksichtigt  zu  werden  braucht,  also  von 
den  übrigen  Gliedern  fast  nur  Acosö  merklich  wird. 


«H 
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Man  wird  in  dieser  Beziehung  namentlich  eine  einleitende  Uebersicht 
über  die  Tendenz  und  die  Resultate  der  vorliegenden  Arbeit  ver- 
missen, ein  Mangel,  dem  durch  die  nachstehende  Uebersicht  der 
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Wir  bemerken  noch,  dass  man  geglaubt  hat,  sich  jeder  wesentlichen 
Redactionsänderung  an  dem  mit  halb  erblindeten  Augen  nieder- 
geschriebenen Manuscripte  enthalten  zu  sollen;  dass  man  aber  von 
Art.  79  an,  der  allein  in  der  Ueberschrift  existirt,  aus  einem  dem 
Manuscripte  beiliegenden  Brouillon  einige  Paragraphen  über  den  Ein- 
fluss  einer  Aenderung  in  den  Linsenkrümmungen  auf  die  Vereinigungs- 
weite der  Strahlen  entlehnt  hat,  die  aller  Wahrscheinlichkeit  nach 
Material  zur  beabsichtigten  Fortsetzung  liefern  sollten.  Selbstverständ- 
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S.  74  0  Zeile  1,3,4  von  oben  lies:   »ÄÄT«  statt:   »**'*"«. 

S.  724      -     3  von  oben  lies:    +  ^—  ""--1  ^  +*1  D'+  C.      • 

m 

S.  723     -    46    -       -     fehlt  im  Werthe  von  a  das  Endglied  +  C. 

S.    —     -    48    -  im  Werthe  von  c  lies:   »+ C«  statt-   »+C«. 

S.    —     -    20     -        -      lies:   »C  =  0  und  C  =  0«. 


§  1.    Allgemeine  Entwickelnden. 

Denken  wir  uns  eine  unbestimmte  Anzahl  von  Kugeloberflächen, 
welche  Mittel  von  verschiedener  Brechbarkeit  von  einander  absondern, 
und  solche  Lage  haben,  dass  ihre  Mittelpunkte  alle  auf  Einer  graden 
.  Linie  liegen.  Diese  Linie ,  welche  die  optische  Achse  des  Systems 
von  brechenden  Oberflächen  genannt  wird,  soll  zugleich  die  Ab- 
scissenachse sein;  die,  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  an  ge- 
zahlten, Abscissen  der  Durchschnittspunkte  der  brechenden  Ober- 
flächen mit  der  Abscissenachse  mögen  q,  q\  q",  etc.,  die  der  Mittel- 
punkte derselben  Oberflächen  p,  p\  p",  etc.  genannt  werden.  Die 
Brechungsverhältnisse  der  verschiedenen  Mittel,  von  dem  vor  der 
ersten  Kugeloberfläche  anfangend,  sollen  durch 

n:  »':  n":  ür:  elc# 
ausgedruckt  werden. 

2. 

Betrachten  wir  die  durch  ein  derartiges  System  von  brechen- 
den Oberflächen  gehenden  Lichtstrahlen,  aber  ziehen  wir  nur  solche 
in  Betracht,  welche  die  optische  Achse,  oder  die  Abscissenachse, 
schneiden,  da  leicht  einzusehen  ist,  dass  diejenigen  Lichtstrahlen, 
bei  denen  diess  nicht  der  Fall,  geringeren  Abweichungen  unter- 
worfen sind  als  jene.  Nehmen  wir  an,  dass  sich  im  ersten  Mittel, 
das  ist  vor  der  ersten  brechenden  Oberfläche,  ein  leuchtender  Punkt 
befinde,  dessen  Absoisse  £  und  dessen  Ordinate  rj  sei,  und  be- 
trachten vorläufig  nur  Einen  der  Lichtstrahlen,  die  der  leuchtende 
Punkt  auf  die  erste  brechende  Oberfläche  sendet,  und  zwar  den- 
jenigen, welcher  letztere  in  dem- Punkte  schneidet,  dessen  Abscisse  a 

Abhandl.  d.  K.  S.  Oesellaoh.  d.  WiBsensch.    XV.  47 
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und  dessen  Ordinate  k  ist.  Es  ist  klar,  dass  die  Lage  dieses  Licht- 
strahls hiemit  vollständig  gegeben  ist;  ja  dieselbe  ist  hiedurch  mehr 
als  hinreichend  und  nöthig  bestimmt,  da  vermöge  der  gegebenen 
Beschaffenheit  der  brechenden  Oberfläche  a  und  k  von  einander  ab- 
hängig sind. 

3. 

Die  Gleichung  des  eben  definirten  einfallenden  Lichtstrahls  kann 
auf  verschiedene  Weise  aufgestellt  werden.  Bezeichnen  wir  die  lau- 
fenden Coordinaten  irgend  einer  Linie  überhaupt  mit  x  und  y,  so- 
wie die  Abscisse  des  Punktes,  in  welchem  die  Verlängerung  dieses 
Lichtstrahls  die  Abscissenlinie  schneidet,  mit  c,  so  ist  die  Gleichung 
desselben 

y—n  —  (*— *)  -dr 

Nennen  wir  den  Winkel,  den  der  Lichtstrahl  mit  der  Abscissenachse 
macht  <*,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

y—v  *=  (*— •)  *«« 

indem 

ist.     Wir  wollen   uns  nicht   bei  allen  übrigen  Formen  aufhalten,  die 

dieser  Gleichung  gegeben  werden  könnten,  -sondern  nur  noch  Eine 

derselben  hervorheben,  die   uns   nützlich    werden    wird.     Eliminiren 

wir   durch  Hülfe   der   letzten  Gleichung  y  aus  der  vorstehenden,  so 

verschwindet  auch  £,  und  die  Gleichung  des  einfallenden  Lichtstrahls 

wird 

y=(c  —  x)  tgcc 

Durch  diese  Gleichung  wird  der  allgemeinere  Fall,  den  wir  zuerst 
eingeführt  haben,  nemlich  der,  dass  der  leuchtende  Punkt  ausser- 
halb der  optischen  Achse  liegt,  auf  den  speciellen  zurückgeführt, 
dass  er  in  der  optischen  Achse  selbst,  und  zwar  in  dem  Punkte  r 
derselben  liegt.  Man  kann  betreffenden  Falles  durch  dieselbe  Ana- 
lyse von  dem  speciellen  Falle  zu  dem  allgemeineren  Übergehen.  Es 
ist  auch  an  sich  klar,  dass  alle  leuchtenden  Punkte,  die  auf  der 
Linie  des  Lichtstrahls,  die  wir  betrachtet  haben,  vor  der  ersten 
brechenden  Oberfläche  liegen,  derselben  Brechung  unterworfen  sind. 
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4. 

Geben  wir  zu  dem  durch  die  erste  Oberfläche  gebrochenen 
Lichtstrahl  über,  nennen  die  Abscisse,  unter  welcher  dieser  die  Ab- 
scissenachse  schneidet  c\  und  den  Winkel,  den  er  mit  der  Abscissen- 
achse   macht  a\  so   ist  dem  Vorhergehenden   analog  die  Gleichung 

desselben : 

V  —  [p—x)  tga 

und  für  a   werden  wir  die  Gleiehung 

bekommen,  wenn  {'  und  tf  die  Abscisse  und  die  Ordinate  irgend 
eines  Punktes  der  Linie  bezeichnen,  die  der  gebrochene  Lichtstrahl 
beschreibt. 

5- 

Die  nächste  Aufgabe  wird  nun  darin  bestehen,  die  Abhängig- 
keit zwischen  c  und  c  durch  bekannte  Grössen  auszudrücken,  und 
die  Gleichung,  welche  diese  Abhängigkeit  ausdrückt,  so  weit  zu  ent- 
wickeln, dass  darin  das  erste  Glied  des  Unterschiedes  zwischen  Sinus 
und  Bogen  enthalten  ist. 

Nennen  wir  den  Einfallswinkel  X  und  den  Brechungswinkel  fj, 
so  giebt  die  Dioptrik,  in  Folge  der  im  Art.  4  eingeführten  Bezeich- 
nungen der  Brechungsverhältnisse: 

n  sin  X  =  ri  sin  p 
und  es  sind  zunächst  A  und  /u  durch  a  und  «  auszudrücken.  Dies« 
geschieht  am  einfachsten  durch  Zuziehung  des  Winkels,  den  der 
an  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  des  einfallenden  und  des 
gebrochenen  Lichtstrahls  mit  der  brechenden  Oberfläche  gezogene 
Halbmesser  der  letzteren  mit  der  Abscissenachse  macht.  Nennen 
wir  diesen  Winkel  ö,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass 

ist,  und  man  findet  leicht,  dass  0  der  äussere  Winkel  von  zwei 
Dreiecken  ist,  von  welchen  das  eine  die  inneren  gegenüberliegenden 
Winkel  X  und  a  hat,  während  in  dem  anderen  diese  Winkel  [i  und  a 
sind.     Hieraus  folgt  sogleich 

X  =  8  —  «,  fi  =s  H  —  a 

47* 
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und  die  Gleichung  des  Brechungsgesetzes  geht  über  in 

n  sin  (0  —  a)  =V  sin  (0  —  a) 
aus  welcher  die  drei  Winkel  0,  er,  d  zu  eliminiren  sind. 

6. 

Gleichwie  in  Art.  5  £'  und  t/  als  die  Coordinaten  irgend  eines 
beliebigen  Punktes  auf  der  Linie  des  gebrochenen  Strahls  definirt 
wurden,  können  auch  £  und  tj  als  die  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  auf  der  Linie  des  einfallenden  Strahls  definirt,  und  der 
Durchschnittspunkt  dieser  beiden  Linien  als  derjenige  Punkt  be- 
trachtet werden,  welchem  sowohl  £  und  q,  als  auch  £'  und  r[  an- 
gehören. Da  nun  die  Coordinaten  dieses  Durchschnittspunktes  auch 
a  und  k  sind,  so  bekommen  wir  sogleich  die  drei,  einander  ana- 
logen Gleichungen: 


c—a 


tg0  =  — 

durch  deren  Hülfe  sich   leicht  sin  (0 — a)  und  sin  {0—a)  ausdrücken 
lassen. 

7. 

Wir  brauchen  uns  nur  mit  der  Entwickelung  des  ersten  der 
beiden  eben  genannten  Sinus  zu  beschäftigen,  da  daraus  die  des 
anderen  durch  blosse  Substitution  von  c  statt  c  hervorgehen  wird. 
Die  Gleichungen  des  vorigen  Art.  geben  sofort 

sin  (0 — a)  =  k(—l—i—l—)  cos 0 cos a 

und  aus  denselben  Gleichungen  erhalt  man 


COS0  = 


COS«  = 


c—a 


oder  nach  den  hier  erforderlichen  Entwickelungen : 

*  »  k*  k* 

cos  0  cos«  =  1  — 


Um  aus  diesen  Gleichungen  a  fortzuschaffen  bemerke  ich,  dass  zu- 
folge der  Definitionen  des  Art.  1  der  Halbmesser  der  ersten  brechen- 
den  Kugeloberflüche   durch  p — q  ausgedrückt    wird,    und    wir    so- 
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wohl  deshalb,  als  weil  der  Durchschnittspunkt,  dessen  Coordinaten  a 
und  k  sind,  auf  dieser  Kugeloberfläche  liegen,  die  Gleichung 

(/>-?)2=(p-«)2+*1 

erhalten.    Die  obige  Gleichung  für  cos0  giebt  in  Folge  dessen 

a  =  q  •+•  (p— q)  (1  —  cos  0) 
und  wenn  die  Entwickelung  von  cos0  substituirt  wird, 

wodurch  man  leicht 

p-a         p-q  "*"  *(p-tf)8 
1  4  Jfc« 


c—a  c—q  *{p—Q)[c—q}2 

erhält.     Setzt  man  nun,  um  die  Ausdrücke  zusammen  zu  ziehen, 

p_g>  c-q 

so  wird  die  obige  Gleichung  für  sin  (0 — a) 

oder  nach  der  Entwickelung: 

sin  (0-a)  =  k  [R—n)  +  n{R— n)2* 
Setzt  man  ferner 

n  = 


so  ergiebt  sich  sogleich 

sin  (0-a)  =  Ä(jR— *')  +n{R— *)2y 

und   aus   der   Substitution   dieser  Ausdrücke   in    die   Gleichung    des 
Brechungsgesetzes  folgt  ohne  Weiteres : 

0 

n  (Jt_„)  _  „'  (Ä— aT)  =  {»V (Ä-*)2  —  »jt  (Ä— *)'}  £ 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist,  da  ri  ia  dieser  Gleichung  die  einzige 
Unbekannte  ist. 

8. 

Man  kann  dem  Coefficienten  von  fe2  in  der  eben  erhaltenen 
Gleichung  verschiedene  Formen  geben,  von  denen  ich  die  wich- 
tigsten hier  ableiten  will.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

L  =  nn{R-nf)2—  W7r(Ä— nf (1) 

welches  die  erste  Form  von  L  ist,  so  wird 

n(R-n)—ri(R—n)  =  L-f 
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und  wir  dürfen  uns,  ohne  den  Grad  der  Genauigkeit  zti  verletzen, 
zur  Verwandlung  der  Form  von  L  der  Gleichung 

(a) *(Ä— *)=*»'■(«—*) 

bedienen.  Eliminirt  man  damit  ein  Mal  R — ri  und  ein  Mal  R—n 
aus  der  Gleichung  (1),  so  bekommt  mAn  die  beiden  weiteren  Formen: 

(2) L  =  —,(nri — »»)  (R — ri)2 

(3) L  =  £(nri— riri)  {R—n)2 

Die  Gleichung  (a)  kann  leicht  auf  die  beiden  folgenden  Formen  ge- 
bracht werden 

|(w  — n)  {R — ri)  «  n(ri — ri) 
(ri —n)  {R—ri)  =•  n  {ri —ri) 

und  benutzt  man  diese,  um  sowohl  R — n  wie  R — ri  aus  (1)  zu  eli- 
miniren,  so  ergiebt  sich: 

Man  kann  endlich  auch  die  Gleichung  (a)  in  die  beiden  Ausdrücke  ver- 
wandeln n  „'_  ri n  =  5^2  \n  {R—n)  —  rin\ 

nri—rin  =  ^-^{»'(fi — ri) —  nri\ 

und  subslituirt  man  diese,  nebst  den  aus  den  Gleichungen  (b)  folgenden 
Werthen  von  ri —  n  in  (4),  so  erhält  man 

(5) L  =  n^n^\n{R-ny-rin{R-n)2\ 

(6) L  =  ^^\ri{R-ny-nri(R-nf)2\ 

Diese  beiden  Formen  von  L  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  in  der 
ersten  kein  ri  und  in  der  zweiten  kein  n  enthalten  ist.  Wir  be- 
merken noch,  dass  die  vorhin  erhaltene  Gleichung  für  ri  in  der  fol- 
genden Form  aufgestellt  werden  kann: 

(A) ri  ri  =  nn  +  (»'—»)  jR  +  Ab- 
weiche verlangt  wird,  wenn  sie  auf  mehrere  Brechungen  angewandt 
werden  soll,    und   in   welcher   man  jede   beliebige   der  eben  erhal- 
tenen sechs  Formen  von  L  substituiren  darf. 

9. 

Die  nächste  Aufgabe   besteht   in   der  Ermittelung  des  Orts  des 
Bildes,   oder   der  Bilder,   die   nach   der  ersten  Brechung   von  dem 
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Gegenstande  entstehen,  dessen  Coordinaten  £  und  //  sind,  und  wobei 
von  der  Definition  ausgegangen  werden  muss,  dass  das  Bild  eines  Gegen- 
standes immer  in  dem  Durchschnittspunkte  zweier  gebrochenen  Licht- 
strahlen entsteht. 

Nehmen  wir  vorläufig  an,  dass  ?/  =  0  und  demzufolge  £  =  c 
werde,  so  giebt  die  Gleichung  (ä)  des  vor.  Art.  durch  den  Werth  von 
;t ,  welcher  aus  derselben  folgt,  schon  den  allgemeinen  Ort  der  Bil- 
der dieses  Gegenstandes  an.  Denn  da  der  angenommene  Gegenstand 
in  der  optischen  Achse  liegt,  und  der  von  demselben  ausgehende,  in 
der  optischen  Achse  liegende  Lichtstrahl  ungebrochen  durchgeht,  so 
wird  er  von  allen  übrigen  Lichtstrahlen  in  dem  durch  ri  bestimmten, 
auch  in  der  optischen  Achse  liegenden  Punkte  geschnitten,  und  giebt 
folglich  ein  Bild  des  Gegenstandes.  Da  aber  ri  von  k  mit  abhängt, 
uud  k  von  Null  bis  an  die  Grenze  des  den  Lichtstrahlen  zugänglich 
gelassenen  Theils  der  brechenden  Oberfläche  ausgedehnt  werden  kann, 
so  nimmt  ri  innerhalb  gewisser  Grenzen  eine  grosse  Anzahl  von 
Werthen  an,  deren  jeder  einem  Bilde  des  Gegenstandes  entspricht. 

Aber  auch  ausserhalb  der  optischen  Achse  liegen  Bilder  des  in 
der  optischen  Achse  befindlichen  Gegenstandes.  Denn  die  irgend  zwei 
Werthen  von  A;,  die  beide  nicht  Null  sind,  entsprechenden  Lichtstrahlen 
schneiden  einander  ebenfalls,  und  zwar  ausserhalb  der  optischen  Achse. 
Der  ganze  'Comptlex  von  Bildern,  welche  von  dem  Einen  Gegenstande 
entstehen,  nimmt  also  einen  körperlichen  Raum  ein,  dessen  Aus- 
dehnung grösser  oder  kleiner  ist,  je  nachdem  das  Maximum  von  k 
grösser  oder  kleiner  ist.  Wenn  der  -dem  Lichte  zugänglich  gelassene 
Theil  der  brechenden  Oberfläche,  wie  gewöhnlich,  durch  einen  Kreis 
begrenzt  wird,  durch  dessen  Mittelpunkt  man  sich  die  optische  Achse 
gehend  denkt,  dann  ist  der  körperliche  Raum,  in  welchem  alle  Bilder 
eines  in  der  optischen  Achse  liegenden  Gegenstandes  enthalten  sind, 
symmetrisch,  und  die  Projection  desselben  auf  eine  durch  die  opti- 
sche Achse  gelegte,  senkrechte  Ebene  ist  auch  ein  Kreis.  Man  kann 
den  Durchmesser  dieses  Kreises,  sowie  die  Länge  der  darauf  senk- 
recht stehenden  Achse  des  genannten  körperlichen  Raumes,  welche 
einen  Abschnitt  der  optischen  Achse  bildet,  bestimmen;  aber  es  würde 
mich  zu  weit  fuhren,  wenn  ich  mich  hier  darauf  einlassen  wollte. 
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10. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  von  den  Coordinaten  £  und  t\  des 
Gegenstandes  keine  gleich  Null  sei,  und  suchen  den  allgemeinen  Aus- 
druck für  den  Ort  der  Bilder,  welche  in  den  Durchschnittspunkten 
der  einander  unendlich  nahe  liegenden  Lichtstrahlen  entstehen.  All- 
gemeinen Grundsätzen  zufolge  erhalten  wir  die  Coordinaten  £'  und  tj 
dieser  Bilder,  wenn  wir  die  Gleichung  (A)  des  Art.  8  unter  der  Be- 
dingung, dass  sowohl  |  und  17,  wie  £'  und  tf  Constanten  seien,  diffe- 
rentiiren,  und  darauf  £'  und  tf  wechselsweise  zwischen  diesem  Diffe- 
rential und  der  Gleichung  selbst  eliminiren. 

Es  ist  dem  Vorhergehenden  zufolge 


c— £  c—a 

indem  jede  Seite  dieser  Gleichung  nichts  Anderes  ist   als   ein  Aus- 
druck für  tga;  ferner  sind  identisch 

c— £  =  (c— </)  —  (t—q)  =  ±  —  | 


wenn  wir 


t-q 


setzen,  und 


zufolge  der  im  Art.  7  gegebenen  Entwickelung  von  (a — q).  Die 
Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  obige  Gleichung  giebt  nach  einer 
kurzen  Entwickelung: 

und  ebenso  erhält  man 

nachdem 

gesetzt  worden  ist.  Zu  diesen  Gleichungen  kann  man  bemerken, 
dass  tj,  tj\  k  im  Allgemeinen  Grössen  derselben  Ordnung  sind.  Die 
oben  angezogene  Gleichung  (A),  nemlich 

riri=rm+  (ri—n)  R+Lj 

geht  durch  Substitution  der  bez.  Ausdrücke  für  n  und  ri  über  in 


B)  .  .  riX'=nl+{ri—n)R+ri  ^-'(l  -*' Äy)  -»$(<  —  >rilf)  H-LJ* 
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Siebt  man  in  dieser  Gleichung  k  als  einzige  Veränderliche  an,  in- 
dem die  Zuziehung  der  Veränderung  von  tf,  tt',  L  nur  Glieder  höherer 
Ordnung  als  die,  welche  überhaupt  berücksichtigt  worden  sind,  her- 
vorbringen würde,  so  giebt  das  Differential  derselben 

o tf£(<+»rii5)+i.3(i+«Ä?)+i* 

woraus  sogleich 

folgt.  Die  Gleichung  (B)  wird  hierauf,  nachdem  rj  durch  Hülfe  der 
vorstehenden  Gleichung  eliminirt  worden, 

n'X  =  nX+(ri—  n)R  +  nXtj{7T— ri)Rk+±Lk2 .  .  .  .  (D) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist,  da  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen 
die  Coordinaten  £'  und  tf  des  Bildes  geben.  Da  diese  Ausdrücke 
von  k  abhängen,  so  erkennt  man,  dass  wieder  der  Gegenstand,  dessen 
Coordinaten  £  und  tj  sind,  eine  Reihe  von  Bildern  giebt.  t 

11. 

Gehen  wir  zu  dem  Falle  über,  in  welchem  das  Bild  des  Gegen- 
standes in  dem  Durchschnittspunkte  zweier  Lichtstrahlen  liegt,  welche 
die  brechende  Oberfläche  in  zwei  Punkten  schneiden,  die  in  einer 
endlichen  Entfernung  von  einander  liegen.  Diese  Aufgabe  wird  da- 
durch gelöst,  dass  wir  die  Gleichung  (B)  des  vor.  Art.  in  Bezug  auf 
zwei  solche  Punkte  aufstellen,  und  zwischen  den  zwei  so  entstehen- 
den Gleichungen  wechselsweise  r\  und  X  eliminiren.  Nennen  wir 
die  Ordinate  des  Durchschnittspunktes  des  zweiten  Lichtstrahls  mit 
der  brechenden  Oberfläche  k\  und  behalten  für  den  ersten  Lichtstrahl 
die  Bezeichnung  k  dieser  Ordinate  bei,  so  sind  die  beiden  bezeich- 
neten Gleichungen: 

aus  denen  man  durch  die  bez.  Eliminationen  ohne  Schwierigkeit 

riX  ■>  nX+{ri—n)R+±nbi  {ti— 7t)  R{k+k')  +  ± L{V+kk'+k'2)  (D') 
erbalt,  welche   die  Coordinaten    der   verlangten  Bilder  geben.     Man 
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sieht  sogleich,  dass  diese  Gleichungen  itt  die  GH.  (C)  und  (D)  des  vor. 
Alt.  übergehen,  weftn  man  k'  =  k  macht;  sie  enthalten  also  auch 
den  dort  betrachteten  Fall,  und  geben  daher  überhaupt  die  Coordi- 
naten  aller  in  der  Ebene  der  xy  Kegenden  Bilder. 

Einen  besonderen  Fall  wollen  wir  noch  betrachten,  welcher  zu 
einer  Uebersicht  über  die  Lage  der  Gesammtheit  aller  Bilder  führt. 
Nehmen  wir  an,  dass  der  zweite  Lichtstrahl  die  brechende  Über- 
fläche in  demselben  Punkte  schneide,  in  welchem  diese  letztere  von 
der  Abscissenachse,  die  als  identisch  mit  der  optischen  Achse  be- 
trachtet wird,  geschnitten  wird.  Es  folgt  hieraus  U  =  0,  und  die 
Gleichungen   (C)   und  (D)  gehen  über  in: 

(D")  .  .    riX  =  nX  +  [n—n)  R  -h  {  nktj  (n—nr)  Rk  +  ~  Lk% 

Man  sieht  aus  diesen  Gleichungen,  dass  jetzt  der  Ausdruck  für  */ 
unabhängig  von  k  ist,  und  folglich  diese  Goordinate  denselben  Werth 
behalt,  wie  auch  k  beschaffen  sein  mag.  Es  folgt  hieraus,  dass  im 
gegenwärtigen  Falle  alle  Bilder  auf  einer  graden  Linie  liegen,  welche 
der  Abscissenachse  parallel  ist.  Man  kann  noch  weiter  gehen,  und 
die  Gleichungen  (C")  und  (D";  auf  die  Gesammtheit  aller  möglichen 
Bilder  ausdehnen.  Man  kann  sie  \  ermittelst  einer  einfachen  Be- 
trachtung auf  die  Lichtstrahlen  anwenden,  die  mit  der  ursprünglich 
angenommenen  Abscissenachse  nicht  in  Einer  Ebene  liegen,  und  ge- 
langt dadurch  zur  Uebersicht  über  die  Gestalt  des  Raumes,  in  wel- 
chem sich  alle  Bilder  des  als  Punkt  gedachten  Gegenstandes  befinden. 
Die  hiezu  anzuwendenden  Betrachtungen  sind  so  einfache,  dass  es  ge- 
nügt, ihr  Resultat  anzugeben.  Vorausgesetzt,  dass  die  dem  Lichte 
zugänglich  gelassenen  Theile  der  brechenden  Oberflächen  durch 
Kreise  beschränkt  sind,  deren  Mittelpunkte  in  der  optischen  Achse 
liegen,  so  ist  die  Gesammtheit  aller  von  dem  eben  genannten  Gegen- 
stande entstehenden  Bilder  in  einem  "kleinen  körperlichen  'Räume 
enthalten,  welcher  von  einer  Oberfläche  begrenzt  wird,  die  man  eine 
abgeplattete  eiförmige  nennen  kann.  t)ie  grossei  Achse  dieser  Ober- 
fläche ist  der  optischen  Achse  (wenigstens  sehr  nahe)  parallel;  die 
mittlere  Achse  liegt  in  der  Ebene,  die  durch  den  Gegenstand  und 
die  optische  Achse  geht,  mit  anderen  Worten  in  der  #j/-Ebene;  die 
kleine   Achse  'steht    senkrecht    auf   jenen    beiden.     Die  Oberfläche 
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wird  durch  die  xy-Ebeue  in  zwei  gleiche  und  ähnliche  Theile  zer- 
legt, lässt  aber  im  Allgemeinen  sonst  keine  symmetrische  Theilung 
zu;  ihre  Projection  auf  eine  zur  optischen  Achse  senkrechte  Ebene 
bildet  eine  eiförmige  Figur,  die  durch  ihre,  nach  der  optischen 
Achse  hingerichtete  grosse  Achse  in  zwei  gleiche  und  ähnliche  Theile 
getheilt  wird.  Wenn  der  Gegenstand  in  der  optischen  Achse  liegt, 
so  geht  die  jetzt  besprochene  Oberfläche  in  die  im  Art.  9  erhaltene 
Revolutionsoberfläche  über. 


12. 

Dehnen  wir  jetzt  die  im  Vorhergehenden  abgeleiteten  Formeln 
auf  eine  beliebige  Anzahl  von  brechenden  Oberflächen  aus,  so  kommen 
vor  Allem*  die  auf  der  Abscissenachse  gemessenen  Entfernungen 
dieser  Oberflächen  von  einander  in  Betracht,  welche  zufolge  der  im 
Art.  1  eingeführten  Bezeichnungen  dufch  die  Unterschiede  q  —  g, 
q — q\  q" — q'\  etc.  ausgedrückt  werden.    Setzen  wir  zur  Abkürzung 

q — q  aas  d,  q" — q   =  d\  q" — q    aas  d",  etc. 

Gleichwie  oben  die  Abscisse  des  Durchscftftittspunkts  des  einfal- 
lenden Lichtstrahls  mit  der  Abscissenachse  c ,  und  die  des  ein  Mal 
gebrochenen  Strahls  c  genannt  wurden,  sollen  von  nun  an  diese 
Abscissen  für  den  zwei  Mal,  drei  Mal  u.  s.  w.  gebrochenen  Licht- 
strahl mite",  c"\  u.s.w.  bezeichnet  werden,  und  gleichwie  die  auf 
der  Abscissenachse  gemessenen  Entfernungen  der  beiden  ersten  dieser 
Durchschnittspunkte  von  der  ersteh  Oberfläche  c  —  q  und  c  —  q  sind, 
werden  die  des  zweiten  und  dritten  von  der  zweiten  Oberfläche 
c  — q'  und  c" — q\  die  des  dritten  und  vierten  von  der  dritten  Ober- 
fläche c"—q"  und  e'" — q\  u.s.w.  sein.  Hieraus  ergeben  sich  sofort 
die  Gleichungen 

C     —   gaa=C     —   q      ■+•  A 

c    —  q   =  c    —  q    +  a 

C     —  q    aaa:  C     —  q      •+■  d 

etc. 

Führt  man  daher,  ausser  den  im  Vorhergehenden  schon  vorkommenden 
Bezeichnungen 

Tl  sss  ,   n 


c— g'  c'-q 
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auch 


4  n  \ 


n >    =  ZJ—Zf>       n 


1  n,  \ 


71  n    "■"■      _#»        .ff  *       *• 


etc. 
ein,  so  bekommt  man  zunächst  die  Relationen 

7tf  —  n    =  7r,  tf'  d 

TT/ 

//» ///  i/ 

TT//, TT      =  7F,„7r     a 

etc. 
und  hieraus  die  folgenden,  auf  deren  rechten  Seiten  nur  je  Eine  der 
beiden  concurrirenden  Reciproken  der  Vereinigungsweiten  vorkommt: 


tt    tt    if 

,„  —  7%      =  Tt„  7%     CL 

ttr  Jft 


n, 

= 

n' 

4-»'d 

7tft 

ss 

n" 

1-*"d' 

TT 

nm 

n 


i-n'd 
*"*d' 


=  n 


r    i-7i"d' 
,„   .       n'"*d" 


etc.  etc. 


Es  folgen  aus  diesen  die  entgegengesetzten  Relationen 


r  TT  TT,2  d 

4+7T,d  4+7T,d 


// 


*„ »Jd' 


n    = —  =  9x    — 

71     —    *+n„d'          n"  *+*„d' 

*  9  A  ff 

itt  nni             71. f.  a 

n   =  .  .  "'  *..  =  n,„ — 


\+nmd»  "'"        \  +  n,„d» 

etc.  etc. 

13. 

Die  Abscisse  des  Punktes,  in  welchem  der  Lichtstrahl  die  erste 
Oberfläche  schneidet,  wurde  a,  und  dessen  Ordinate  k  genannt;  für 
die  zweite  und   folgenden  Oberflächen  seien  dieselben  a   und  fc\  a 
und  k\  u.  s.w.   Diese  Werthe  sind  von  einander  abhängig,  und  man 
findet  leicht,  dass  ihre  Abhängigkeit  durch  die  Gleichungen 

]?   c'-a' 

k    """    c'—a 

r    c"-o" 

etc. 
ausgedrückt    wird.      Aber   im    Vorhergehenden    wurde  k  als   kleine 
Grösse  erster  Ordnung  eingeführt,  und  aus  diesem  Grunde  sind  auch 
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k\  k'\  etc.  kleine  Grössen  erster  Ordnung;  es  werden  daher  die 
Unterschiede  a — g,  d  —  q\  a — q\  etc.  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung. 
Da  nun  hier  nur  die  niedrigsten  Potenzen  von  &,  k\  k",  etc.  be- 
rücksichtigt werden,  so  dürfen  wir  in  den  vorstehenden  Gleichungen 
q  statt  a,  q'  statt  a\  q  statt  a",  etc.  setzen,  und  dieselben  können 
daher  zu  Functionen  der  d,  d\  d'\  etc.  gemacht  werden.  Durch 
Hülfe  der  Gleichungen  des  vor.  Art.  verwandelt  man  sie  in 

U   =  (1—  rid)k 
k"  =  (1  —  n"d')K 
ITm*  {\—n'"d")k" 
etc. 

oder  in 

k  =  (1  +n,d)  U 

U  =  (1  +n„d')  k" 
V  =  (1  +*md")hr 
etc. 
Jedes  dieser  beiden  Systeme  kann  nach  Umständen  angewandt  werden. 

14. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  ein  Leichtes,  die  obigen 
Formeln  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Brechungen  auszudehnen. 
Setzen  wir  noch 

R  =  p7^""        =  p"^'"  etc' 

und  bezeichnen  in  Bezug  auf  die  zweite  und  folgende  Brechungen 
mit  L\  L",  etc.  den  Coefficienten ,  welcher  in  Bezug  auf  die  erste 
Brechung  L  genannt  wurde,  so  entstehen  neben  der  Gleichung  (A) 
des  Art.  8  sogleich  die  folgenden : 

riri  =  (»   —  n)  R  +  nn  +  L  — 

99      99  /      H  MW,        J  -  W9    AT  * 

n  n   =(n   —  n)if  +  n;r,  +  L  — 

999       191  I      Hl  9t\    T\9t      m  fl  _  V9t    AT   ™ 

n  n  =s(n   —  n  )R  -t-n  n„+  L  — 
etc.  etc. 

die  man  fortsetzen  kann  soweit  als  man  will.  In  Bezug  auf  die  Aus- 
drücke für  £,  L",  etc.  will  ich  der  Deutlichkeit  wegen  noch  be- 
merken, dass  sie  aus  denen  für  L  des  Art.  8  entstehen,  wenn  man 
in  den  letzteren 


n 


ttt 
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n,    ii,    ft,    Ti,    7r 
bezüglich  in 

n  i         ti  i 

n  ,   n  ,    « ,    TT, ,   77 

ft     ,    »  ,    K   ,    TT,,,    77 

u.s.w.  verwandelt,  wie  sich  van  selbst  versteht. 

15. 

Eliminiren  wir  aus  den  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  die 
Grössen  7r,,  77,,,  etc.  und  k\  k",  etc.  durch  die  in  den  Artt.  12  und  13 
dafür  erhaltenen  Gleichungen,  so  stellen  sie  sich  wie  folgt: 

nn  =  nn  •+•  (n' — n)  R  +  Lj 
n  n    =  nn  -+•  (n  — n)R  +  nnntd+  (1  — na) l L  j 

tu     tu  ti     tt    _     f^m  ^it\  nn    m        n     it         J'.      lk  'J\2/j  "J'\2  I«» 

ii  77    =  w  jt  -h  (n  — w)/i  +  n  77  7*,,a  -h  (1 —  wo)1  (1  —  n  dyL  — 
n"nlv  =  ri"ri"+  (nIV— n'")  R"'+ri"n'"n,„d" 

etc.  etc. 

welche  man  auch  so  weit  fortsetzen  kann,  als  man  will. 

Durch  blosse  Additionen  erhalt  man  hieraus  eine  Reihe  von 
Gleichungen,  welche  in  ihren  Hauptgliedern  nur  vom  ersten  und  letzten 
77  abhängen,  nemlich 


rin  =  tiTT  +  (ri — fi)  R  •+  _ 
»V  =  iittH-  (n'-n)Ä  +  (»"— n')R'+rin'n,d  +  \L+  (4  — ii'ii)1!,'}^ 
n'V"  =  n77  +  (»'— n)Ä+(n"— w')jr-h(n"'— n'jr+n^d+nV^rf 

+  {L+(1-77'rf)2£+(1-77'rf)2(1  — 77"d')U"|| 

n'V*  =  nn  +  {ri—  n)R+  [n—  ri)R'+{ri"—  n")R"+{n"— *'")  R" 

•+•  fi'77'77,  rf+  ri'ri'n,,  d'+  ri"n"n„,  d"+  \L  +  ( 1  —  77' J)2  L'  + 

+  (1_^d)2^_^V)2L'y+  (1—  77'd)2(1—  77V)2(1—  ^'d")2r|  j 

etc.  etc. 

wo  wieder  das  Gesetz  des  Fortganges  offenbar  ist. 

Die  zwischen  dem  ersten  und  dem  letzten  77  liegenden  77',  77",  n" , 
etc.,  welche  hier  in  den  Nebengliedern  vorkommen,  lassen  sich  in 
den  Anwendungen  leicht  berücksichtigen,  wie  man  in  der  Folge 
sehen  wird. 
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16. 

Ein  Umstand,  welcher  in  den  Anwendungen  häufig  vorkommt, 
besteh!  darin,  dass  die  Entfernungen,  entweder  aller  brechenden 
Oberflächen,  oder  wenigstens  einer  Anzahl  derselben,  von  einander 
weit  kleiner  sind  als  die  Halbmesser  der  letzteren,  und  daher  in 
Bezug  auf  diese  Halbmesser  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  be- 
trachtet werden  können,  von  denen  es  ausreicht,  nur  die  ersten 
Potenzen  zu  berücksichtigen.  Die  Einführung  dieser  Bedingung  ver- 
einfacht die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Gleichungen  und  macht  sie  der 
Anwendung  leichter  zugänglich.  Man  kann  durch  die  Benutzung 
dieses  Umstandes  genäherte  Formeln  von  solcher  Genauigkeit  er- 
halten, dass  die  durch  dieselben  berechneten  Linsensysteme  entweder 
gar  keiner,  oder  doch  nur  sehr  geringer  Verbesserung  durch  die  An- 
wendung der  strengen,  trigonometrischen  Formeln  bedürfen,  welche 
den  Weg,  den  der  Lichtstrahl  nach  verschiedenen  Brechungen  durch- 
läuft, geben. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  alle  Entfernungen  der  brechenden 
Oberflächen  von  einander,  das  ist  alle  mit  d>  d',  d",  etc.  bezeichneten 
Grössen  so  klein  seien,  dass  man  mit  der  Berücksichtigung  der  ersten 
Potenzen  derselben  ausreicht,  so  bekommt  man  aus  den  Gleichungen 
des  vor.  Art.  sogleich  die  folgenden: 

rin  as  nn+(ri — n)  Ä+Ly 

«Y  =  nn  +  {ri— n)  R+  (*"—  *')  Ä'+»Vad  +  \L+L— MdL'\£ 
w'V"  =  nn  +  [n—n)  R+  (ri'—ri) Ä'+  (fi"/~n//)Ä"+nV2d  +  nV'2d' 

+  jL+L'-4-L"— %iH(L+L")—%n"iü\  * 

-t-ri7i*a+n  n  *a+n  n    d 
f.  \L+L'+L'+L'  —  in'd{L'+L"+E")  —  2*"<f  (L"+L"')  —%n"d"L"\^ 
.   etc.  etc. 

die  man  ebenfalls  fortsetzen  kann,  so  weit  man  will. 

17. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Falle,  in  welchem  nicht  alle  Ent- 
fernungen zwischen  den  brechenden  Oberflächen  so  klein  sind,  dass 
sie   als   kleine  Grössen   erster  Ordpupg  betrachtet   werden   könnten, 


712  P.  A.  Hansen,  [** 

sondern  wo  auch  solche  Entfernungen  vorhanden  sind,  die  als  end- 
liche Grössen  behandelt  werden  müssen.  Die  allgemeinen  Glei- 
chungen für  diesen  Fall  lassen  sich  leicht  aus  den  vorhergehenden 
zusammenstellen,  allein  es  ist  nicht  nothwendig  sie  aufzuführen, 
sondern  hinreichend,  einen  einfachen  speciellen  Fall  auszuwählen, 
und  die  demselben  zukommenden  Gleichungen  hinzuschreiben,  da 
man  von  diesen  leicht  auf  die  jedem  anderen  Falle  dieser  Gattung 
zukommenden  übergehen  kann. 

Es  soll  daher  hier  angenommen  werden,  dass  sechs  brechende 
Oberflächen  vorhanden  seien,  und  zwischen  der  dritten  und  vierten 
derselben  sich  eine  so  grosse  Entfernung  befinde,  dass  sie  strenge 
berücksichtigt  werden  muss,  während  die  Entfernungen  zwischen  den 
übrigen  brechenden  Oberflächen  so  klein  sein  mögen,  dass  man  mit 
der  Berücksichtigung  der  ersten  Potenzen  derselben  ausreicht.  Wir 
bekommen  nun  zunächst  die  beiden  nachstehenden  Gleichungen: 

n"V"=  nn  +  {ri— n)R+{n"—  n)  R+  {ri"—n")R" 

+  rin*d  +  n"n"2d'+  \L+L+L  —  2n'd{L'+L")  —WdL'\£ 

nvV  =  n'"n,„+  (w,v—  n'")  R'"+  (»v—  niy)  Rly+  (nsri-ny)  Ry 

+nwnly2d"'+  nV2r+  j£"+L,v+Lv_  2n}yd,,,(Ly+Ly)—inydiyLy\^j 

welche   durch  folgende  Relationen   mit  einander   zu  verbinden  sind. 
Aus  dem  Art.  13  erhält  man 

tf  =    (i+%7l'd  +  %7l"d')k"2 

weshalb  das  mit  k2  multiplicirte  Glied  der  ersten  dieser  beiden  Glei- 
chungen sich  auch  schreiben  lässt: 

Ausserdem     entnehmen    wir    den    Artt.   12   und  13     die    strengen 

Gleichungen 

k"  ss  (1  +ji„, d")  k'",    n,„  ae  n"+n'"7t,„d" 

Addirt  man  nun  die  beiden  obigen  Gleichungen,  und  berücksichtigt 
die  vorstehenden  Relationen,  so  ergiebt  sich 

nvV- nn  =  (»' - n)R+  In" - n) R •+■  (»'"- n") R' + 

+(n'y—ri")  R"  +  (nv—nn)  fi,T+  (n™— nv)  BT 
+  rin'2d  +  ri'n'H'  +  ri" n" n,„d" '+  nW"  ■+■  «VV v 

'\L+L+L'+27i'dL+2n"d' (L+L)\  (1  +*,„<*")*  +(*-« 
-*  \L"+  LK+Ü—%n"d,"(LK+Ü)  —  %jtvdKLr\  J  " 
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welche  Gleichung  leicht  für  eine  grössere  oder  kleinere  Anzahl  von 
Brechungen,  zwischen  denen  endliche  Entfernungen  vorhanden  sind, 
eingerichtet  werden  kann. 

18. 

Es  wären  noch  die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Gleichungen 
für  die  Oerter  der  Bilder  auf  eine  unbestimmte  Anzahl  von  brechen- 
den Oberflächen  auszudehnen,  allein  da  eine  solche  Ausdehnung  auf  die- 
selbe Weise  vorgenommen  werden  müsste,  wie  die  eben  ausgeführte, 
so  meine  ich  davon  absehen  zu  können,  um  so  mehr,  da  sie  sich 
in  den  verschiedenen  speciellen  Fällen  weit  leichter  ausführen  lässt, 
als  in  dem  allgemein  aufgestellten  Falle.  Wir  werden,  ehe  wir 
diesen  Abschnitt  schliessen,  nur  noch  Etwas  über  die  Bedeutung 
einiger  der  im  Vorhergehenden  angewandten  Grössen  anfuhren. 

Die   im   Vorhergehenden   durch  — ,  — ,   — ,    etc.,    so  wie    die 

durch  — ,  ^7,,  ^7,  etc.  ausgedrückten,  auf  der  Abscissenachse  lie- 
genden Linien  nennt  man  die  Vereinigungsweiten  der  Licht- 
strahlen, und  zwar  die  in  der  zuerst  angeführten  Gruppe  enthaltenen, 
die  Vereinigungsweiten  vor  den  Brechungen,  und  die  in  der  zweiten 
Gruppe  enthaltenen,  die  Vereinigungsweiten  nach  den  Brechungen. 
Die  rc,  7F,,  7i„,  etc.  n\  ri\  ri'\  etc.  können  also  die  Reciproken  der 
"Vereinigungsweiten  genannt  werden.  Alle  hier  vorkommenden  Ver- 
einigungsweiten, nebst  ihren  Reciproken,  werden  vom  Durchschnitts  - 
punkt  der  betreffenden  brechenden  Oberfläche  mit  der  Abscissenachse 
an  gezählt,  und  sind  positiv,  wenn  sie  an  derjenigen  Seite  dieser 
Oberfläche  liegen,  an  welcher  die  Abscissen  überhaupt  wachsen. 
Ich  mache  auf  diesen  Umstand  besonders  aufmerksam,  da  er  in  der 
Anwendung  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  und  man  sonst  in  der 
Dioptrik  die  Vereinigungsweiten  vor  den  Brechungen  auf  der  anderen 
Seite  der  brechenden  Oberflächen  positiv  anzunehmen  pflegt. 

Die  mit  JR,  JR',  it",  etc.  bezeichneten  Grössen  können  die  Reci- 
proken der  Halbmesser  der  brechenden  Oberflächen  genannt  werden, 
und  sind  immer  positiv,  wenn  die  betreffende  Oberfläche  ihre  con- 
vexe  Seite  dem  einfallenden  Lichtstrahle  zuwendet. 

Die  auf  der  Abscissenachse  gemessenen  |  Entfernungen  der 
brechenden  Oberflächen  von  einander,  d,  d\  d",  etc.  sind  unter  allen 

Abband!,  d.  K.  B.  Qesellscb.  d.  Wiusensch.  XV.  48 


744  P.  A.  Hansrk,  [<8 

Umständen  positiv,  und  ein  negatives  d  muss  für  eine  unmögliche 
Grösse  gehalten  werden. 


§  2.    Berechnung  eines  Linsensystems  von  drei 

Brechungen. 

19. 

In  den  Anwendungen  werden  gewöhnlich  die  Brechungen  der 
Lichtstrahlen  durch  Glaslinsen  bewirkt,  deren  Oberflächen  man  zu 
erhabenen  oder  vertieften  Kugelabschnitten  bearbeitet.  Abgesehen 
von  der  einfachen  Linse,  welche  zwei  Brechungen  verursacht,  ist 
ein  Linsensystem  von  drei  Brechungen  das  einfachste,  welches  man 
sich  denken  kann.  Man  stellt  ein  solches  durch  zwei  Linsen  von 
verschiedenen  Glasarten  her,  die  verschiedene  Brechungs Verhält- 
nisse besitzen,  indem  man  den  inneren  Halbmessern  der  beiden  Linsen 
gleiche  Grösse  giebt,  und  sie,  ohne  eine  merkliche  Entfernung  zu 
gestatten,  an  einander  legt.  Die  erste  Brechung  geschieht  sodann 
von  der  Luft  in  die  Glasart  der  ersten  Linse,  die  zweite  von  der 
Glasart  der  ersten  Linse  in  die  der  zweiten  Linse,  und*  die  dritte 
Brechung  von  dieser  letzteren  wieder  in  die  Luft. 

20. 

Den  vorstehenden  Erklärungen  zufolge,  und  da  wir  annehmen, 
dass  die  beiden  Linsen  nicht  dicker  gemacht  werden,  als  ihre  Halt- 
barkeit erfordert,  folglich  in  Bezug  auf  die  Halbmesser  als  kleine 
Grössen  angesehen  werden  können,  ist  es  die  folgende  Gleichung 

»V  =  nn-h  {ri—n)R+{n"—ri)R+{ri"—n")  R"+rin'2d  +  n"n"2J 

+  IL+L'+L'—Md [L'+L")  —%n"dL"\  * 

* 

wo  nun  d  und  d'  die  in  der  optischen  Achse  gemessenen  Dicken 
der  beiden  Linsen  bezeichnen,  welche  erfüllt  werden  muss.  Aber 
wegen  der  mit  der  Brechung  des  Lichts  immer  verbundenen  Zer- 
streuung, oder  der  Zerlegung  der  Lichtstrahlen  in  ihre  einzelnen  Be- 
standteile, die  sich  durch  verschiedene  Färbung  ausdrucken,  reicht 
man  mit  dieser  Einen  Gleichung  nicht  aus,  sondern   muss  sie  auf 
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verschiedene  Punkte  des  bei  der  Brechung  des  Sonnenlichte  ent- 
stehenden Spectrums  anwenden.  Es  genügt,  sie  auf  zwei  Punkte  des 
Sonnenspectrums  anzuwenden,  von  welchen  der  eine  etwa  einer  be- 
stimmten im  rothen  Theile,  und  der  andere  einer  solchen  im  vio- 
letten Theile  des  Sonnenspectrums  liegenden  Fraunhoferschen  Linie 
entspricht.  Denn  da  die  Zerstreuungen  der  verschiedenen  Bestand- 
teile des  Sonnenlichts  in  den  verschiedenen  Glasarten  einander  nahe 
proportional  sind,  so  werden  zugleich  mit  der  zu  bewirkenden  Ver- 
einigung der  beiden  eben  angedeuteten  Linien  des  Sonnenspectrums 
auch  alle  übrigen  Linien  desselben  nahe  mit  einander  vereinigt  sein. 
Der  übrig  bleibende  Mangel  an  Vereinigung  verursacht  wie  bekannt 
das  sogenannte  secundäre  Spectrum,  und  denkende  praktische 
Optiker  wählen  für  ihre  zusammengesetzten  Linsen  immer  solche  zwei 
Glasarten  aus ,  »in  Bezug  auf  welche  das  secundäre  Spectrum  mög- 
lichst klein  ist. 

Da  in  unserem  Linsensystem  die  Brechungen  Von  Luft  aus- 
gehen, und  in  Luft  sich  endigen,  so  wird  »'"ä  n,  und  wir  können 
für  diese  Grössen  die  Eins  annehmen.  Substituiren  wir  aüsserdeih 
in  die  obige  Gleichung  die  Brechungsverhältnisse  für  die  rothen 
Lichtstrahlen,  bezeichnen  den  von  k  unabhängigen  Theil  der  Glei- 
chung mit  P  und  den  Coefficienten  von  k2  mit  0,  so  ist  die  eine  zu 
erfüllende  Gleichung 

Substituiren  wir  auch  die  Brechungsverhältnisse  der  violetten  Licht- 
strahlen in  dieselbe  Gleichung,  bezeichnen  hierauf  den  von  k  unab- 
hängigen Theil  derselben  mit  F,  und  den  Coefficienten  von  k2  mit  Q , 
so  ist  auch  die  Gleichung 

*'"—*»*»  F+Qk2 

zu  erfüllen.  Durch  die  Erfüllung  dieser  beiden  Gleichungen  würden 
nur  der  rothe  und  der  violette  Lichtstrahl,  welche  beide  unter  der 
Ordinate  k  die  erste  brechende  Oberfläche  schneiden,  mit  einander 
vereinigt  werden,  während  es  erforderlich  ist,  dass  die  Vereinigung 
so  viel  als  möglich  über  die  ganze  Oberfläche  der  Linsen  bewirkt 
werde.  Wir  gelangen  dahin,  indem  wir  die  Vereinigung  der  Central- 
und  der  Randstrahlen,  jede  für  sich,  bewirken,  oder  mit  anderen 
Worten,   indem  wir  die  beiden  obigen  Gleichungen  unabhängig  von 

48* 
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k  erfüllen,  wodurch  jede  derselben  in  zwei  Gleichungen  zerfällt, 
also  im  Ganzen  die  folgenden  vier 

ri"—  n  =  P,    ri"—n=  P' 

0  =  0,  0  =  0' 

zu  erfüllen  sind.  Es  wird  hiedurch  bewirkt,  dass  die  Gleichung  für 
den  Unterschied  der  Reciproken  der  ersten  und  der  letzten  Ver- 
einigungsweite überhaupt  die  Form 

n"—n  =  P+RkA+Sk«  +  etc. 

annimmt,  und  da  man  die  Oeifnung  des  Linsensystems  immer  so 
wählen  kann,  dass  die  mit  k\  etc.  multiplicirten  Glieder  unmerklich 
werden,  so  kann  man  die  Vereinigung  der  rothen  und  der  violetten 
Lichtstrahlen  mit  einander  als  sich  über  die  ganze  Oberfläche  des 
Linsensystems  erstreckend  betrachten. 

Der  Erfüllung  aller  vier  obigen  Gleichungen  tritt  jedoch  in 
Bezug  auf  das  hier  in  Betrachtung  stehende  Linsensystem  ein  un- 
übersteigbares  Hinderniss  entgegen,  sofern  wir  nur  drei  unbestimmte 
Grössen,  nemlich  R,  /f,  R"  zu  unserer  Verfügung  haben.  Es  können 
demzufolge  nur  drei  Gleichungen  erfüllt  werden,  und  da  jedenfalls 
die  Gleichungen 

tu  D  itt  iv 

TT—  7T=r^7I— 7I=-T 

erfüllt  werden  müssen,  so  können  wir  statt  der  Gleichungen  0  =  0 
und  Q  =  0  nur  eine  Combination  derselben  erfüllen,  wozu  sich  am 
besten  die  Summe  derselben 

eignet.     Es  kommt  diess  sehr  nahe  darauf  hinaus,  dass  wir 

mit  Zugrundelegung  der  mittleren  Brechungsverhältnisse  der  beiden 
Glasarten  erfüllen,  und  es  ist  damit  zugleich  unter  derselben  An- 
nahme agch  > 

0'  =  0 

erfüllt,  da  Q  und  Q  unter  Zugrundelegung  der  nemlichen  Brechungs- 
verhältnisse mit  einander  identisch  werden.  Auch  hat  die  Erfah- 
rung gelehrt  9  dass  man  unter  Zugrundelegung  dieser  Bestimmung 
sehr  gut  wirkende  Linsensysteme  zu  Wege  bringen  kann;  sie  soll 
daher  hier  angewandt  werden. 
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21. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  für  die  erste  Linse,  und  für 
eine  bestimmte  Linie  im  rothen  Theil  des  Sonnenspectrums,  das 
Brechungsverhältniss  von  Luft  in  Glas  wie  N :  1 ,  und  für  die  zweite 
Linse  und  dieselbe  Linie  des  Sonnenspectrums  dasselbe  wie  N' :  1 
sei;  für  eine  bestimmte  Linie  im  violetten  Theil  des  Sonnenspectrums 
soll  das  Brechungsverhältniss  in  der  ersten  Linse  durch  M:  1,  und 
in  der  zweiten  Linse  durch  M':\  ausgedrückt  werden.  Demzufolge 
werden  in  die  Gleichungen  zu  setzen  sein 

n    =  1 

n   =s  JV,    oder  =  M ,   oder  =  m 

n    s=s  N\  oder  =  M\  oder  =  tri 

n    ss  1 
wo  m  und  tri  die    mittleren    Brechungsverhältnisse   bedeuten,   oder 

ro=±(JV+M) 

m'ssl(iV'-i-M') 

sind.     Die  beiden  zuerst  zu  erfüllenden  Gleichungen  werden  nun 

ri"—n  =  (N—*)R  +  (N'—N)R'—{N'—i)  R"+A 
«'"— jj  =  {M—  i)R+(M'— M)R'—{M—\  )R'+  B 

die  wir  zunächst  auf  die  folgende  Form  bringen: 

n'"—n  =  %{N—i)J  +  2{lX'-V)J'+A  I 

n"'—  »  =  2(Ä—  \)J+t(M'— \)J'+B       | W 

indem  wir 

%J  =  R—R 
2J'=  R—R" 
A  —  N^d  +  N'n'H'              1  t 

B  s=  Mnnd  ■+■  Jtf  W  J (a  ' 

setzen,  und  im  Laufe  der  Ent Wickelungen  ri  und  n"  in  A  durch  die 
Brechungszahlen  N  und  N\  in  B  hingegen  durch  M  und  M'  aus- 
drücken werden. 

Aus  der  Summe  und  dem  Unterschiede  der  Gleichungen  (a) 
bekommen  wir,  nachdem 

*  =  |(Ä-M),      ,'  =  L(B-A) 

.  _  M-N  ,  M'-tr 
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gesetzt  worden  sind: 

(m— \)J+  (m'-i)J'  =  y  (**'"— **)  —  y* 

z(m — \)J+z'(m — 1)^/'=  —  x 

und  löst   man    diese    in   der  Voraussetzung  auf,    dass  *  und  %  be- 
kannt sind,  so  ergiebt  sich 


(*'-*)(»-<) 


In  der  ersten  Annäherung  muss  man  x  und  V  gleich  Null  setzen,  und 
in  der  zweiten  und  den '  etwa  nöthigen  folgenden  Annäherungen  x 
und  %  durch  die  Werthe  von  Ä,  Ä',  JfT  berechnen,  welche  die  zu- 
nächst vorhergehende  Annäherung  gegeben  hat. 


22. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Entwicklung  der  Gleichung  Q-i-Q'ssO, 
oder  vielmehr  der  identisch  werdenden  Gleichungen  Q  =  0,  Q  =  0, 
nachdem  darin  die  mittleren  Brechungs Verhältnisse  substituirt  worden 
sind.  Die  einzige  Gleichung,  welche  wir  mit  zu  Grundelegung  dieser 
Bedingung  im  gegenwärtigen  Falle  noch  zu  erfüllen  haben,  ist 

0  *=  L  +  L '+  L"-  1rid(L '+  L")  —%ri'äU 

Da  aber,  wenn  d  und  d  gleich  Null  gesetzt  werden,  diese  Gleichung 
sich  in  0  =  L  +  L'-t-L"  zusammenzieht,  so  kann  man  sie  in  die 
folgende  einfachere  umwandeln  : 

(b) 0  =  L  +  L'+L"+%nLd—  2tt  "Vi9 

Zur  weiteren  Entwickelung  wollen  wir  für  L  den  Ausdruck  (5),  für 
L  den  Ausdruck  (1),  und  für  L"  den  Ausdruck  (6)  des  Art.  8  an- 
wenden, und  erhalten  somit  im  gegenwärtigen  Falle  die  Werthe 

l  =  ^|(Hj-^(M5I 

L  =  mit"{R'—n"y—iMT,{R'—n,Y 
l"  —  _  *Q  |(it"— it'")3—  mn'"(R"—  n"f\ 
denen    wir   die    durch    die    mittleren   Brechungsverhaltnisse    ausge- 
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drückten    Relationen    zwischen    den   Vereinigungsweiten    hinzufügen 
wollen.     Diese  sind 

mn  =  7r-t-(m—  \)Ii 

nin"  =  mn,+  (m  —  m)R'         \ (c) 

n'"  =  rin„—  (m  —  \)R" 

wozu  noch  die  Gleichungen 

TT,  =  ri  -h  n2d 

//    -         tri  jt 

kommen. 


23. 

Fuhren  wir  die  Hülfsgrösse  n°  durch  die  Gleichung 

7T°  =  nrn,  —  (ro — \)R' 
ein,  dann  ist  auch,  zufolge  der  Relationen  (c)  des  vor.  Art. 

Aus  diesen  Gleichungen  bekommt  man  ohne  Mühe: 


7*    =  tT  +  -—7-  (/(  —  n") 


und 


folglich 


tf,     =   7I°+    (W—  1)(Ä—  TT,) 

tt"=  tt°+  (*'—  «)(Ä'— w") 

* 

Hiemit  verwandelt  man  den  im  vor.  Art.  aufgestellten  Ausdruck  für 
L  leicht  in 

L'  =  =^i  {(Ä'-^)»_mV(Ä'-^°)J{ 

-^  i(/r-*«y-'»*0(«'-'O2i 

und  es  hat  also  durch  diese  Substitutionen  L  dieselbe  Form  bekom- 
men,  welche  den  L  und  L"  ursprünglich  gegeben  worden  ist;  nur     # 
besteht  L  aus  zyvei  solchen  Functionen,  die  in  L  und  L"  blos  Ein 
Mal  vorkommen. 

Die  Summe  aller  L  wird  jetzt 


I 


r 
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L'+  L"  = 


(Ä  — „)»—  mw(fi— 


0\3. 


-(R'-n") 


mn  (R — 7r)2     I 
mn«{R'-n»)%\ 


.0\2 


m,_4j     (*•-«•)>-*»•  (IT- «•)' 
+  -rtr\  —  (R"—  n"')%+mn"'(R"-.7t"')'lt 

und  besteht  also  aus  zwei  einander  ahnlichen  Theilen. 

24. 

Erinnern  wir  uns  der  oben  eingeführten  Gleichungen 

R  —  R'  =  %J,     R—  R" wm  %J' 
und  setzen  ausserdem: 

R'-n°=g 

D  =  J  +  ln'2d 


D'  =  ^/'+4-7*"V 


a 

1 

T 


dann  bekommen  wir  durch  die  Verbindung  der  Gleichungen  (c)  des 
vorvor.  Art.  mit  denen  für  n°  des  vor.  Art.  sehr  leicht 

7i°  =  7i  +  2(»n— 1)fl  +  7r'2d 

n°  =  n"— 2(m  —  \)ü—  n"2d' 

(d) 1      Ä"—  n'"  =g  —  2m' D' 

Durch  Anwendung  dieser  Werthe  folgt 

,_,  Iti+ZmDf- nrn  (<,+2mD)2- g*       ^ 
rnirg2-*-  2m  (m —  1 )  Dg*-*-  mjV1  d  j 

,_  | — (j_  2m'/)')  3-t-  mV"  (9— 2m' 


L'+L 


_«-iJ 

—     m*    j. 


-  m'fa"2  dl 


L  +  L'+L"=  2 


«•— < 


m 


m — 


2m2  (2D— n)^ 


m*  |—m'„'Y+  2m'  (m'—  1 )  Ify2 ' 
oder,  nach  der  Entwickelung : 

|(m+2)%2  +  2m  {W—n)  Dg 

12  y±g\nd 

%)D'gl  —  (im'(W+n;",)Dg 

'2(2D,+  ^'")Dr2+yyl»"2<f 

in   welchem  Ausdruck,   abgesehen  von  den  Facloren  ri  und  n"  in 
den  mit  d  und  d'  multipficirlen  Gliedern,  g  die  einzige  Unbekannte  ist. 


m'   i+2m': 


25. 

Suhstituirl  man  nun  den  eben  erhaltenen  Ausdruck  in  die  Glei- 
chung (b)  des  Art.  22,  und  setzt  zur  Abkürzung: 
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=  IST  *  d  +  -**  n   d 
C  s=s  n'Ld  —  n  'L"d' 

fm-4)fm+a)   n  ___   (m'-l)  (m'+l)  ___  ,i 
Ä  —  — m V  +   m' •"  L 

.  6  =  .(*—  1)(3D— *)0— (ro— 1)(3JP'+tOö' 

-  c  =  2w(m— 1)(20— *)Z)2H~2m>'—  1)(2D'+7r'")0'2+C' 

so  wird  die  Endgleichung 

0  ==  a^2+26jf  +  c 
aus    weicher   die   Unbekannte  g  zu   berechnen  ist.     Hat  man  g  ge- 
funden, so  werden,  zufolge  der  Gleichungen  (d)  des  vor.  Art. 

R  =  <j  +  %mD  ■+-  n 
R"=  g  —  %nih'  +  n" 
worauf  sich 

/{ '  =  Ä  —  %J  =  R'+%J' 

ergiebt,  welche  zwei  Werihe  mit  einander  übereinstimmen  müssen. 
In  der  ersten  Annäherung  setzt  man  nicht  nur,  wie  schon  im 
Art.  21  in  Bezug  auf  die  Berechnung  von  J  und  J'  gesagt  wurde, 
A  =  0,  B  sa  0,  sondern  auch  C  =  0,  C  =  0  und  D  =  Jy  D'  =  J\ 
worauf  g  die  einzige  Unbekannte  ist,  welche  die  obige  quadratische 
Gleichung  enthalt.  In  der  zweiten,  und  wennnöthig  werden  sollte, 
den  folgenden  Annäherungen  berechnet  man  A,  B,  C,  C,  /),  D'  mit 
den  Werthen  der  Reciproken  der  Halbmesser  Ä,  JT,  R'\  die  dife 
zunächst  vorhergehende  Annäherung  gegeben  hat.  Meistens  wird 
man  nach  der  Ausführung  der  zweiten  Annäherung  schon  ein  aus- 
reichend genaues  Resultat  erhalten  haben. 

Da  die  Gleichung,  aus  welcher  der  Werth  von  g  zu  ermitteln 
ist,  eine  quadratische  ist,  so  erkennt  man,  dass  die  Auflösung  der 
Aufgabe,  mit  den  derselben  zu  Grunde  gelegten  Daten,  entweder 
unmöglich  ist,  oder  dass  zwei  von  einander  verschiedene  Linsen- 
systeme sie  lösen.  Bei  den  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhältnissen, 
welche  die  Glasarten  besitzen,  die  gewöhnlich  in  der  praktischen 
Dioptrik  angewandt  zu  werden  pflegen,  ist  die  Aufgabe  lösbar,  und 
führt  somit  auf  zwei  verschiedene  Linsensysteme,  unter  denen  es 
am  zweckmässigsten  ist,  dasjenige  auszuwählen,  dessen  Oberflächen 
die  geringsten  Krümmungen  darbieten. 
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26. 

Die  Ausdrucke  von  ri  und  ri\  welche  zur  Berechnung  der  von 
d  und  d'  abhängigen  Glieder  gebraucht  werden,  ergeben  sich  aus 
dem  Vorhergehenden  auf  einfache  Weise.     Rechnet  man 

u  =  n  +  (N—i)  /?,     xi  =  .V"  +  {N—\)K 
w  =  n  +  {M—*)R,     vf  =  tf"+  {W—  \)R" 

so  findet  man  ohne  Mühe,  dass  A,  B,  C,  C,  D,  B  die  folgenden  Aus- 
drücke annehmen: 

A  =  Nd+Wd 

Jj  =  -5  a  -4-  -j;  a 

C  _  |(li-*)  -  «*}  (ä-*)2  «g-  («+«,)  d 

+  j(Ä'W")-  mV"J(Ä'W")2  ^i  («•+«,')<*' 


0  =  ^ 


(tl+W)* 


^       8ro* 
Z)    =  ^   +  -jjjjj-     d 

womit  alle  Hüifsgrössen   entwickelt,   und    die  ersten   Potenzen  der 
Linsendicken  vollständig  berücksichtigt  sind. 

27. 

Es  soll  jetzt,  um  die  Genauigkeit  des  im  Vorstehenden  ent- 
wickelten Verfahrens  zu  zeigen,  ein  Objectiv  nach  demselben  be- 
rechnet werden,  wobei  wir  die  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhält- 
nisse von  zwei  Fraunhoferschen  Glasarten  zu  Grunde  legen  werden. 
Die  gegebenen  Stucke  seien  die  folgenden: 

N  s=  4.51870 

M  =  1.53956 

AT  =  1.61800 

M'  =  1 .660242 

jr    =  0 

n     =  1 
Die  Bedingung  n  =  0  ist  die  des  Objectivs,  oder  der  Ausdruck  dafür, 
dass  die  einfallenden  Lichtstrahlen  von  einem  unendlich  weit  entfernten 
Gegenstande  kommen,  während  die  Bedingung  ri"  =  1  Nichts  weiter 
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als  die  gewählte  Maasseinheit  ausdrückt,  die  nach  ausgeführter  Rech- 
nung in  jede  andere,  beliebige  Maasseinheit  verwandelt  werden  kann. 
Aus  den  vorstehenden  Daten  bekommt  man  zunächst 

M—N  =  0.020860 
M'—N'=  0.042242 
m=  1.52913 
m'=  1.63912 
%  =  0.0394232 
z  =  0.0660939 
z  —  z  =  0.0266707 
Die  erste  Annäherung  giebl  nun,  nachdem  A  =  ß  =  0  gesetzt 
worden,  die  genäherten  Werthe 

J=  +  234172 
J'  =  —  1.15639 
und  allgemein 

a  =  (0.086786)1)  +  (0.151969)1)' 
6  =  (0.200684)  Ü2  —  (9.805583)  (3Z)'-M)D' 
c  =  (0.51 0066)  Z)3  -l-  (0.321223)  (20' -M)  D'2  +  C 
wo  die   in  Klammern   eingeschlossenen  Zahlen   die  Logarithmen   der 
Coefßcienten   sind.     Setzt  man   in   diesen   Ausdrücken  jetzt  C  »  0, 
so  wie  D  =  4  und  D  =  J\  so  ergiebt  sich  die  Bndgleichung 

0*j2  +  2(0.751 630)  g  +  (1.492480) 
deren  Wurzeln 

g  =  —  6.52838,   und  y  =  —  4.76074 
sind.     Da  nun  ausserdem  hier 

%mJ  sb  -+-  7.16158,   2ro'z/'  a*  —  3.79093 
ist,  so  bekommen  wir  für  die  beiden  Objective,  die  aus  diesem  Ver- 
fahren hervorgehen,  die  genäherten  Werthe 

lft*  Objecttv.  **••  Objectiv. 

fl  =  +  0.63323,         Ä   ■  ■+-  2.40085 
R'  =  —  4.05021,        Ä'  =s  —  2.28259 
Ä"s=  —  1.73743,         Ä'=  +  0.03019 
womit  die  erste  Annäherung  ausgeführt  ist. 

28. 

Um  zur  zweiten  Annäherung  überzugehen  müssen  zuerst  die  Dicken 
der  Linsen  festgesetzt  werden,  die  wir  wie  folgt  annehmen  wollen : 
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log  d  =  7.72596,         log  d'  =  7.64987 
und  es  muss  jedes  der  beiden. eben  erhaltenen  Objective  für  sich  be- 
handelt werden.     Nehmen    wir  zuerst  das  erste  Objectiv  vor,  so 

erhalten  wir 

u  =  +  0.3284,  t/  =  —  0.0738 

w  =  +  0.3417,  w  tm  —  0.1471 

-J(a  +  te)  —  +  0.3351,         y  («'+»')  =  — 0.1105 

und  hieraus  zunächst 

A  =  0.0003897,  x  =  0.0004197 

B  =  0.0004497,  *  =  0.0000300 

Es  wurden  hierauf  die  Verbesserungen 

f  — 0.00098] 
V0B  J  -{  +  0.0021 3f  =  +  0.00115 

f  +0.000481 
und  von  ^={_000176)  =  - 0.00128 

gefunden,  womit  sich  die  genaueren  Werthe 

4  =  +  2.34287,       ^  =  —  1.15767 

ergaben.     Weiter  berechnet  man 

D  =  ^/  +  0.00016,   D'  =  J'  +  0.000Ö1 

mithin 

D  =  -|-  2.34303,        D'  =  —  1.15766 

Es  werden   ferner ,   wenn    wir   wieder   die   Werthe    der    einzelnen 

Glieder  ansetzen: 


-0.00006)  '     n 

0.00000  }  -  +  °  0,°06 

f+0.00007] 
C'  =  l     .0.00187}  =  +  0.00194 


=  { 


und  die  Endgleichung 

0  m  g%  +  2  (0.751 992)  g  +  (1.493179) 
deren  einzig  hier  anzuwendende  Wurzel 

g  =  —  6.53479 
ist.     Da  ferner  hier 

2mD  =  +  7.16558,        ftm'ff  =  —  3.79508 
sind,  so  erhallen  wir  schliesslich 

R  =  +  0.63079 
Ä'  =  —  4.05500 
Ä '  —  —  1 .73971 
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die  von  den  Werthen  der  ersten  Annäherung  wesentlich  verschie- 
den sind. 

29. 
Unter  Anwendung  derselben  Linsendicken  wie  vorher,  ergeben 
sich  in  Bezug  auf  das  zweite  Objectiv  in  der  zweiten  Annäherung 
weit  grössere  Abweichungen  der  Werthe  der  H,  R\  R"  von  denen 
der  ersten  Annäherung,  wie  die  folgenden  Rechnungen  zu  erkennen 
geben.     Es  wurden  erhalten 

u=  +  1.2453,        t/=  -+-  1.0187 
w  =  +  1.2954,        w=  +  1.0199 

l(«+w)  =  +  1.2704,  -j{u'+w)   =  -|-  1.0193 

A  =s  0.0077080,        x  ?=  0.0078647 

B  =  0.0080214,        x  =  0.0001567 

/  —0.01842) 
die  Verb,  von  J  =r  j  +QM  { |  ^  j  =  —  O.i 

r +0.00909) 
die  Verb,  von  J'  =  j  __Q  009j|9  )  =*  —  0.00010 

Man  sieht,  dass  schon  diese  Verbesserungen  wesentlich  grösser  aus- 
gefallen sind,  als  die  des  ersten  Objectivs,  und  Ähnliches  wird  man 
in  den  folgenden  Zahlenwerthen  finden.     Es  ergeben  sich  ferner 

z/=  + 2.33441,  J'  =  —  1.15649 

D  =  J  +  0.00184,        D   =  J'  +  0.00069 
D  =  +  2.33625,  /)'=*  —  1.15580  " 

i +0.00064 1 
C  =  {+O.OOO27}  =  +  0.00091 

r +0.01 387) 
C'  =  {-0.00129}  =  +  0.01258 

0  =  g*  +  2(0.750954)0  +  (1.491114) 
^  =  —  4.75278 
2mfl  _  +  7.14487,  2m'Z)'=  —  3.78898 

R  =  +  2.39209 
Ä'  =  —  2.27675 
Ä' =  +  0.03620 
Hiemit  können  die  Berechnungen  im  Grunde    als   geschlossen  be- 
trachtet werden. 
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30. 
Führt  man  die  im  Vorhergehenden  erhaltenen  Werthe  der  Halb- 
messer der  beiden  Objective  auf  die  Brennweite  des  von  mir  in  der 
Abhandlung :  »Untersuchung  des  Weges  eines  Lichtstrahls  u.  s.  w.«*) 
untersuchten  Objectivs  des .  Königsberger  Heliometers  hin ,  so  wird 
man  finden,  dass  das  erste  Objectiv  nahe  mit  diesem  Übereinkommt, 
während  das  fcweite  davon  wesentlich  unterschieden  ist.  Aus  diesem 
Grunde,  und  da  das  zweite  hier  berechnete  Objectiv  dem  ersten 
vorzuziehen  ist,  weil  es  kleinere  Krümmungen  der  Linsenoberflächen 
darbietet,  will  ich  jenes  hier  nicht  weiter  berücksichtigen,  aber  für 
dieses  eine  dritte  Annäherung  durchführen,  um  zu  zeigen,  dass  die 
Resultate  der  letzteren  von  denen  der  zweiten  Annäherung  nur  sehr 
geringe  Verschiedenheiten  darbieten. 

31. 
In  der  dritten  Annäherung  in  Bezug  auf  das  obige  zweite  Ob- 
jectiv ergaben  sich  die  folgenden  Zahlenwerthe : 

u  =  +  1.2408,  «'  «  -f.  1.0225 

«.  =  +  1.2907,  w  =  +  1.0240 

-J-  (u+w)  =  +  1.2658,      y  («'  +  »')  =  +  1.0233 
4  =  D. 0076863,  x  =  0.0078421 

B  =  0.0079978,  »'  =  0.0001558 

f— 0.01836) 
die  Verbesserung  von   J  =  { _i_n  011041  ~  ~~  0.00732 

[  +0.00907  j 
die  Verbesserung  von  J'  =  i  _~  00914  I  "*  —  ^* 

D  —  J  +  0.00182,         D'  =  J'  +  0.00069 
J  =  +  2.33440,  J'  —  —  1.15646 

D  =  +  2.33622,  D'  =  —  1.15577 

r +0.00063 1 
C  =  {+0.00027/  «  +  «00090 

[+0.01 366) 
C~  {-0.00127}  =  +  001239 

0  =  g1  +  2(0.750970)^  +  (1.491124) 
g  =  —  4.75207 
2fflD  =  +  7.14477,         2m'ß'  =  —  3.78889 
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*}  Abgedruckt  S.  65 — SOS  dieses  Bandes. 
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R  =  +  2.39270 
Ä' =  —  2.27610 
R"=  +  0.03682 

Die  Vergleich ung  dieser  Resultate  mit  denen  der  zweiten  Annäherung 
zeigt  nur  geringe  Unterschiede. 


32. 

Es  soll  nun,  um  die  Abweichungen  von  der  strengen  Ver- 
einigung der  von  einem  Punkt  ausgehenden  Lichtstrahlen,  dje  das 
zweite  Objectiv  darbietet,  kennen  zu  lernen,  der  Gang  verschiedener 
Lichtstrahlen  durch  dasselbe  vermittelst  strenger  Formeln  berechnet, 
und  dazu  die  Verfahrungsarten,  die  ich  in  der  Abhandlung:  »Unter- 
suchung des  Weges  eines  Lichtstrahls  u.  s.  w.«.  entwickelt  habe,  an- 
gewandt werden.  Da  man  im  gegenwärtigen  Falle  von  der  Berech- 
nung der  Hauptpunkte  absehen  kann,  so  werde  ich  mich  in  Bezug 
auf  die  Centratstrahlen  des  Gaussischen  Verfahrens  in  der  Gestalt 
bedienen,  welche  ich  demselben  in  den  Artt.  37  u.  f.  der  ange- 
zogenen Abhandlung  gegeben  habe. 

I»  Bezug  auf  die  Lichtstrahlen,  die  in  solcher  Entfernung  von 
der  optischen  Achse  des  Linsensystems  einfallen,  dass  man  nicht 
die  Sinus  ihren  Bögen  gleich  setzen  darf,  und  die  ich  überhaupt 
Randstrahlen  nennen  werde,  habe  ich  in  der  angezogenen  Abhand- 
lung zwei  allgemeine  Verfahrungsarten  vollständig  entwickelt,  die  für 
jede  beliebige  Lage  des  einfallenden  Lichtstrahls  gelten,  und  nicht 
voraussetzen,  dass  dieser  letztere  mit  der  optischen  Achse  in  einer 
und  derselben  Ebene  liege. 

Die  Grundidee  der  ersten  dieser  beiden  Verfahrungsarten  gehört 
Gauss,  welcher  sie  in  seinen  »Dioptrischen  Untersuchungen«  nieder- 
gelegt hat.  Das  zweite  a.  a.  0.  gegebene  Verfahren  ist  mir  dage- 
gen völlig  eigenthümlich,  und  so  viel  mir  bekannt,  ist  kein  Vorbild 
davon  vorhanden.  Dieses  zweite  Verfahren  ist  auch  in  der  Anwen- 
dung dem  ersten  wesentlich  vorzuziehen,  und  ich  habe  mich  des- 
selben immer  ausschliesslich  bedient.  Aus  jeder  dieser  beiden  all- 
gemeinen Verfahrungsarten  folgt  das  sehr  einfache  specielle  Ver- 
fahren, welches  sich  auf  die  Fälle  erstreckt,  in  denen  der  einfallende 
Lichtstrahl  mit  der  optischen  Achse  des  Linsensystems  in  Einer  Ebene 
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liegt.  Letzteres  Verfahren  ist  sehr  bequem,  und  ich  muss  es  auch 
für  neu  halten ,  da  ich  es  vorher  bei  keinem  Schriftsteller  ge- 
funden habe. 

33 
Ehe  ich  zur  Anwendung  meines  strengen  Verfahrens  auf  das 
oben  berechnete  zweite  Objectiv  übergehe,  muss  ich  einen  Umstand 
erörtern,  der  dabei  eintreten  kann.  Wenn  der  Halbmesser  der  letzten 
brechenden  Oberfläche  des  Linsensystems,  auf  welches  man  dieses 
Verfahren   anwenden   will,   sehr  gross  ist,  so  wird  der  Bogen  oder 

Winkel  öm       sehr  klein,  und  die  Gleichung 

fcm~4  =  (p™-4  —  ,^-*)  sin  0m-4 

(Artt.  24  u.  34  der  früheren  Abh.)  giebt  für  fcm~4  keinen  hinreichend 

genauen  Werth,  weil  sin  0TO~4  für  diese  Bestimmung  nicht  hinrei- 
chend genau  erhalten  werden  kann,  wenngleich  der  dafür  sich  er- 
gebende Werth  für  andere  Bestimmungen  ausreichend  genau  ist,  und 

namentlich  aw"~4  mit  weit  mehr  als  hinreichender  Genauigkeit  da- 
durch erhalten  wird. 

Man  muss  in  diesem  Falle  zur  Bestimmung  von  fcm~4  von  der 
vorletzten  Brechung  ausgehen,  durch  welche^  man,  vermittötst  der 
Gleichungen,  die  überhaupt  die  Identität  zwischen  irgend  einem  ge- 
brochenen Lichtstrahl   und  dem   zunächst  einfallenden  bedingen,  die 

Bestimmung  von  Äm~4  auch  leicht  ableiten  kann.  Diese  Gleichungen 
sind  im  Art.  21  der  früheren  Abh.  unter  verschiedenen  Formen 
aufgestellt  worden;  wählen  wir  die  erste  Form  und  wenden  dieselbe 
auf  den  vorletzten  gebrochenen  Lichtstrahl  an,  so  werden  sie: 

0  =xfcm~4  cost//11"4  — fem"2cos^"2  +  (am~4  —  am-i)  tgam~4  cos/Jm~1 
0=Äftm~4sinym~4  —  Ä?"-f  sinyw"f  +  (am~4  —  a1*"*)  tgam"-4  sin/S"-4 
woraus  man  leicht 

t 

(fcm-4sin(vm-,-/?m-<)  nm  Äm-a sin  tyw-,- /*♦"-') 
Jtm-|cos(vm-|-/Jm-4)  =  Äm--8cos(yw-*-/Sm-,) 
+  (0«-*_om-,)tga,B-1 

erhält.  Hiemit  sind  km~*  und  ym~*  gegeben,  nachdem  km~*  und 
ym-J  ermittelt  worden  sind.  Aus  der  oft  angez.  Abh.  findet  man 
aber  leicht,  dass  wenn  man 
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m— i  „„  _.m— 


tg  #  =  tg  fl       *  COS  W 

sin<p=  s\xifim~*  sin  co1" 


w 


•  .  .  .  (c) 


setzt,  man 

sin  dm-ft  sin  (f/1"1  —  /?m~4)  =  sin  q* 

sin0m-2cos(v>m"~*  — /S"1"4)  =  cos<psin(«m-2  —  0) 

erhält.     Hat  man   hieraus  tg  {\pm~*—  /Sm""4)   und  sin  tfm~2  berechnet, 
so  ergeben  sich 

Zur    Berechnung    von   am""4    aus    der    der    vorstehenden    ähnlichen 
Gleichung 


am-s  =  g«-i  +a  ^«-«_^i-lj  sin2iem-4 (e) 

dient  die  im  gegenwärtigen  Falle  mehr  als  hinreichend  genäherte 
Gleichung 

öm-'  =  h  —  r-4   (f) 

worauf  die  Gleichungen  (a)  km~{  und  i/;m~4  mit  Genauigkeit  geben. 
Bei   der  Anwendung   dieses  Verfahrens   werden  die  Gleichungen  für 

sinÖm-4sin(ym-'—  ßm~*)  und  sin  ö^cos  (vm-4— /S"1-4) 
(Art.  24  der  früheren  Abh.),  die  im  gegenwärtigen  Falle  keine  aus- 
reichend genauen  Werthe  für  öm~4  und  y"1*"1  geben  können,  gänz- 
lich überflüssig,  und  brauchen  nicht  berechnet  zu  werden.  Es  sind 
also  im  gegenwärtigen  Falle  von  den  Gleichungen  der  Schlussrech- 
nung nur  die  vier  zu  berechnen,  welche  die  Werthe  von  H,  q,  ßm 

und  sina71  geben. 

In   den   Fällen,  in   denen   die  Lichtstrahlen   mit   der   optischen 
Achse  in  Einer  Ebene  liegen,  kürzen  sich  die  vorstehenden  Formeln 

wesentlich  ab.  Da  jetzt  die  Winkel  6m"%  und  flm~4  ohnehin,  und 
zwar  mit  einer  für  ihre  übrigen  Verwendungen  hinreichenden  Ge- 
nauigkeit, erhalten   werden,  so  fallen  die  vorstehenden  Gleichungen 

(6),  (c)  und  (/)  weg,    und  man  kann  ohne  Weiteres  fcm~2,   am"2und 

am"i  aus  den  Gleichungen  (d)  und  (e)  berechnen.  Die  Gll.  (a)  ziehen 
sich  im  gegenwärtigen  Falle  in  die  einzige 

fcm-4   _  fcm-a+^m-8_am-^tgam-< ^ 
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zusammen,  in  welcher  alle  Grössen  rechter  Hand  bekannt  sind,  und 
welche  &m~*  mit  aller  erforderlichen  Genauigkeit  giebt. 

34. 

Bei  der  strengen  Berechnung  des  Weges  verschiedener  Licht- 
strahlen, die  das  oben  berechnete  zweite  Objectiv  durchlaufen,  werde 
ich  zwei  Hauptgattungen  von  Lichtstrahlen  vornehmen:  nemlich  zuerst 
solche,  die  parallel  mit  der  optischen  Achse  einfallen,  und  darauf 
solche,  die  mit  der  optischen  Achse  einen  Winkel  von  16'  machen. 
Da  bei  grossen  Feinröhren  und  starken  Vergrösserungen  das  Gesichts- 
feld immer  wesQntlich  kleiner  gemacht  werden  muss  als  der  Sonnen- 
durchmesser, und  16'  dem  halben  Sonnendurchmesser  entsprechen, 
so  ist  diese  Annahme  mehr  als  hinreichend,  und  die  Abweichungen, 
die  aus  dieser  Annahme  folgen,  werden  grösser  sein,  als  diejenigen, 
welche  das  Objectiv  bei  seiner  Anwendung  zu  erkennen  giebt. 

Ich  werde  ferner  bei  jeder  der  beiden  oben  genannten  Gattungen 
von  Hauptstrahlen  einen  rothen  und  einen  violetten  Centralstrahl  und 
Randstrahl  in  Rechnung  ziehen.  Es  ist  bereits  erwähnt,  dass,  wenn  die 
rothen  und'  die  violetten  Strahlen  des  Sonnenspectrums  mit  einander 
zur  Vereinigung  gebracht  worden  sind,  auch  alle  übrigen  Strahlen  sich 
nahe  mit  einander  vereinigen,  und  der  übrig  bleibende  Mangel  an  Ver- 
einigung dieser  letzteren  das  sogenannte  secundäre  Spectrum  hervor- 
ruft, welches  nur  dann  vermieden  werden  kann,  wenn  es  gelingt 
zwei  Glasarten  aufzufinden,  deren  Zerstreuungen  in  allen  Punkten  des 
Sonnenspectrums  einander  proportional  sind. 

35. 
Da  den  hier  angewandten  Bezeichnungen  zufolge 

s=  ,        Mi    =  n — -7-«        K    ^ 


und  die  Linsendicken 

sind,  so  geben  die  Resultate  des  Art.  31   und  die  Linsendicken,  die 

bei  ihrer  Berechnung  angewandt  worden  sind: 

p  —  q  —  +  0.417938,  q  —  q  =  0.005321 
p'  —  q'  =  —  0.439348,  q"  —  ?'=  0.003547 
p"— q"=  ■+■  27.1591 

Hieraus  erhalten  wir,  wenn  q  =  0  gesetzt  wird, 
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p  =  +    0.117938 
p'  =  —    0.43*027,       f'  s=  0.005321 
p"=  +  27.1680,  g"ss  0.008868 

Es  werden  ferner  dem  Art.  31  der  früheren  Abhandlung  entsprechend 

logA  =  9.978303  n,      logB  =  0.287613 
logA'  =  8.208893  n,      logß'=  0.007025 
gefunden,   während   aus  den   oben  benutzten  numerischen  Werthen 
der  Brechungsverhaltnisse  sich  ergeben: 

für  die  rothen  Strahlen        für  die  violetten,  Strahlen 

log»  =  0  log»  ss  0 

log»'  =  0.181472,  log»'  s=  0.187397 
log»"  =  0.208979,  log»"  =  0.220171 
log»'"=  0  log»'"s=  0 

Endlich  werde  ich  für  die  Randstrahlen 

k  =  0.03 

setzen,  welche  Annahme  sehr  nahe  der  halben  Oeffnung  entspricht, 

die  man  grossen  Objectiven  zu  geben  pflegt. 

36. 
1.     Die  parallel  mit  der  Achse  einfallenden  rothen 

Centralstrahlen. 

In  Bezeichungen   des  Art.  37  u.  f.   der  oft    genannten  Abhand- 
lung fanden  sich: 

logu  =  0.093804 

log«  =  9.354140«,        logt'  ss  7.544448» 
log»"=  8.357072»,        logl"  =  7.340891» 

logA  ss  0.093804 
logA'  s=  9.998108 
logA"  =s  0.006919 
logA"'=  9.997135 
logA"  ss  9.997148 
*)  und  hieraus  die  Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  letzten 
brechenden  Oberflache,  oder 

£"'  —  q"  =s  0.999970 
9—0 

*)  Die    Berechnung  der  a.  a.  O.  mit  B*,  £",    etc.    bezeichneten   Grössen    ist 
hier  nicht  erforderlich. 
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2.     Die  mit  der  Achse  parallel   einfallenden  violetten 

Centralstrahlen. 

logu  =  0.110928 

logt/ =  9.438843  n,    log  (' =  7.538563  n 
logt*"=  8.385787n,    Iogr  =  7.329699n 

logA  =  0.110928 
logA'  a  9.998058 
logA"  =  0.007553 
logA'"  =  9.997109 
logAIV  =  9.997123 
und  hieraus 

r—  q"  =  0.999970 
1?'"=  0 

3.  Die  unter  einem  Winkel  von  16'  mit  der  Achse   ein- 

fallenden  rothen  Centralstrahlen. 

£'"  wie  oben 

rj'"  =  —  0.0046849 

4.  Die  unter   einem  Winkel  von  16'  mit   der  Achse   ein- 

fallenden violetten  Centralstrahlen. 

£'"  wie  oben 
?/"  =  —  0.0046851 


5.     Die  mit  der  Achse  parallel  einfallenden  rothen 

Randstrahlen. 
Für  diese  nach  dem  Verfahren  des  Art.  31  der  früheren  Ab- 
handlung, und  mit  Benutzung  der  hier  notwendigen  im  obigen 
Art.  33  erklarten  Abänderung,  zu  berechnenden  Lichtstrahlen  sind  die 
numerischen  Werthe  der  constanten  Grössen  schon  im  vor.  Art.  ge- 
geben.    Hinzuzufügen  ist  nur,  dass  im  gegenwärtigen  Falle 

a  es  0,     k  =  0.03 
sind,  woraus 

6  =  +  4°  6'  58"63 
folgt.     Hiemit  bekommt  man: 
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vi  =  -t-  1  °24'  25"95,      0'  =  —  3°  54'  1 8"08 
«"=  +  1    4  49.47,     6"=  +03  46.58 
o '=  ■+■  1  42  33. 1 6 
d  =  0.004301,  o"  =  0.008884 

log*'  =  8.475973,        log*"  =  8.474717 

und  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  wird 

y  =  (0.008884— x)tga'"+  0.0298344 
wo 

logtg«'"  =  8.474802 
ist. 


6.     Die  mit  der  Achse  parallel  einfallenden  violetten 

Randstrahlen. 

Hier  sind  wieder 

a  =  0,     k  =  0.03 

0  =  +4°6'58"63 

und  es  folgen  hieraus: 

«'  =  +  1026'38"19,      0'  =  —  3Ü54'17"10 

a"=  +  1     3  14.93,      fl"=  +  0    3  46.55 

«'"=  +  1    42  31.94 

a  =  0.004301,  a"  =  0.008884 

logft'  =  8.475943,        logt"  =  8.474717 

und  die  Gleichung  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  wird 

y  =  (0.008884—  s)tga'"+  0.0298344 
wo 

logtg«'"=  8.474681 


37. 

Wenn  wir  zu  den  gegen  die  Achse  geneigten  Randstrahlen  über- 
gehen, so  bieten  sich  vier  extreme  Fälle  dar,  die  einzeln  zu  unter- 
suchen sind.  Man  kann  sich  den  aus  parallelen  Lichtstrahlen  bestehen- 
den, schief  einfallenden  StrahlenbUndel  als  einen  Cylinder  von  ellip- 
tischer Grundfläche  denken ,  dessen,  Durchschnitt  mit  dem  Objectiv 
einen  Kreis  bildet,  welcher  die  Oeffhung  des  Objectivs  zum  Durchmesser 
hat.    Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  vier  Lichtstrahlen,  welche  den 
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Endpunkten  der  beiden  Hauptachsen  der  genannten  cyliiidrischen 
Grundfläche  entsprechen,  auch  den  Maximis  und  Minimis  der  diop- 
trischen  Abweichungen  in  den  Ordinaten  y  und  z  der  überhaupt 
schief  einfallenden  Lichtstrahlen  entsprechen  müssen.  Setzt  man, 
was  immer  bewirkt  werden  kann,  in  dem  Verfahren  des  Art.  24  der 
früheren  Abhandlung  ß  =  0,  dann  sind  es  die  Werlhe 

y  =  0,  y  =  90°,  y  =  180°,  y  b  270° 
welche  diese  vier  Lichtstrahlen  kennzeichnen. 

Geht  man  die  a.  a.  ö.  gegebene  Auflösung  der  allgemeinen 
Aufgabe  durch,  so  findet  man  leicht,  dass  die  beiden  Falle  y  =  90* 
und  \p  =  270°  auf  dasselbe  Resultat  hinführen  müssen,  mit  dem 
alleinigen  Unterschiede,  dass  in  dem  einen  Falle  z  positiv  und 
in  dem  anderen  negativ  wird.  Von  diesen  beiden  Fällen  braucht 
daher  nur  den  eine   der  Rechnung  unterzogen  zu  werden. 

Ferner  erkennt  man,  dass  in  den  beiden  Fällen  y  =  0  und 
\p  =  4  80°  der  einfallende  Lichtstrahl  mit  der  optischen  Achse  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegt,  und  daher  das  Verfahren  des  Art.  31 
angewandt  werden  kann;  sie  unterscheiden  sich  von  einander  nur 
dadurch,  dass  in  dem  einen  Falle  0  positiv  und  in  dem  anderen  0 
negativ  anzunehmen  ist,  während  in  beiden  a  positiv  gesetzt  wird. 
Es  muss  jeder  dieser  beiden  Fälle  der  Rechnung  unterzogen  werden, 
da  sie  im  Allgemeinen  verschiedene  Resultate  geben. 


38. 

7.     Die   unter  einem   Winkel   Von  16'  mit   der  optischen 
Achse  einfallenden   rothen  Lichtstrahlen. 

a)  a  =  0°  4  6',      xp  =  0,      0  positiv. 
Es  wird  wieder 

0  a  -h  4°6'58"63 
und  hieraus  folgen: 

ol  =  +  1°34'57"18,      0'  =  —  3°54'  13"46 
«"=  +  1  14  41.63,       6"=  -h  0     3  46.40 
«'"=  +  1  58  32.16 
a    =  d.004302,  a    =  0.008884 

logk  5=  8.475831,         logfc"  =  8.474383 
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nebst 


y  ws  (0.008884— x)  tga'"  ■+■  0.02981  U 

logtga"=  8.537749 

b)  «s0°i6',    y  =  180°»     ö  oegativ 
0  =  _  4°6'58"63 
«'  =  —  1°13'54"80,       0'  =  -i-  3°  5.4'  22"72 
«"  s  —  0  54  56.48,       0"  =s  —  0    3  46.76 
« "  =  —  1  26  33.86 
a   =  0.004302,  a"  =  0.008884 

log*'  s=  8.4761 4 7n,        k>g&"  =  8.475054 n 
y  =  (0.008884— x)  tga'"—  0.0298575 

z  =  0 

logtga'"=  8.4011 57  » 

c)   a=  0°16',     y  =  90°,     /?  =  0 

Durch  das  Verfahren  des  Art.  24  der  angez.  Abh.  ergaben  sich 
hier  die  folgenden  Werthe: 

0  am  ■+■  4°  6'  58"63 

.  I*  Brechung, 
logtg*  =  1.189285,     X  =  ■+-  4*7'29"63,     fi  =  •+■  2042,53w07 

2**  Brechung. 
<j  =  +  0»  1'  1"96,    logtg©'  =  9.284060»,    Ä'a=  —  5°18'54"20 
rs=      86  17  58.9,      log  tg  ««=  8.393679,     p  =  —  4  59  16.79 
/J'+r  =    1691111.5,     logtg/s=  8.962078 n,  /?'=      825312.6 

3to  Brechung. 
g'  =  —  4°24'43"94,    logtg»"s=  9.076469»,  X"  =  +  1°  1'50"39 
r'=  — 5U    3.4,     log tgo"=  8.280484,    fi"  s=  ■+■  1  40    3.96 
ß"—  ß'+r'=  —  6  47  57.7,     logtg/'s=  7.966598»,  /?"*=      81  1918.3 

Schlussrechnung. 
U  =  +  1°5'34"37,  log?  —  9.999981 

,5"'  =      817  34.8,        log  sin  a'"=  8.479837 
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ferner  durch  die  Formeln  des  obigen  Art.  33 

&  =  ■+■  4057'H"12,      log  sin?  =  8.01 2658 n 

logtg(v'—/J")  =  9.184516,  Jogsintf'  =  8.833163« 

log/c'  =  8.475972,  a  =  0.004301 

0"  =    0°3'44",  a"=  0.008884 

xp"  =  90°2'32"9,  logfc"  =  8.474715 

Hierait  werden  die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Strahls : 

y  =  (0.008884— x)\ga"  cos  /T  —  0.0000221 
z  =  (0.008884— x)tg«'"  sin /?"'  +  0.0298343 


wo 


logtgtt'"cos/S'"=  7.668276 
logtga"'sin/S'"=  8.474804 


39. 

8.     Die  unter  einem  Winkel  von  16'  mit  der  optischen 
Achse  einfallenden  violetten  Lichtsrahlen. 

a)  a  =  0°1 6',    v  =  0,     B  positiv 

ö  =  +  4*  6'58"63 
d  =  +  1°3T    0"86,     0"  =  —  3  54  12.53 
«"  =  +  1  12  52.  34,     0"=  -1-0    3  46.41 
«'"=  +  1  58  30.44 
a   =  0.004302,  a"=  0.008884 

logfc' =  8.475802,         log&"=  8.474390 
y  =  (0.008884— x)tga'"+  0.0298119 

logtg«'"=i  8.537644 

b)  a  =  0°1 6',     v»  =  1 80°,     0  negativ 

0  =  —  4°  6'  58"  63 
«'  =  —  1°16'15"63;    «'  =  +3  54  21.70 
a"  =  —  0  53  37.  62,     0"  =  —  0     3  46.  76 
a"  =  —  1   26  32.  61 
a    =  0.004302,  a"  =  0.008884 

log/c'  =i  8.476085,        logft"  =  8.475046 
y  =  (0.008884— *)tg«'"  —  0.0298570 
logtga'"  =  8.401053*» 
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c)«  =  0°16',     y  =  90°,     £=0 

1rt*  Brechung. 
0,  x,  X  wie  unter  7.  c),      fi  =  -+■  2°40'40"53 

2**  Brechung. 

g  und  r  wie  unter  7.  c).,  /?-|-r  =   i69027'31"5 
logtg«  =  9.269727 »,  k'  =  —  5°2I'  5"29 

logtg«'  =  8.404629,  ft'  =  —  4  57  41.29 

logtg*  =  8.942093»  /?  =      83    9  32.6 

3*'  Brechung. 

g'=  —  1°26'55"60,    logtg ro"=  9.078178»,  A"  =  ■+■  1°  0'15"02 
r'=  — 5    0    0.04,    logtg«"  =  8.269822,     ^'=+140    2.36 
ß"—ß'  +  r' =  —  6  49 33. 5,      logtg/' =  7.977282,     /S"  =     8119  59.1 

Schlussrechnung. 

//=+  1°   ff59"<H,  1^  =  9.999980 

£'"=      81°   7'28"1,  logsin«'"=  8.479746 

<P  =  +  4°55'35"28,  logsiny  m  8.012033» 

logtg  (y'— /T)  =  9.183906,  log  sin  0'  =  8.833134» 

logft'  =  8.475943,  a  =  0.004301 

ö"=    0°3'43",  «"=0.008884 

V=90°2'28"9,  log*"  =  8.474717 

Die  Gleichungen  des  ausfahrenden  Lichtstrahls  werden: 

y  =  (0.008884— x)[ga"  cosß'"  —  0.0000215 
*  =  (0.008884— a:)tga'"  sin/?'"  +  0.0298344 


wo 


sind. 


logtg  «"'cos /*"'=  7.668257 
logtg«'"sin/?'"=  8.474692 


40. 

Gehen  wir  zur  Berechnung  der  Abweichungen  Über,  die  aus 
den  vorhergehenden  strengen  Berechnungen  folgen,  und  wenden  wir 
uns  zuerst  zu  den  Lichtstrahlen,  die  mit  der  optischen  Achse  parallel 
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einfallen.  Der  Art.  36  zeigt,  dass  in  Bezug  auf  die  Centralstrahlen 
die  Vereinigungsweite  der  rothen  und  der  violetten  Lichtstrahlen 
genau  die  nemliche  ist,  indem  bei  beiden  Gattungen  von  Lichtstrahlen, 
für  die  Entfernung  des  Durehschnittspunkts  derselben  mit  der  opti- 
schen Achse  von  der  letzten  brechenden  Oberfläche,  der  Werth 

£'"—  q"  =  0.999970 

gefunden  wurde.  Genau  genommen  müsste  diese  Zahl  =  1  gefun- 
den werden,  da  bei  der  Berechnung  des  Objectivs  ri"  der  Einheit 
gleich  gesetzt  worden  ist.  Die  kleine  Abweichung,  die  sich  davon 
gezeigt  hat,  rührt  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der  quadratischen 
Gleichung 

0  =  ag2  +  %bg  +  c 

im  gegenwärtigen  Falle  her,  in  welchem  die  Function 

•.-.t/t 

o  f    a 

eine,  kleine  Grösse  ist,  und  daher  die  Wurzeln  derselben,  wenn  man 
nicht  zur  Berechnung  der  Coefficienten  Logarithmen  mit  einer  grösse- 
ren Anzahl  von  Decimalen  anwendet,  mit  etwas  geringerer  Genauig- 
keit erhalten  werden,  als  die  übrigen  Zahlenwerthe,  Es  können 
daher  sehr  wohl  die  erhaltenen  Zahlenwerthe  von  R,  R',  R"  in 
der  letzten  Stelle  einige  Ungenauigkeit  besitzen;  doch  ist  diese  bei 
allen  dreien  von  der  nemlichen  Grösse,  da  die  Unterschiede  derselben 
bis  auf  die  letzte  Stelle  genau  sich  ergeben.  Nun  zeigt  sich  aber  durch 
Entwickelung  der  Differentialquotienten,  dass  eine  kleine  gleiche  Ver- 
grösserung  aller  /?,  R\  R"  zwar  die  Brennweite  ein  wenig  ändert, 
aber  die  Grösse  der  Abweichungen,  die  die  verschiedenen  Licht- 
strahlen in  Bezug  auf  den  genauen  Brennpunkt  zeigen,  durchaus  un- 
merklich beeinflusst,  wenn  dieselben,  wie  hier  der  Fall,  überhaupt 
sehr  klein  sind.  Ich  durfte  daher  die  obige  Abweichung  von 
0.000030  stehen  lassen,  obgleich  es  ein  Leichtes  gewesen  wäre,  sie 
fortzuschaffen. 


41. 

Für  die  mit  der  optischen  Achse  parallel  einfallenden  Randstrahlen 
giebt  der  Art.  36  die  Gleichungen  nach  der  letzten  Brechung: 


43]  Dioptriscbe  Untersuchungen.  739 

rothe  Strahlen: 

y  =  (0.008884— x)tga"+  0.0298344 

logtga'"=s  8.474802 

violette  Strahlen: 

y  =  (0.008884—  x)  tga"  -h  0.0298344 

logtga'"  =  8.474681 

Suchen  wir  zuerst  die  Durchschnittspunkte  mit  der  optischen  Achse, 
so  finden  wir  bez. 

T—  q"=*  0.999821 
=  1.000100 

und  die  Unterschiede  dieser  Werthe  von  der  im  vor.  Art.  erhaltenen 
Vereinigungsweite  der  Gentralstrahlen  sind  bez. 

—  0.000149 
-I-  0.000130 
Es  verdient  angemerkt  zu  werden,  dass  die  rothen  Lichtstrahlen,  die 
einem  kleineren  Brechungsverhältniss  entsprechen,  und  folglich  an  sich 
eine  grössere  Brennweite  haben,  hier  eine  kleinere,  sowie  die 
violetten  Lichtstrahlen,  die  ihrer  grösseren  Brechung  wegen,  an 
sich  einer  kleineren  Brennweite  entsprechen,  hier  eine  grössere  Brenn- 
weite bekommen  haben. 

Da  die  eben  erhaltenen  Abweichungen  Maxima  sind,  so  folgt 
aus  denselben,  dass  die  grosse  Achse  des  körperlichen  Raumes,  in 
welchem  sich  alle  Bilder  eines  in  der  optischen  Achse  liegenden, 
unendlich  weit  entfernten  Gegenstandes  befinden, 

0.000279 
lang  ist.    Für  ein  Objectiv  von  1000  Par.  Linien  Brennweite,  welche 
nahe   der   des  Objectivs  des  Königsberger  Heliometers  gleichkommt, 
wird  also  in  unserem  Falle  die  Länge  dieser  grossen  Achse 

0.279  Par.  Linien 
betragen;   eine   für   das   Auge   unmerkliche  Grösse,   weil   sie  in  der 
Gesichtslinie  liegt,  und  überdem  von  den  Bildern,  welche  die  Central- 
strahlen  verursachen,  sehr  nahe  in  zwei  gleiche  Hälften  getheilt  wird. 

Grösseren  Eindruck  auf  das  Auge  verursachen  die  Abweichungen, 
die  in  der  auf  die  optische  Achse  senkrecht  stehenden  und  durch  den 
Brennpunkt  gehenden  Ebene  liegen,  und  als  Seitenabweichungen  zu 
bezeichnen  sind.    Sie  bilden  im  gegenwärtigen  Falle  eine  Kreisfläche, 
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deren  Durchmesser  bis  auf  Unmerkliches  ein  Maximum  ist,  und  durch 
das  Produkt  der  obigen  grossen  Achse  mit  tga'"  erhalten  wird.  Es 
ergiebt  sich   für  unser  Objectiv  dieser  Durchmesser 

=  0.0000083 

oder  für  ein  Objectiv  von  4000  Par.  Linien  Brennweite, 

=  0.0083  Par.  Linien 
welche  Grösse  für  ganz  unerkennbar  zu  erachten  ist. 


42. 

Die  Resultate,  welche  wir  für  die  unter  einem  Winkel  von  16' 
mit  der  optischen  Achse  einfallenden  Lichtstrahlen  erhalten  haben, 
bestehen  in  Folgendem: 

Centralstrahlen  beider  Farben. 

Goordinaten  des  Bildes. 

i'"—  </"=  0.999970,         r/"=  —  0.0046850 

Rot  he  Randstrahlen. 
Gleichungen  der  ausfahrenden  Strahlen. 

Für  v  —  0 
y  =  (0.008884— x)tg«'"+  0.0298114 
z  =  0 

log  tg  «'"  =  8.537749 
Für  y  b  1 80° 
y  =  (0.008884— a;)tg«'"—  0.0298575 
z  =  0 

log  tgcT«  8,401157» 

Für  v»  =  90° 

y  =  (0.008884— s)  tga'" cos/?'"  —  0.0000221 

z  am  (0.008884—  *)  tga'"smß'"-t-  0.0298343 

log  tga'" cos/?'"  =  7.668276 

logtga'"sin/S'"=  8.474804 

Violette  Randstrahlen. 
Für  ip  =  0 
y  =  (0.008884—«)  tga'"-H  0.0298119 
z=  0 

logtga'"=  8.537644 
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Für  v  =  1 80° 
y  =  (0.008884— x)tga'"  —  0.0298570 
s=  0 

logtga'"  =  8.401 053  n 

Für  tp  =  90° 

y=  (0.008884— x)lga"  cos/?'"—  0.0000215 

*  =  (0.008884—  x'jtga"  sin  ß'" -t-  0.0298344 

logtg«'"cos/?'"=  7.668257 

logtga'sia/?"'  =  8.474692 

Für  rp  ss  270°  bekommt  man  dieselben  Gleichungen,  wie  für  y  =  90°, 
mit  der  einzigen  Ausnahme,  dass  —  z  statt  z  geschrieben  werden 
muss. 

Suchen  wir  nun  den  Durchschnittspunkt  der 

violetten  Strahlen  für  \p  =  0  und  %p  =  180°, 
so  finden  wir  die  Coordinaten  des  in  demselben  entstehenden  Bildes : 

£'"  —  g"=  1,000065,         7]'"=  —  0.004fi759 
und  die  Unterschiede  mit  denen  der  Centralstrahlen 

-h  0.000095        und       -h  0.0000091 
Desgleichen  für  die  rothen  Strahlen,  nebst  \p  =  0  und  y;  =  180°, 

f"  —  q    =  0.999830,         */"=  —  0.0046766 
Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

—  0.000140        und        -h  0.0000084 
Desgleichen  für  die  Verbindung 

der  violetten  Strahlen  und  xp  =  0 
mit  den  rothen       -  -     y  =  180° 

T  —  q"=  0.999974,         //"=  —  0.0046728 
Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

-+-  0.000004        und        +  0.0000122 
Desgleichen  für  die  rothen  Strahlen  und  \p  =  0 

mit  den  violetten         -  -     y  =  180° 

T  —  q"=  0.999832,         if '  =  —  0.0046767 
Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

—  0.000138        und        +  0.0000083 

Alle  diese  Bilder  sind  extreme  und  liegen,  gleich  allen  übrigen  der- 
selben Gattung,  in  der  #y-Ebene.  Wie  man  sieht,  beträgt  die  grösste 
Seitenabweichung 

0.0000122 
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Verbinden  wir 'ausserdem  die  rothen  Lichtstrahlen  für  y  =  90° 
und  y  =  270°  miteinander,  so  muss  selbstverständlich  das  Bild  auch 
in  der  xy-Ebene   liegen;  es  ergeben  sich  die  Coordinaten  dessell)en 

r—  q"=  0.999SH,        fs  —  0.0046800,       £"'  =  0 

Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen : 

—  0.000159       und        +0.0000050 

Desgleichen  geben  die  violetten  Strahlen 

f  —  q"  =  1 .000074,       V"  =  —  0.0046804,       ?'"  =  0 

Unterschiede  mit  den  Centralstrahlen: 

-h  0.000104       und        +  0.0000046 

Die  Seitenabweichungen  liegen  hier  innerhalb  der  vorher  gefundenen. 
Verbindet  man  endlich  die  rothen  Strahlen  für  y  =  90°  mit  den 
violetten  für  y  =  270°,  sowie  jene  für  y  =  270°  mit  diesen  für 
y  =  90°,  so  wird  man  finden,  dass  diese  Linien  einander  zwar 
nicht  schneiden,  aber  in  so  geringer  Entfernung  an  einander  vor- 
über gehen,  dass  im  Minimum  der  Entfernung  derselben  von  ein- 
ander ein  Bildpunkt  angenommen  werden  darf.  Man  erkennt  ohne 
Weiteres,  dass  die  zwei  Bilder,  welche  beide  Minima  geben,  in  glei- 
chen Abständen,  aber  auf  entgegesetzten  Seiten  der  xy -Ebene  liegen 
müssen.  Sucht  man  diese  Minima,  so  ergiebt  sich,  dass  denselben 
bis  auf  Unmerkliches  dieselbe  Abscisse  zukommt,  und  zwar  wird 

y  —  q"=  0,999942 

sie  liegen  also  sehr  nahe  in  der  Ebene  des  Brennpunkts.  Ihre  Or- 
dinalen fand  ich 

y  =  —  0.0046806,         «>  +  0.0000038 
y  =  —  0.0046799,         z  =  +  0.0000039 

wo  sowohl  die  oberen  wie  die  unteren  Zeichen  zu  einander  ge- 
hören.    Das  Minimum  der  Entfernung  folgt  hieraus 

=  0.0000007 

welches  für  Nichts  zu  achten  ist.  Auch  diese  Seitenabweichungen  in 
der  Richtung  der  y  liegen  innerhalb  der  oben  erhaltenen,  und  kommen 
daher  hier  nicht  in  Betracht;  die  Seitenabweichungen  in  der  Richtung 
der  z  sind  Maxima,  und  alle  von  den  übrigen  Lichtstrahlen  verursach- 
ten ahnlichen  sind  kleiner. 
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Projicirt  man  nun  die  grössten  aller  erhaltenen  Seitenabwei- 
chungen auf  die  Ebene  der  yz,  so  wird  man  eine  Fläche  erhalten,  die 
von  der  Ebene  der  xy  in  zwei  gleiche  und  ahnliche  Hälften  getheilt 
wird,  deren  grosse,  in  der  Richtung  der  y  liegende  Achse 

=  0.0000122 

und  deren  kleine,  in  der  Richtung  der  z  liegende  Achse 

=  0.0000077 

ist.  Beide  Achsen  schneiden  einander,  jedoch  theilt  der  Durch- 
schnittspunkt  die  grosse   Achse   nicht   in  zwei   gleiche   Theile;    die 

m 

krumme  Linie,  welche  die  Fläche  begrenzt,  wird  daher  eine  eiför- 
mige sein.  Diese  Fläche  wird  sich  dem  Auge  als  die  Bildfläche 
aller  von  dem  betrachteten  Punkte  auf  das  Objectiv  einfallenden  Licht- 
strahlen darstellen. 

Uebertragen  wir  die  eben  erhaltenen  Achsen  der  Bildfläche  auf 
das  Objectiv  von  1 000  Linien  Brennweite,  so  ergeben  sich  die  Werthe 
derselben 

=  0.012  und  0.008  Linie 

Diess  sind  die  grössten  Abweichungen,  die  das  hier  berechnete  Ob- 
jectiv zeigt,  und  so  klein,  dass  wenigstens  mir  kein  Objectiv  vorgekom- 
men ist,  welches  nicht  grössere  Abweichungen  besässe.  So  sind 
z.  B.  die  Abweichungen,  welche  das  von  mir  in  der  früheren  Abhand- 
lung untersuchte  Objectiv  des  Königsberger  Heliometers  zeigt,  be- 
deutend grösser. 

Es  ist  hiebei  noch  zu  bemerken,  dass  hier  die  Berechnung  des 
Objectivs  durch  genäherte,  sehr  einfache  Formeln  ausgeführt  worden 
ist,  und  eine  sehr  kurze  Zeit  in  Anspruch  genommen  hat.  Demunge- 
achtet  ist  das  Resultat  so  genau  ausgefallen,  dass  die  Anwendung 
der  strengen  Formeln  zur  Ausgleichung  der  Unterschiede,  welche 
die  früheren  genäherten  Formeln  geben,  gänzlich  überflüssig  wird. 
Mag  man  auch  durch  Anwendung  der  strengen  Formeln  die  sich 
auf  ein  Objectiv  von  1000  Linien  Brennweite  beziehende  grösste 
Abweichung  von  0.012  Linie  ein  Weniges  verkleinern  können,  so 
kann  diess  doch  nur  auf  Kosten  des  in  der  optischen  Achse  liegen- 
den Bildes  geschehen,  dessen  Abweichungen  durch  eine  solche  Aus- 
gleichung sich  vergrössern  würden. 
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43. 

Nicht  blos  zu  Fernrohrobjectiven,  sondern  auch  zu  Objectiven 
für  Mikroskope,  und  mit  gewissen  Zusätzen  für  Oculare,  sind  die  hier 
entwickelten  Ausdrücke  brauchbar,  da  in  denselben  sowohl  die  erste, 
wie  die  letzte  Vereinigungsweite  der  Lichtstrahlen  unbestimmt  ge- 
lassen worden  ist.  Um  zu  zeigen,  dass  die  Halbmesser  der  Ober- 
flächen der  Linsen  unter  verschiedenen  Umständen  sehr  verschiedene 
Werthe  annehmen  können,  soll  hier  noch  ein  Mikroskopobjectiv  be- 
rechnet, jedoch  zur  Abkürzung  nur  die  erste  Annäherung,  und  zwar 
blos  mit  Logarithmen  von  vier  Decimalen,  durchgeführt  werden. 

Je  nach  dem  Zwecke,  zu  welchem  das  Mikroskop  dienen  soll, 
wird  das  Verhältniss  der  Entfernung  des  Gegenstandes  zu  der  des 
Bildes  verschieden  angenommen ;  um  aber  eine  bestimmte  Grundlage 
zu  erhalten,  muss  dieses  Verhältniss  im  Voraus  festgesetzt  werden. 
Hier  werden  wir  annehmen,  dass.  sich  die  Entfernung  des  Gegen- 
standes von  der  ersten  Oberfläche  des  Objectivs  zu  der  des  Bildes 
von  der  letzten  Oberfläche  desselben  verhalten  soll  wie  2  :  5,  welche 
Annahme  als  ein  Mittel  aus  den  verschiedenen  in  der  Praxis  vor- 
kommenden betrachtet  werden  kann. 


44. 

In  Folge  des  eben  bestimmten  Verhältnisses  können  wir  setzen 

n  =  —  1,         tf'"=  -h  0.4 

Die  Glasarten,  aus  denen  die  beiden  Linsen  dieses  Objectivs  be- 
stehen, sollen  dieselben  sein,  welche  dem  obigen  Beispiel  zu  Grunde 
gelegt  wurden,  und  deren  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhältnisse 
im  Art.  27  angeführt  sind.  Die  Berechnung  soll  in  zwei  verschie- 
denen Annahmen  über  die  Lage  der  Linsen  ausgeführt  werden:  neu- 
lich zuerst  wird  angenommen,  dass  die  Kronglaslinse,  und  darauf, 
dass  die  Flintglaslinse  die  erste  sei.  Ein  ziemlicher  Theil  der  oben 
ausgeführten  numerischen  Rechnungen  kann  hier  wieder  angewandt 
werden. 

Wenn  die  Kronglaslinse  vorangestellt  wird,  so  findet  man 

J  =  +  3.279,         /ra-  1.619 


49] 
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Die  Endgleichung  wird 

0  =  g1  +  2  (0.9201)  g  +  (1.8322) 
deren  Wurzeln 

g  =  —  9.442,         =  —  7.197 
sind,  woraus  die  bei  beiden  folgenden  Objective  hervorgehen: 

R  =  —  0.416,         =  +  1.829 

R  =  —  6.974,         =  —  4.728 

/T=  —  3.735,  =  —  1.490 
Wie  man  sieht,  sind  diese  Halbmesser  bedeutend  von  den  oben  er- 
haltenen des  Fenirohrobjectivs  verschieden.  Im  ersten  Objectiv  sind 
beide  Linsen  Menisken,  die  ihre  concave  Seite  dem  Gegenstand  zu- 
kehren, während  im  zweiten  Objectiv  die  Kronglaslinse  convex-convex 
und  die  Flintglaslinse  ein  Meniskus  ist,  beide  äussere  Oberflächen 
sind  hier  convex. 

45. 

Wenn  die  Flintglaslinse  vorangestellt  wird,  so  ergeben  sich 

J=  _  1.619,    J'  =  +  3.279 
Die  Endgleichung  wird 

0  =  #a—  2(0.9070)0  +  (1.8046) 
deren  Wurzeln 

g  =  +  9.256, 
sind,  woraus  die  beiden  Objective 

R  =  +  2.951, 

R  =  -h  6.188, 

R"  =  —  0.570, 


=  +  6.890 

=  +  0.583 
=  +  3.821 
=  —  2.736 


folgen,  die  wieder  von  allen  vorhergehenden  wesentlich  verschieden 
sind.  In  beiden  ist  die  Flintglaslinse  ein  Meniskus,  und  die  Kron- 
glaslinse convex-convex,  alle  äusseren  Oberflächen  sind  convex.  Man 
kann  in  beiden  Fällen  mit  den  vorstehenden  Grundlagen  die  zwreite, 
und  wo  nöthig  die  dritte  Annäherung  ausführen,  worauf  wir  je- 
doch, wie   schon  oben  erwähnt,   hier  nicht  eingehen  werden. 


Ahhandl.  d.  K.  9.  Gesellscb.  d.  Wisscnsch.  XV. 
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§  3.    Von  den  Linsensystemen  mit  vier  Brechungen. 

46. 

Dem  im  vorigen  Abschnitte  untersuchten  Linsensysteme  schliesst 
sich  zunächst  dasjenige  von  vier  Brechungen  an.  Ein  solches  Linsen- 
system lässt  sich  in  der  Anwendung  auf  zwei  wesentlich  verschie- 
dene Arten  ausführen.  Man  kann  es  erstens  aus  zwei  von  einander  ab- 
gesonderten Linsen  zusammensetzen ,  deren  vier  Oberflächen  Halb- 
messer von  verschiedener  Grösse  und  Lage  haben;  man  kann  es 
aber  zweitens  auch  durch  Zuziehung  von  drei  Linsen  bilden,  bei 
denen  der  zweite  Halbmesser  der  ersten  und  der  erste  der  zwei- 
ten Linse,  sowie  der  zweite  Halbmesser  der  letzteren  und  der  erste 
der  dritten  Linse,  einander  gleich  und  von  gleicher  Lage  sind.  Man 
bringt  diese  Linsen  so  nahe  an  einander,  dass  die  beiden  Zwischen- 
räume   für  Null  erachtet  werden  können. 

Zur  ersten  Gattung  dieser  beiden  Linsensysteme  gehören  die 
seit  lange  im  Gebrauch  befindlichen  achromatischen  Fernrohrobjective, 
die  von  verschiedenen  Künstlern  verschieden  conslruirt  worden  sind. 
Gauss  hat  schon  vor  vielen  Jahren  gezeigt,  dass  man  in  einem  sol- 
chen Objectiv  zwei  Lichtstrahlen  von  verschiedenen  Brechungsver- 
hältnissen, sowohl  in  Bezug  auf  die  Gentralstrablen,  wie  in  Bezug  auf 
die  Randstrahlen,  vollständig  mit  einander  vereinigen  kann,  eine  Auf- 
gabe, deren  Lösung  vorher  für  unmöglich  gehalten  worden  war.  -  Seine 
Construction  ist  indessen  nicht  zur  allgemeinen  Anwendung  gelangt, 
was  vielleicht  dem  Umstände  zuzuschreiben  ist,  dass  sie  auf  Linsenober- 
flächen von  sehr  grossen  Krümmungen  führt.  Auch  ist  es  in  der  That 
nicht  unumgänglich  nothwendig,  die  Randstrahlen  zweier  verschie- 
denen Farben  strenge  mit  einander  zu  vereinigen,  da,  wie  man  im 
vor.  Abschnitte  gesehen  hat,  sich  ohnehin  Objective,  die  sehr  kleine 
Abweichungen  zeigen,  herstellen  lassen :  Objective,  deren  Linsen  weit 
geringere  Krümmungen  haben,  als  jene. 

Es  soll  hier  diese  Gattung  von  Linsensystemen  nicht  weiter 
untersucht,   dagegen  die  oben  genannte  zweite  Gattung  von  Linsen- 
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Systemen  von  vier  Brechungen  vorgenommen  werden.  Zunächst 
werden  wir  untersuchen,  ob  in  diesen  sich  auch  zwei  Lichtstrahlen 
von  verschiedenen  Brechungsverhältnissen,  sowohl  für  die  Central- 
strahlen  wie  für  die  Randstrahlen,  mit  einander  vereinigen  lassen. 
Die  Möglichkeit  dazu  kann  im  Voraus  nicht  in  Abrede  gestellt  wer- 
den, da  die  Aufgabe  auf  vier  Gleichungen  fuhrt,  und  die  vier  Halb- 
messer der  Linsenoberflächen  eben  so  viele  Unbekannte  darbieten. 
Es  handelt  sich  blos  darum,  ob  die  Gleichung  des  vierten  Grades, 
auf  die  man  schliesslich  hingeführt  wird,  bei  den  Brechungs-  und 
Zerstreuungsverhältnissen,  welche  die  bekannten  Glasarten  besitzen, 
reelle  Wurzeln  hat  oder  nicht. 

47. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  erste  und  die  dritte  Linse  aus  der- 
selben, die  zweite  hingegen  aus  einer  anderen  Glasart  bestehe,  und 
wenden,  wo  nicht  ausdrücklich  eine  Abweichung  angegeben  wird, 
dieselben  Bezeichnungen  an,  «wie  im  Vorhergehenden,  so  erhalten 
wir  für  den  einen  Lichtstrahl  die  folgenden  Gleichungen: 

n    =  \ 

ti  =  iV,  oder  =s=  jtf,    oder  =  m 

n   =  N\  oder  =  M\  oder  =  rd 

iT'ss  iV,    oder  es  J#,    oder  =  m 

nr=*  1 

#*'=  n  +  (tf— 1)11 
iVV=  Ntt,+  (iV'-iV)fi' 
Nn"=  N'n„—  {N!—N)R" 

*"=  iv»w  —  (iv-i)jr 

TT,  =  n    +  n   a 
jt„  =  n  -H  7F    a 

in    -  1*1*1  jtn 

n„,=  n   -f-  n     a 
Für   den  zweiten  Lichtstrahl   ergeben  sich  ähnliche  Gleichungen,   in 
denen  M  statt  iV,  und  M'  statt  N'  zu""setzen  sind. 

48. 

Die  eben  aufgestellten  Gleichungen  geben  leicht,  nachdem  man 

R  —  fl"=  %J 
li'  —  li"  =  %J' 

50* 
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gesetzt  hat, 

nn—  n  =  2  {N—\)  [J—J')  4-  2  (iV'-~ 1)  J'  +  A' 

und  wenn  die  angedeutete  Veränderung  vorgenommen  wird, 

7i™—  «  =  2  [M—  \){J—  J')  •+•  2  (Jf  —  1)  ^/'  +  B' 
wo 

4'  =  AV2  d  ■+■  IVV2  d'  -t-  Nn  " 2  d" 

B'  =  Mu'2d  +  JtfV2d'+  Mjj'"2<T 

• 

sind.  Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  (a)  und  (a*)  des 
Art.  21,  so  findet  man,  dass  sie  mit  den  letzteren  bis  auf  die  kleinen 
Unterschiede,  dass  hier  J  —  J'  statt  J  vorkommt,  und  Ä  und  B' 
jode  Ein  Glied  mehr  haben  als  A  und  Ä,  identisch  sind.  Die  dort 
gegebene  Auflösung  kann  also  auch  hier,  mit  Berücksichtigung^ 
dieser  kleinen  Unterschiede,  angewandt  werden. 
Setzt  man  nemlich 


/  =  |(/r-M')>   r  =  4-(/r_A') 


M-N  *  M'-N 


m-4  '  ro'-4 

so  werden  * 

J  ~  /J  +  T^- n)  (*'_*Km-4)   ~  T*(*'-*Wm-4 


l 


rttt 


){ro-4)           2      (*'-*)  (m-4)     ^    (*'— j)(»— I) 
jt 4  /    ,v_     \  g  .       4    t  g  V 

49. 
Die  zwei   anderen,  hier  zu  erfüllenden  Gleichungen  haben  beide 
ursprünglich  die  Form 

0  =  L+L  +  I"  +  L"+  2,VdL  +  2*"**' (/,+£)  —  2tt 'd '£ 

und  unterscheiden  sich  von  einander  nur  dadurch,  dass  in  der  einen 
N  und  iV',  in  der  anderen  3/  und  AT  zu  substituiren  sind ;  wir  brau- 
chen aus  diesem  Grunde  nur  die  Eine  derselben  zu  entwickeln,  und 
werden  dazu  die  von  N  und  N'  abhängende  wählen. 

50. 

Die  Ausdrücke  der  verschiedenen  L,  welche  wir  bei  der  folgen- 
den Entwickelung  benutzen  werden,  finden  sich  unter  (5)  und  (6) 
des  Art.  8,  und  zwar  soll  für  L  und  L"  der  Ausdruck  (5),  sowie  für 
£  und  L '  der  Ausdruck  (6)  den  Entwickelungen  zu  Grunde  gelegt 
werden.     Wir  bekommen  demzufolge 
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L'  =  -  ^^l\N'(R"-rr„Y~-N7r„(R"-7T„)i\ 

L'=    —    ^  j  [R"—  7T>V)3 iVjTIV(i?'" ff^)2) 

Die   Reduction   der  Summe  L  +  L"  ist  leicht  zu  bewirken.      Setzt 

man 

2*  =  (it-jr)  ■+■  (#"—  n") 

20  =  {R— »)  -  (Äw—  ff,v) 

:=  2z/ -I-   (ff,v— ff) 

woraus 

R"  —  ff"v=  s  —  P 

folgen,   so  bekommt  man   ohne   Muhe   aus   den   vorstehenden  Aus- 
drücken : 

L  +£"=  ^r  \(6D+N{if— rr))*1  —  2N{n"+it)D8+2D3-t-N(n'*-7T)U 

wo  «  die  einzige  Unbekannte  ist. 

Die   Summe  L  •+-  L"  lässt  sich   auf  gleiche  Weise    behandeln. 

Setzt  man  hier 

8/  =  (Ä'-ff")  +  (/r-ff„) 

20  =  (ß'-ff„)  -  (JT-ff„) 

s=  2  z/'  +  (ff„ —  ff") 

=  2^/'  +  ff"2d' 
woraus 

Ä'—  /=sj'+fl' 

Ä"-  ff„  =g'-D' 
folgen,  so  erhalt  man  eben  so  wie  oben: 

B+  I"=  ^^!j(6iV'JD'+iV(ff„-ff"))^--2iV(ff„-i-ff'')i)y+ 

+  2N'Dri+N{7i„—n")D'*\ 

in  welchem  Ausdruck  aber  ausser  g   noch  die  Unbekannte  (ff„+ff") 
vorkommt,  und  daher  eine  weitere  Reduction  erforderlich  ist. 

51. 

Die  Gleichungen  des  Art.  47  geben 

flVa.  ff  +  (N—i)R+  (AT— N)R'+N7t'2d 
iV'ff„=  ff«Y+  (iV— 1)fi'"-i-  {N'-N)R"—N7r""ld" 
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folglich  wird 

N'{n„+n")  =  7tlv+7t  +  (N—  1)  (R+R")  -^JV'-A1)  [R'+R") 

+  Nn'*d  —  Nn^d" 
Führen  wir  jetzt  die  Substitution 

2s'  =  (JT—  ri")  +  (R"—  7f) 
ein,   und  benutzen  ausserdem  die   schon   oben   angewandte  Substi- 
tution 

2$==  (R—n)  +  (/T—  <) 

so  verwandelt  man  die  vorstehende  Gleichung  leicht  in 

7F„-*-  TT    =3   (tf  +7TJ  ■+-  2  -j^-S-f-2— j^—  *  +  jj[nAd<—n    Ad  ) 

Die    Gleichung    des    vor.   Art.,  durch  welche  g'  eingeführt    wurde, 

giebt  aber 

2g'  =  2s  +  (^IV+  n)  —  (»„+  *") 

und  in  Verbindung  mit  der  vorhergehenden: 

0  = jyr«  +  F*  """  ip  V*  d  —  n     d  ) 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man 

-  Ä  ( (^' -  2.V)  i  +  2  (iV- 1 ) «  +  ±  IV'  («"+  *r) )  {n^d—n'^d") 

womit  der  zu  Ende  des  vor.  Art.  erhaltene  Ausdruck  von  L  +  L' 
Obergeht  in: 

— j  4iV(IV—  \)  (N' + N)  D' +  N*  (N- 1 )  n'n  d'  }*'* 

+  (#_  1 ) » (3IV' +  2iVW  +  £  (tf— 1 )  V'1  </' J  ä3 

— 1#  *  ^ '*>'(*"+  »)  +  22V%/V'-|-iV)  D'  {nH—^d")  j  s' 

■+•  \NN'(N—  \  )D'{7T+  n)  +  N{N—\ )  (3iV'+  %N)D'{a'2d—n"*d")\t 

iV'Jß'3  +  ±NN'2D'2n"id'+  ±N*N'D'{n"'+7t){n'3d—n"2d")  )} 

52. 

Hiemit  ist  die  Gleichung  des  Art.  49  so  weit  entwickelt,  als 
erforderlich  ist;  führt  man  die  Substitutionen  aus,  und  setzt 


L'  +  L"=2JV'-Ar 
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«AT 
N/W        •  w»7'    .     »T\/*T»  »n  n.   .     AP 


6  m*  i§i{N^-i){N'+N){N'—N)D'+^{N—i){N'—N)nnld 
c  «  (£rü!(3iV+2iV)(iV'— iV)0'+3(IV-1)Z) 


-J(iV-l)  (*■*-«)  +  £  (IV-l)'(iV'-  #)*"»<*' 


f  =  iV(iV—  l)(iV'—  tf)D' (*■*+*)  — N{N-i)D(7ev+n)' 

+  £(JV_1)  (3iV'+  2iV)(iV '-  N)D' {ri2  d— 7t  "*d") 

g  =  iV'2(iV~iV)D's  +  (iV—  1)D*+£(JV—  1)D2(tt,v—  »)  +  C 
wo  zur  Abkürzung 

C=  ^'(iV'-iV)0'V'2d'+  -(#'—  iV)l>Vv+")K2rf— ri"H") 

+  iVVJM  +  tf  V(L+£)  d'—  2W"L'"d" 

geschrieben  worden  ist,  dann  wird  die  eine  Endgleichung 

0  =  as 2 —  bs's  +  es2 —  es  +  fs  +  g 

Hier  dürfen  s  und  s  als  die  einzigen  Unbekannten  betrachtet  werden , 
da  die  Glieder,;  welche  mit  d,  d\  d"  multiplicirt  sind,  auf  die 
nemliche  Art  berücksichtigt  werden  können,  wie  im  vor.  Abschnitte 
gezeigt  worden  ist.  Die  zweite  Endgleichung  bekommt  man  dadurch, 
dass  man  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  allenthalben  M  statt  JV, 
und  M'  statt  N'  schreibt.  Bezeichnet  man  die  durch  diese  Ver- 
wandlung entstehenden  Coefficienten  mit  den  gleichen,  aber  mit  einem 
Striche  versehenen  Buchstaben,  so  dass 

a'«f  {M'+2M){M'-M)D'+£,{M'-M)n''2d' 

etc.  etc. 

werden,  so  entsteht  die  folgende  zweite  Endgleichung 

0  =  dP—  b's's  -h  d#—  es-h  f's  +  g 
Hat  man  aus  diesen  beiden  Endgleichungen  8  und  s'  bestimmt, 
welche  Bestimmung   auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  des  vierten 
Grades  führt,  so  ergeben  sich 

R     SS  S+D  +  TT 

R'-ss—D  +  tT 

R''=8'+J'+T{ir+n) 

R"=8'-J'+l{7ir+n) 
womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 
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53. 
Die  Frage,  ob  das  im  Vorhergehenden  entwickelte  Linsensystem 
einer  Anwendung  fähig  ist  oder  nicht,  wird  am  einfachsten  durch 
die  Berechnung  eines  Beispiels  entschieden,  und  es  soll  daher  mit 
Anwendung  der  im  vor.  Abschnitt  angewandten  Brechungs-  und  Zer- 
streuungsverhällnisse  ein  Fernrohrobjectiv  nach  den  eben  entwickel- 
ten Formeln  berechnet  werden.  Zuerst  soll  angenommen  werden, 
dass  die  beiden  äusseren  Linsen  von  Flintglas  und  die  mittlere  von 
Kronglas  sei.     Zufolge  des  Art.  27  sind  daher  unsere  Daten 

N=  1.61800 

N'=  1.51870 

M=  1.66024 

M'=  1.53956 
und  ausserdem  sind  n  =  0,  nlv  =  1.      Die   Werthe   von  J  und  J1 
brauchen  hier  nicht  von  Neuem  berechnet  zu  werden,  da  man  leicht 
einsehen  wird,   dass   sie   unmittelbar   aus   dem  Art.  27   entnommen 
werden  können.     Für  die  erste  Annäherung  werden  hier 

J  —  Jf—  —  1.1564, 
und  folglich 

D  =  +  1.6853, 
Die  obigen  Daten  liefern  lerner 


J* 

= 

+ 

2.3417 

1.1853 

D' 

= 

+ 

23417 

M' 

—  M 

32; 

_ 

0.12068 

M' 

+  M 

^= 

+ 

3.1998 

M 

-I-2M 

«= 

4.8600 

SM' 

+%M 

5^™ 

7.9391 

jV'_  N  =  —  0.09930, 

N+  iV=  +  3.1367, 

JV'+2iV=        4.7547, 
3iV'+2iV=        7.7921, 
und    hieraus   ergeben   sich   durch    eine   kurze  Rechnung  die   beiden 
Endgleichungen,  die,  nachdem  mit  den  Coefücienten  von  s2  dividirt 
worden  ist,  die  folgenden  sind: 

0  =  s 2—  1.0076*'*  —  1.6616*2— 0.3193*  +  1.0059*  —  0.7554 
0  =  s'2—  1.0474**  — 1.3223*2— 0.3168*'+0.8775*  —  0.4257 

Aus  dem  Unterschiede  dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man 

,  _  8.524s2—  3.22S*+8.282 
8  S— 0.0628 

womit  *'  vollständig    aus    einer    derselben    eliminirt   werden    inuss. 
Man  gelangt  dadurch  zu   einer  Gleichung  des  vierten  Grades  in  s, 
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welche  zur  Bestimmung  dieser  Unbekannten  dient.  Hat  man  hierait 
die  Werthe  von  8  erhalten,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  des 
ersten  Grades  in  s  zu  jedem  Werthe  von  s  den  entsprechenden 
Werth  von  s.  Es  ist  aber  im  gegenwärtigen  Falle  überflüssig  die 
genannte  Elimination  auszuführen,  da  der  Ueberblick  schon  lehrt, 
dass  alle  vier  Wurzeln  der  genannten  biquadratischen  Gleichung  ima- 
ginär werden.  Es  lässt  sich  also,  wenigstens  mit  den  der  obigen  Rech- 
nung zu  Grunde  gelegten  Daten,  kein  Objectiv  von  der  angenommenen 
Form  construiren,  welches  sowohl  die  RandT  wie  die  Centralstrah- 
len  zweier  verschiedenen  Farben  mit  einander  vereinigt.  Man  darf 
auch  nicht  hoffen,  diese  Vereinigungen  durch  Anwendung  anderer 
Glasarten  zu  Wege  bringen  zu  können,  da  die  dem  Beispiel  zu  Grunde 
gelegten  zu  denjenigen  gehören,  welche  in  ihren  Brechungs-  und 
Zerstreuungsverhältnissen  die  grössten  Verschiedenheiten  von  einan- 
der darbieten,  die  man  kennt,  und  die  Anwendung  von  Glasarten 
mit  geringeren  Verschiedenheiten  auf  Endgleiehungen  hinführen  muss, 
deren  Coefficienten  noch  geringere  Verschiedenheiten  von  einander 
darbieten,  als  die  obigen. 


54. 

Obgleich  sich  voraussehen  lässt,  dass  die  Verwechselung  der 
beiden  Glasarten  mit  einander  ein  ahnliches  Resultat  herbeiführen 
wird,  als  das  eben  erhaltene,  so  will  ich  doch  nicht  unterlassen,  die 
betreffenden  Zahlenwerthe  hier  anzusetzen.  Es  wird  also  jetzt  an- 
genommen, dass  die  beiden  äusseren  Linsen  aus  Kronglas  und  die 
mittlere  aus  Flintglas  bestehen,  wodurch  mit  Beibehaltung  derselben 
Glasarten  wie  oben  sich  die  folgenden  Daten  ergeben : 

N  =  4.51870 

N'  =  1.61800 

M  =  1.53956 

M  —  1.66024 
Da  wir  nun 

J—J'=  +  2.3417,     J'—  —  1.1564 
bekommen  müssen,  so  werden 

D  =  +  1.6853,     ü  —  —  1.1564 
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und  da  aus  den  jetzigen  Daten 

2V—  N  =  +  0.09930, 

i/'— if  s=  +  0.12068 

N'+N  a        3.1367, 

M'+M  es        3.1998 

N'+2N  =       4.6534, 

Af  +2Jf  b        4.7394 

3iV'-|-2iV=        7.8914, 

33f  -t-2Af  =        8.0599 

[58 


folgen,  so  erhalten  wir  die  beiden  Endgleichungen: 

0  =  *''— 0.92050*'*  —  3.76059  s2—  0.34755«'+  1.86087*—  4.19871 
0  =  *2—  0.94639*'*  —  3.1 1985*2— 0.35030*'+ 1.60533*  —  3.43965 

nebst 

,_  24.75*2—9.8734.39.32 
5-H0.1062 

*)  Der  Leberblick  zeigt  auch  hier  sogleich/  dass  man  auf  lauter  imagi- 
näre Werthe  der  Unbekannten  *  und  *'  kommen9  muss,  folglich  das 
Objectiv  wieder  unmöglich  wird. 

55. 
Obgleich,  wie  man  im  Vorhergehenden  gesehen  hat,  ein  Ob- 
jectiv von  der  in  Rede  stehenden  Form,  in  welchem  die  Central- 
und  die  Randstrahlen  von  zwei  verschiedenen  Farben  mit  einander 
vereinigt  werden,  nicht  hergestellt  werden  kann,  so  lässt  sich  doch 
ein  solches  Objectiv,  in  welchem  die  Randstrahlen  mittlerer  Bre- 
chung mit  den  Centralstrahlen  vereinigt  werden,  ausführen.  Diess  soll 
jetzt  gezeigt  werden.  Da  wir  unter  der  letztgenannten  Bedingung 
nur  drei  Gleichungen  zu  erfüllen  haben,  während  die  Form  unseres 
Objectivs  uns  vier  Unbekannte  darbietet,  und  folglich  eine  beliebige 
vierte  Gleichung  den  drei  übrigen  hinzugefügt  werden  kann,  so  lässt 
die  gegenwärtige  Aufgabe  eine  grosse  Anzahl  von  Auflösungen  zu; 
strenge  genommen  eine  unendlich  grosse  Anzahl,  wenn  nicht  ange- 
nommen werden  dürfte,  dass  eine  Anzahl  der  Auflösungen  wieder 
auf  imaginäre  Werthe  der  Unbekannten  hinführen  würde. 

56. 
Es  soll  die  Auflösung  der  im  vor.  Art.  ausgesprochenen  Auf- 
gabe hier  nur  auf  eine  einzige  Art,  und   zwar  mit  Hinzufügung  der 
Bedingung,   dass  die  Halbmesser  der   beiden   äusseren  Linsenober- 

*)  Hr.  v.  Glasenapp   hat  die   Güte  gehabt,    die   obigen  numerischen  Rech* 
nungen  auszuführen. 
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flächen   einander   gleich    sein,    aber    entgegengesetzte  Lage    haben 

sollen,  durchgeführt  werden.    Zufolge  dieser  Bedingung  erhalten  wir 

die  Gleichung 

R  +  R  '"=  0 

aus  welcher  in  Verbindung  mit  der  überhaupt  geltenden  Gleichung 

R  —  R"=2J 

hervorgeht,  dass 

r  =  j,   /r=s  —  j 

folglich  bekannte  Grössen  sind.  Aus  derselben  Gleichung  geht  feiner 
hervor,  dass  die  im  Art.  50  eingeführte  Grösse  s  den  Ausdruck 

annimmt.  Es  zeigt  sich  hiemit,  dass  auch  die  Summe  L  +  I?'  eine 
bekannte  Grösse  wird,  welche,  wenn  man  wieder  die  mittleren 
Brechungsverhaltnisse  der  beiden  anzuwendenden  Glasarten  mit  m 
und  tri  bezeichnet,  folgenden  Werth  annimmt: 

L+  L'=  ^\Wz+mD*(^-n)  +  (m+{)Di7r+n)2  + 

wie  aus  dem  im  Art.  50  erhaltenen  Ausdruck  dieses  Aggregats  un- 
mittelbar hervorgeht. 

57. 

Um  den  Werth  von  E  •+•  L"  zu  erhalten ,  wenden  wir  uns  an 
den  dafür  im  Art.  50  gefundenen  Ausdruck,  in  welchen  wir  nicht 
nur  die  mittleren  Brechungsverhältnisse,  sondern  auch 

k  sss  mg 
einfuhren.     Es  wird  hiemit  zunächst 

+  2ro'2D'3+  mm'D'\n„—  n)  J 
Sei  nun 

/r-h/r=2(j 

dann  erhält  man  aus  der  Gleichung  des  Art.  50  für  g 

%ni  a  =  2fc-f-m'(flr„-l-7r") 
und  aus  dem  Art.  51 

m'(n„+n")  =  i?*+n  +  %(n!--m)o+m(ri*d  —  ri''ttd't)  .  .  .  (a) 

Die  Elimination  von  <r  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  giebt 

m(^+0«2^fe+(^v+7r)+m^'V-7r''V')  .  .  .   (6) 
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wodurch  der  obige  Ausdruck  für  £-t-  L"  in  den  folgenden  ver- 
wandelt wird,  in  welchem  k  als  die  einzige  Unbekannte  betrachtet 
werden  kann:  r 

Xt        wff         fW'*""m(/a  *w'+ 2m  rw    _     m  /  "\\l2 

—2(D'(7i**+7t)+mD\7i'2d~n''2d''))k+^ 
Die  Gleichungen  (a)  und  (6)  geben  ausserdem  durch  die  Elimination 


von  n„  -H  n" 


A4-4(7T    H-7r)  4    /    fj   i  '"2  J"\ 

a  s-    ^ L  -4.  ---(jF*d— 7F    ^d  ) 

m  2 x  7 

womit  die  Aufgabe  schon  gelöst   ist,  da  man  vermöge  der  Bedeu- 
tung von  o  und  J'  sogleich 


rr 


erhält. 


58. 
Setzt  man  zur  Abkürzung: 

6  =  (m'—»)D' (»"+»)  +»(»'—  ro)ö>'ld— *""<*") 

+  (»— 1 )  (m + 1)  D{if+nf  +  "  {m— i )  (*•"—  n)  {if+nf+  C 
wo 
C  =  rom'(m'—  ro)D'V'ld'+2roVLd-i-2»nV'(L+£)d'— a»V£"<f 

und  wie  in  der  nächst  vorhergehenden  Aufgabe 

D'=  J'+±n"d' 

sind,  so  wird  die  Endgleichung 

0  =  aft2  — 2fefc  +  c 

Nachdem    man    hieraus    die    beiden    Werthe    von  k  gefunden    hat, 
berechnet  man  für  jeden  derselben 

während  stets 

R  ==  J,  R'"=  -  ^/ 
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sind.     In  der  ersten  Annäherung  werden  wieder  hier  wie  oben  die 
Glieder,  welche  von  den  Linsendicken  abhängen,  weggelassen. 


% 


59. 

Um  zu  zeigen,  dass  hieraus  reelle  Objective  entstehen,  wollen 
wir  wieder  den  einfachsten  Weg  einschlagen,  und  ein  Beispiel  be- 
rechnen. Der  Kürze  wegen  soll  von  diesem  Beispiel  jedoch  nur 
die  erste  Annäherung  angegeben  werden,  da  jeder,  der  die  ge- 
naueren Werthe  der  Halbmesser  kennen  lernen  will,  leicht  selbst  die 
zweite,  und  wo  nöthig  die  dritte  Annäherung  hinzufügen  kann.  Es 
sollen  wieder  dieselben  Daten  angewandt  werden,  welche  oben  be- 
nutzt wurden,  und  das  Beispiel  auch  für  die  beiden  Annahmen  über 
die  Lage  der  zwei  Glasarten  ausgeführt  werden. 

Legt  man  zuerst  die  Kronglaslinse  in  die  Mitte,  so  bekommt 
man,    gleichwie    im  Art.  53, 

z/=  +  1.1853,     z/'=*  -1-2.3417 
D  =  +  1.6853,     U  =  «+•  2.3417 
und  für  die  Berechnung  der  Endgleichung  sind 

m  =  1.6391 
m'=  1.5291 
zu  setzen.     Nachdem  mit  dem  Coefficienten   von  k2  dividirt  worden 
ist,  erhält  man 

0  ss  k2  —  2(9.2016)  k  —  (0.5778) 
Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

k  =  +  2.111      und     fc=  — 1.793 
woraus 

a=  +  1.593      und      a  =  —  0.789 

ii'=  +  3.935  R'  =  +  1.553 

Ä"=  —  0.749  R"=  —  3.131 

folgen.     Wir  haben   hier   also  wieder  zwei   verschiedene  Objective 
erhalten,  in  welchen  beiden 

R  =  +  1.185 

/r=s  —  1.185 
sind.    Die  Kronglaslinse  ist  in  beiden  biconvex,  und  sämmtliche  Flint- 
glaslinsen   sind   Menisken;    die  inneren   Halbmesser   sind    bedeutend 
von  einander  verschieden. 
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60. 

Legen  wir  jetzt  die  Flintglaslinse  in  die  Mitte,  so  erhalten  wir 

zunächst,  gleichwie  im  Art.  54, 

J  =  +  1.1853,     z/'«5  —  1.1564 

D  =  +  1.6853,     D'=  —  1.1564 

und  die  Daten  zur  Berechnung  der  Endgleichung  sind  jetzt 

ro  =  1.5291 

m'=  1.6391 
aus  welchen 

0  =  tf—  2(9.2417)4—  (1.1078) 

hervorgeht.     Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind 

k  =  +  3.758      und     k  =  —  3.410 
woraus 

os  +  2.785     und      a  *b  —  1.903 

j*'=  +  1.629  R'=*  —  3.059 

Ä'=*  +  3.941  ü"*  —  0.747 

folgen,  zu  welchen  Werthen  wieder 

Ä   =  +  1.185 

/*"=:  —  1.185 
gehören.     Im  ersten  dieser  beiden  Objective  sind  die  zwei    ersten 
Linsen  Menisken,  die  dritte  biconvex,  im  zweiten  Objectiv  hingegen 
ist   die   erste  Linse  biconvex    und  die  zweite   und  dritte  Menisken; 
die  inneren  Halbmesser  sind  wieder  sehr  von  einander  verschieden. 


61. 

Als  Einleitung  zur  folgenden  Aufgabe  soll  noch  untersucht  wer- 
den, ob  dasselbe  Linsensystem,  welches  uns  im  Vorhergehenden  be- 
schäftigt hat,  mit  Beibehaltung  der  zuletzt  eingeführten  Bedingung 
reell  wird,  wenn  man  statt  der  beiden  äusseren  Halbmesser  die 
beiden  inneren  einander  gleich  und  entgegengesetzt  liegend  annimmt. 
Um  ganz  kurz  verfahren  zu  können,  sollen  hiebei  die  Linsendicken, 
die  wieder  als  sehr  klein  angenommen  werden,  ganz  ausser  Berück- 
sichtigung bleiben. 

Da  unter  der  gegenwärtigen  Annahme 

fl'H-  R"  =  a=  0 
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ist,  so  wird 

und  der  im  Art.  57  für  L  +  L"  erhaltene  Ausdruck  geht  über  in 

and  ist  völlig  bekannt.     Der  Ausdruck  des  Art.  50  für  L  •+•  L"  kann 
mit  der  blossen  Veränderung  von  N  in  m  angewandt  werden.    Setzt 
man  daher  hier 
ö=  (m— i)(ßD+m{<nr-.  n)) 

b  =  m{m— \)D{i^^n) 

c  =  2(iw— i)&+m{m—  1)fl2(7rlv— rc)+2m'2(m'—  m)D* 

so  wird  die  Endgleichung 

0  =  as2 — %bs  +  c 

Wendet  man  diese  Auflösung  auf  die  vorhergehenden  Daten  an, 
so  erhält  man,  wenn  die  Kronglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  wird, 

0  =  *2—  2(9.3707)*+  (9.4071) 

und  wenn  die  Flintglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  wird 

0  =  *2—  2(9.3450)*  +  (9.9983) 

Die  Wurzeln   dieser  beiden  Gleichungen   sind  imaginär,  und  folglich 
ist  es  unmöglich,  ein  solches  Objectiv  herzustellen. 


62. 

Aus  dem  Vorhergehenden  giebt  sich  zu  erkennen,  dass,  obschon 
sich  ein  Objectiv  von  vier  Brechungen  und  der  hier  in  Rede  stehen- 
den Form,  welches  zwei  Randstrahlen  von  verschiedener  Brechung 
mit  den  Centralstrahlen  vereinigt,  nicht  herstellen  lässt,  man  doch 
ein  Objectiv  dieser  Form  herrichten  kann,  in  dem  die  Rand- 
strahlen mittlerer  Brechung  mit  den  Centralstrahlen  vereinigt  werden, 
mit  anderen  Worten,  ein' Objectiv,  welches  denselben  Bedingungen 
genügt,  wie  das  im  vor.  Abschnitte  berechnete.  Im  gegenwärtigen 
Falle  kann  ein  solches  Objectiv  auf  verschiedene  Arten  construirt 
werden,  da  eine  Bedingung  willkührlich  bleibt.  Es  ist  gezeigt  wor- 
den, dass  das  Objectiv  möglich  wird,  wenn  man  annimmt,  dass  die 
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äusseren  Halbmesser  einander  gleich  sind,  und  entgegengesetzte  Lage 
haben,  und  man  würde  auch  unter  dieser  oder  jener  anderen  Be- 
dingung ein  solches  herstellen  können,  aber  unter  jeder  Bedingung 
ist  es  nicht  möglich.  Diess  zeigt  der  zuletzt  betrachtete  Fall.  Unter 
der  Annahme,  dass  die  beiden  inneren  Halbmesser  einander  gleich 
seien  und  entgegengesetzt  liegen,  ist  das  Objectiv  unmöglich,  und 
noch  andere  solche  Fälle  würden  sich  herbeiführen  lassen. 

Alle  diese  Untersuchungen  sind  unter  der  Voraussetzung  ange- 
stellt, dass  die  Linsendicken  so  kleine  Grössen  seien,  dass  man  mit 
der  Berücksichtigung  der  ersten  Potenzen  derselben  ausreicht;  es 
lässt  sich  daher  die  Frage  aufwerfen,  welche  Resultate  durch  ein 
Linsensystem  von  der  hier  in  Rede  stehenden  Form  erreicht  werden 
können,  wenn  man  annimmt,  dass  wenigstens  Eine  der  Linsendicken 
so  gross  ist,  dass  man  sie  strenge  berücksichtigen  muss.  Zur  Er- 
örterung dieser  Frage  soll  das  Folgende  einen  Beitrag  liefern. 


63. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Dicke  der  mittleren  Linse  so 
gross  sei,  dass  sie  strenge  berücksichtigt  werden  muss,  und  über- 
gehen wir  hiebei,  der  Kürze  wegen,  die  Dicken  der  beiden  äusseren 
Linsen,  die  als  sehr  klein  angenommen  werden  sollen.  Diese  Ueber- 
gehung  ist  zwar  durchaus  nicht  nothwendig,  da  die  genannten  Linsen- 
dicken  hier  eben  so  berücksichtigt  werden  könnten,  wie  bei  den  im 
Vorhergehenden  gelösten  Aufgaben;  ich  werde  sie  blos  der  kürzeren 
Darstellung  wegen  einfuhren,  und  dem  Leser  die  leichte  Ergänzung 
überlassen. 

Wenden  wir  uns  zur  Gleichung  des  Art.  17,  die  für  sechs 
Brechungen  ausgeschrieben  ist,  und  entfernen  vor  Allem  daraus  die 
zwei  Brechungen,  die  der  dort  angenommenen  grossen  Entfernung 
zwischen  der  dritten  und  vierten  brechenden  Oberfläche  zunächst 
liegen ;  wir  eignen  dadurch  diese  Gleichung  dem  jetzt  in  Rede  stehen- 
den Falle  zu.  Betrachten  wir  hierauf  zunächst  nur  den  von  fc'" 
unabhängigen  Theil  dieser  Gleichung,  welcher,  gleichwie  in  den  an- 
deren oben  behandelten  Fällen,  für  sich  gleich  Null  werden  muss. 
Substituiren  wir  hier  die  im  Art.  47  angegebenen,  unserer  Aufgabe  zu- 
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kommenden    Brechungs Verhältnisse,    und   wenden   die  mittleren  der- 

« 

selben  an,  berücksichtigen  auch  die  Gleichungen 

R  —  Ä'"=  %J,     R—  R"=  %J' 
so  bekommen  wir 

tT—  n  =  2(m—  \){J—  J)  4-  2(m'—  i)  J'+m'n,,*''*  ...  (a) 
wo  d'  die  grosse  Dicke  der  mittleren  Linse  bezeichnet 

Betrachten  wir  unter  denselben  Voraussetzungen  den  mit  k"'  mul- 
tiplicirten  Theil  der  angezogenen  Gleichung,  so  wird  dieser,  wenn 
wir  zur  Abkürzung 

X  =  4  -+■  n„  d' 

setzen: 

0  =  (L+L)k2  +  L'+L" (6) 

Diese   Gleichungen  (a)  und  (b)  sind    der  weiteren   Entwickelung  zu 
unterwerfen. 


64. 

Wendet  man  die  Gleichung  (a)  auf  zwei  verschiedene  Licht- 
strahlen des  Sonnenspec t rums  an,  mit  anderen  Worten,  schreibt  man 
erst  N  und  N\  und  darauf  M  und  M'  statt  ro  und  tri  darin,  so  ent- 
stehen -  zwei  Gleichungen ,  welche  gleichwie  vorher  die  Bedingung 
des  Achromatisimis  der  Gentralstrahlen  bilden.  Die  Gleichung  (6)  dient 
hierauf  mit  Anwendung  von  m  und  m',  um  die  Randstrahlen  mittlerer 
Brechung  mit  den  Gentralstrahlen  zu  vereinigen.  Diese  Umstände 
sind  die  nemlichen  wie  in  den  vorhergehenden  Aufgaben,  nur  müssen 
hier,  der  grossen  Linsendicke  d'  wegen,  die  erhaltenen  Gleichungen  an- 
ders behandelt  werden,  als  in  den  vorhergehenden  Aufgaben.  Da  die 
vier  Halbmesser  der  Linsenflächen,  nebst  d\  fünf  verfügbare  Grössen 
ausmachen,  während  nur  drei  Gleichungen  zu  erfüllen  sind,  so  kann 
man  zwei  willkührliche  Bedingungen  einführen,  und  diese  sollen 
darin  bestehen,  dass  wir  sowohl  die  beiden  äusseren,  wie  die  bei- 
den inneren  Halbmesser,  jedes  Paar  für  sich,  einander  gleich  aber 
entgegengesetzt  liegend  annehmen.  Diese  beiden  Bedingungen  wer- 
den durch  die  Gleichungen 

ä  +  /r=  o,      ä'+  /r=  o 

ausgedrückt,  welche  in  Verbindung  mit 

R  —  R"  =  ij,      R'  —  R"  =  %r 

Abhandl.  d.  K.  8.  Gesell. «eh.  d.  Wisse  nreb.  XV.  51 
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die  Werthe 


geben. 


R   =        z/,     Ä'=        z/' 
Ä"=  —  Jy     R  "=  —  2/ 


65. 
Die  Gleichung  (a)  bleibt  nach  der  Einführung  der  beiden  eben 
genannten  Bedingungen  dieselbe,  aber  sie  lässt  sich  in  zwei  Glei- 
chungen zerlegen,  die  dazu  angewandt  werden  können,  um  derselben 
eine  andere  äussere  Form  zu  geben.  Aus  den  im  Art.  47  aufgestellten 
Relationen  zwischen  den  Reciproken  der  Vereinigungsweiten  erhalten 
wir  jetzt,  wenn  wir  die  mittleren  Brechungs Verhältnisse  anwenden, 
und  wie  oben  die  Linsendicken  d  und  d"  Übergehen,  die  Ausdrucke 

nin„  =  —  (w—  \){J—  J')  —  {tri—*)J'+nr' 
deren   Unterschied,    wie   man    leicht  findet,   mit   (a)   identisch   ist. 
Wendet  man  diese  beiden  Gleichungen  nach  einander  an,  um  tn  in 
dem  Gliede  m'nnri'd'  der  Gleichung  (a)  zu  eliminiren,  so  bekommt 
man 

Nun  giebt  die  Gleichung 

7T„—7t     SS   7T„7l  Ü 

des  Art.  12  leicht 

(\-n"d')(i+n„d')  =  i 

und  die  Verbindung  dieser  mit  der  im  Art.  63  eingeführten  Grösse  / 

führt  auf 

(fc) 1  —  nd'  =  | ,      1  +n„d'  =  k 

womit  beide  obigen  Gleichungen  in 

(«) (m-i)(J-S)  +  (ro'-l),/'«  ±=£ 

übergehen.      Diese  Gleichung   ist  mit  der  (a)  gleichbedeutend,   ob- 
gleich sie  eine  andere  äussere  Form  besitzt. 


66. 
Um   die  zwischen  d'  und  X  stattfindende  Relation  zu   erhalten, 
bemerke  ich,  dass  die  Substitution  von  (c)  in  die  vorstehenden  Glei- 
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chungen  für  mV   und  m'n„ 


9     n  /     iv    -        \        ^ 

mn  =  (^H-Jrjj^j 

giebt;  eliminirt  man  hieinit  n  und  tt„  aus  den  (k),  so  führen  beide 
auf  dieselbe  Gleichung,  nemlich 

Sieht  man  nun  d'  als  bekannt  an,  so  erhält  man: 

es  entsprechen  folglich  immer  jedem  Werthe  von  d'  zwei  reelle 
Werthe    von  A.      Sieht    man    hingegen  A  als   bekannt    an,    so    wird 

d'  =     m'     *2-4 

71*  +  71        A 

woraus  folgt,  dass  nicht  jedem  Werthe  von  A  ein  statthafter  Werth 
von  d'  entspricht.  Denn,  vorausgesetzt  dass  if+n  positiv  ist,  so 
wird  d'  negativ  und  folglich  unmöglich,  wenn  entweder  A  zwischen 
0  und  1  liegt,  oder  wenn  A  negativ  und  —  A  >  1  ist.  Wenn  hin- 
gegen (n^-t-Tr)  negativ  ist,  so  sind  die  eben  ausgeschlossenen  Werthe 
von  A  die  einzigen,  welche  ein  mögliches  d'  geben. 


67. 

* 

Wenden  wir  uns  zur  Gleichung  (c)  des  vorvor.  Art.  und  bezie- 
hen sie  auf  die  beiden  Lichtstrahlen  des  Sonnenspectrums ,  deren 
Brechungsverhältnisse  N  und  N\  so  wie  bez.  M  und  AT  sind,  dann 
erhalten  wir 

Hier  ist  vorausgesetzt,  dass  A  wie  oben  vom  mittleren  Brechungsver- 
hältniss  abhängig  gemacht  werde,  welche  Annahme  eine  kleine  Ueber- 
gehung  in  sich  schliesst,  die  aber  nur  sehr  geringe  Wirkung  auf  das 
Resultat  äussern,  und  schliesslich,  wenn  man  will,  auch  ausgeglichen 
werden  kann.  Lösen  wir  statt  der  obigen  Gleichungen  die  folgen- 
den auf: 

51* 
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(jV— 1]  (/—/')  +  {N'—W  =  1 

(welches  durch  die  Ausdrücke  der  Artt.  21  oder  48  geschehen  kann,) 
so  dass  /  und  /'  bekannte  Grössen  werden,  dann  ergeben  sich 

womit  J  und  J'  in  Function  von  A  dargestellt  sind. 

Um  überflussige  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  wollen  wir  von 
nun  an  annehmen,  dass  parallele  Lichtstrahlen  auf  das  in  Betracht 
stehende  Linsensystem  einfallen,  wodurch  n  =  0  wird,  und  da  wir 
jedenfalls  nly  =  4  setzen  dürfen,  so  verwandeln  sich  die  vorstehen- 
den Ausdrücke  in  die  folgenden: 

welche  von  nun  an  angewandt  werden  sollen. 

68. 

Gehen  wir  zur  Gleichung  (6)  des  Art.  63  über,  und  entnehmen 
für  diese  die  Ausdrücke  der  verschiedenen  L  aus  den  Gleichungen 
(5)  und  (6)  des  Art.  8,  so  erhält  man  die  Formeln 

1  =  ^\^-nf-  mn{J-nf\ 

£  =  m'  [mm~  m)  \m'  [S—  n"Y-  mn"{J'-  n"?  \ 

L"  =  ^ {  (J  +  n"1)*-*-  mn'"  (J  •+-  if  )2  j 

deren  Entwickelung  wir  auf  die  folgende  Weise  ausfuhren  werden. 
Durch  Hülfe  der  Gleichungen 

*-0,  ^-jij 

erhalten  wir  sogleich 

(a) m2(1+A):iL  =  (m—\)lA 

und  ziehen  wir  die  Gleichungen 

mn   =  7—7  ?    ^/  — 


hinzu,  so  ergiebt  sich  ohne  Mühe 

(6)  .  .  .  .  m\\+XYL  =  f^\m{mT-\f  —  m(ml'-\f\ 

Da  ferner  wegen  nty  -+-  rc  =  1 

1+/ 


m;r„  = 
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wird,  so  entsteht  der  Ausdruck 

m*{i  +  X)*W  =  ^?  {ro'(roT+  kf+  mk(m'l'  +  A)2j 

welcher  durch  die  Entwickelung  der  Potenzen 

m*{\+X)*L'  =  !^{(m'+w)A3+m'(3m'+2m)/72+ 

+  m'2(3m'+ro)/'2A  +  m4/'3j  (c) 
giebt.  Man  kann  bemerken,  dass  dieser  Ausdruck  in  den  von  L 
übergeht,  wenn  man  in  der  rechten  Seite  X  =  —  1   setzt. 

Endlich  wird ,  wenn  man  if  =  1  macht,  durch  Hülfe  der  vor- 
stehenden Gleichungen 

m2(1  +  A)3L'"=  (w—  1)|(/+1+A)»  +  ro(l+A)(/+1  +  A)2j 
und  nach  der  Entwickelung  der  Potenzen: 

w2(1-|-A)3£"  =  (m—i)\{m+\)k*+((2m+3){l+\)+m)X2  + 

+((ro+3) (/+  I)2  +  2m  (/-M))A  +  (/+ 1  -hm)  (/-H)2j     {d) 

wozu  bemerkt  werden  kann,  dass  der  obige  Ausdruck  von  L  daraus 
entsteht,  wenn  in  der  rechten  Seite  A  =  —  I   gesetzt  wird. 

69. 

Stellen  wir  nun  die  im  vor.  Art.  erhaltenen  Ausdrücke  (a).  v6;, 
(c),  (d)  der  Gleichung  (6)  des  Art.  63  gemäss  zusammen,  und  setzen 
zur  Abkürzung: 

b    =  (»—  \)P 

6'  =^(m7'-1)'-^(m'-m)(m'/'-l)2 

>/          («'—  i»)  (m'+  m) 
0    =  ^ 

c"  =  (,»'—  »)(3«'+»)/'a 

e"  =  t»'J(m'—  m)J'3 

o'"=:  (m— ■  l)(ro-M) 

6'"=  (m— 1)(8nH-3)(*+i)  •+-  (ro— 1)m 

c'"  =  (m—\)  (m+3)  (/+1 J*  +  2m{m—\){l+i) 

so  wird  die  Endgleichung 

0  =  (a"+a'")X3+{f>+b,+b"+b-)k,-*-{c"-hc")k-i-{e"+e") 

Hat  man  hieraus  A  bestimmt,  so  findet  man 

d  =  m  — r— 
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Da  die  vorstehende  cubische  Gleichung  immer  wenigstens  Eine 
reelle  Wurzel  hat,  so  wird  man  immer  wenigstens  Einen  mög- 
lichen Werth  für  d'  erhalten,  vorausgesetzt,  dass  nicht  immer  die 
oben  erörterten  beiden  Ausnahmefälle  eintreten ,  welche  d'  negativ, 
folglich  unmöglich  machen. 


70. 

Zur  näheren  Beurtheilung  der  Möglichkeit  des  in  Betrachtung 
stehenden  Linsensystems  sollen  jetzt  einige  numerische  Beispiele  be- 
rechnet werden.  Zuerst  nehme  ich  wieder  dieselben  beiden  Glas- 
arten an,  welche  zu  den  vorhergehenden  Beispielen  gedient  haben, 
und  setze  voraus,  dass  die  mittlere  Linse  von  Kronglas  sei.  ^Man 
erkennt  leicht,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Werthe  der 
mit  /  und  /'  bezeichneten  Grössen  das  Doppelte  der  im  Art.  53  für 
4  und  d*  erhaltenen  Werthe  betragen.  Wir  bekommen  daher  so- 
gleich 

l  =  +  2.3706,     /'=  +  4.6834 

und  es  sind  hier  ferner 

m  =  1.6391,         m  =   1.5291 
Durch  Anwendung  von  Logarithmen  von   blos    vier  Decimalen  erge- 
ben sich  die  Werthe 

t   =  -h     8.51 
V  =  —  13.89 
a   =  —  0.149,     b"  =  —    2.65,     c"  =  —  15.02,     e"  =  —  26.41 
a'"=  +  t.686,     h"'=  +  14.58,     c '"=  +  40.74,     <"'=  -h  3.6.38 
Die  hieraus  folgende  Endgleichung 

1.537  P  +  6.55A2  +  25.72A  +  9.97  =  0 
hat  nur  die  einzige  reelle  Wurzel 

A  =  —  0.4300 
welcher  Werth   zu   erkennen   giebt,    dass   das   in  Betracht    stehende 
Linsensystem    bei   den    hier   gewählten    Daten    nicht   unmöglich   ist. 
Berechnen  wir  aber  die  Reciproken  der  Halbmesser,  nebst  der  Dicke 
der  mittleren  Linse,  so  finden  wir 

R  =  —  /{'"=  +  4.658 

R'=  —  R'=  +  8.215 

d'  =        2.898 
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wodurch  sich  zeigt,  dass  das  Linsensystem,  obgleich  theoretisch 
möglich,  dennoch  praktisch  unausführbar  ist,  wenigstens  wenn  dessen 
Brennweite  nicht  äusserst  klein  sein  soll.  Denn  da  die  Dicke  der 
mittleren  Linse*  nahe  das  Dreifache  der  Brennweite  beträgt,  so  würde 
dieses  Linsensystem  schon  bei  massig  kleinen  Brennweiten  eine  un- 
ausführbar grosse  Dicke  bekommen  müssen;  um  so  mehr  ist  diess 
bei  grossen  Brennweiten  der  Fall.  Auch  werden,  wie  man  sieht, 
die  Krümmungen  der  Linsenoberflächen  hier  schon  sehr  gross,  wel- 
cher Umstand  die  Oeflnung  der  Linsen,  schon  bei  den  kleinsten  Brenn- 
weiten, sehr  beeinträchtigen  würde. 

Als  besondere  Merkwürdigkeit  dieses  Linsensystems  kann  an- 
geführt werden,  dass  es  das  Bild  des  unendlich  weit  entfernten 
Gegenstandes  aufrecht  zeigt,  wie  leicht  erkannt  wird. 


71. 

Als  zweites  Beispiel  sollen  dieselben  Glasarten  angewandt,  aber 
die  Flintglaslinse  in  die  Mitte  gelegt  werden.  Die  Werthe  von  / 
und  /'  entsprechen  jetzt  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorigen  Beispiel 
denen  von  J  und    J'  des  Art.  54;  es  sind  nemlich  jetzt 

l  =  •+•  2.3706,     V  =  —  2.3128 
nebst 

m=  1.5291,        m  =  1.6391 

Die  hieraus  folgende  Endgleichung  wird 

1.468A3  +  8.60Ä2  +  36.47  A  +  25.80  =  0 

deren  einzige  reelle  Wurzel 

X  wb  —  0.8547 

ist.     Es  ergeben  sich  hiemit 

R  =  —  Äw=  -h  16.31 
R'  =  —  Ä"=  —  15.93 
d'  =  0.517 

Obgleich  hier  die  Dicke  der  mittleren  Linse  bedeutend  kleiner  aus- 
gefallen ist  als  im  vorigen  Beispiel,  und  nur  ohngefähr  die  Hälfte 
der  Brennweite  des  Linsensystems  beträgt,  so  ist  sie  doch  immer 
noch   zu   gross,   als   dass   dieses  Linsensystem   praktisch  ausführbar 
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wäre,  wenn  nicht  die  Brennweite  sehr  klein  angenommen  wird. 
Es  tritt  hier  noch  der  störende  Umstand  hinzu,  dass  die  Krümmungen 
der  Oberflächen  der  Linsen  Über  die  Maassen  gross  werden. 

Das  hier  erhaltene  Linsensystem  giebt  übrigens,  tvie  gewöhnlich, 
umgekehrte  Bilder. 


72. 
Man  kann  die  Vermuthung  aufstellen,  ob  nicht  das  in  Unter- 
suchung stehende  Linsensystem  möglich  werden  könnte,  wenn  man 
es  aus  anderen  Glasarten,  als  die  bisher  zu  Grunde  gelegten,  zusam- 
mensetzt. Um  hierüber  Auskunft  zu  erhalten,  soll  statt  des  oben 
angewandten  Flintglases  ein  solches  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt 
werden,  dessen  hier  in  Betracht  kommende  Brechungsverhältnisse 

N  =  1.58 

M  =  1.614 
sind.  Ich  darf  annehmen,  dass  es  Flintglasarten  giebt,  deren  Bre- 
chungsverhältnisse ohngeföhr  die  vorstehenden  sind.  Während  ich  an- 
nehme, dass  die  beiden  äusseren  Linsen  aus  diesem  Glase  bestehen, 
soll  für  die  mittlere  Linse  wie  bisher  dasjenige  Kronglas  angewandt 
werden,  dessen  correspondirende  Brechungsverhältnisse 

iV'=  1.5187 

Jftf '  =  1.53956 
sind.     Die  mittleren  Brechungsverhältnisse  werden  nun 

m  =  1.5970 

m'  =  1.5291 
und  aus  diesen  Daten  bekommt  man  zuerst 

l  =  +  2.3736 

V  =  +  6.1410 
so  wie  die  Endgleichung 

1.460A3  —  3.66A2+  21.81  k  —  3.00  =  0 
deren  einzige  reelle  Wurzel  sehr  nahe 

k  =  +  0.14 
ist.     Dieser   Werth    von  A  wird    aber   auf  einen    negativen,   folglich 
unmöglichen  Werth  von  d'  führen,  und  das  hier  betrachtete  Linsen- 
system ist  demnach  in  jedem  Betracht  unmöglich. 

Vergleichen    wir    nun    dieses   Resultat    mit  dem   des  Art.  70, 


73]  Dioptriscbe  Untersuchungen.  769. 

welches  A  =  —  0.43  gab,  so  folgt,  dass  für  Flintglasarten,  deren 
Brechungsverhaltnisse  zwischen  den  dort  und  den  hier  angewandten 
liegen,  die  Werthe  von  A  zwischen  —  0.43  und  -+-  0.14  liegen 
müssen.  Diesen  Werthen  entsprechen  aber  wachsende  Werthe  von 
d\  die  bis  ins  Unendliche  sich  steigern,  und  dann  unmöglich  wer- 
den. Da  nun  die  im  Art.  70  angewandten  Brechungsverhältnisse 
des  Flintglases  zu  den  grössten  gehören,  die  vorhanden  sind,  so 
zeigt  sich  die  Unmöglichkeit,  ein  Linsensystem  von  der  angenom- 
menen Form  herzustellen,  welches  den  hier  geforderten  Bedin- 
gungen entspricht. 


73. 

Wendet  man  wieder  die  Brechungsverhältnisse  des  vor.  Art.  an, 
verlegt  aber  die  Flintglaslinse  in  die  Mitte,  so  bekommt  man 

/  =  +  2.373 
/'=  —  3.768 
und  die  Endgleichung 

1.421  AJH-  0.77A2-*-  38.80A  -I-  20.25  =  0 
deren  einzige  reelle  Wurzel  sehr  nahe 

A=  —  0.52 
ist.     Hier  ist  wieder  das  Linsensystem  theoretisch  möglich,  aber  man 
erhält 

R  =  —  A'"=  +  4.94 

R'  =  —  /?"=  —  7.85 
d'  =        2.24 

und  aus  den  oben  angeführten  Gründen  ist  also  auch  dieses  Linsen- 
system praktisch  unausführbar. 


74. 

Da  ein  achromatisches  Linsensystem  von  der  in  Rede  stehenden 
Form  nicht  hergestellt  werden  kann,  so  wollen  wir  untersuchen,  ob 
sich  nicht  ein  solches  herstellen  lässt,  in  welchem  man  von  der  Be- 
dingung des  Achromatismus  absieht,  und  blos  die  Randstrahlen  mitt- 
lerer Brechung  mit  den  Central  strahlen  derselben  Brechung  vereinigt. 
Ein   solches  Linsensystem    kann  man    auch   so    definiren,  dass    die 
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Abweichung  wegen  der  Kugelgestalt  in  demselben  gehoben  ist;  es 
wird  mithin  zur  Klasse  der  sogenannten  Aplanaten  oder  aplana- 
tischen  Loupen  gehören,  welche  vielfache  Anwendung  finden. 

Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  beruht  wieder  auf  der  Erfüllung 
der  Gleichungen  («)  und  (b)  des  Art.  63,  während  in  (a)  die  mitt- 
leren Brechungsverhältnisse  zu  belassen,  und  dieselben  wiederum  in  (b) 
einzuführen  sind;  Wir  könnten  demgemäss  die  schon  gegebene  Enl- 
wickelung  von  (6)  anwenden,  aber  da  diese  jetzt  anders  geordnet 
werden  muss,  so  wollen  wir  etwas  weiter  zurückgehen. 

Setzen  wir  wieder  ?r  =  0,  rc™  ==  1 ,  dann  erhalten  wir  aus  den 
Gleichungen  des  Art.  68: 

m2(i+A)3L=  (ro— I)*3 

ro2(H-A)3JC  = 

*^\m'H'*  —  m'2{3m'+m)l'2  +  ro'(3m'+2ro)r  -  (ro'+ro)} 

ro2(H-;i)3L"  = 

=^Jm'4rs+  m'2(3ro'+m)Ar  +  m'(3m'+2m)A2f  +  (»'  +  w)A3| 

m2{\  +Xf  L"'= 

(m-.*)jF+  (m+3)(i+A)/2+  (2m+3)(* +*)*/  +  (ro-M)(1+;i)3J 

deren  Substitution  in  die  oben  angezogene  Gleichung  (6) 

(m_*){(i+;t2;/',+  (m+^^ 

+  -^  K(1  +k*)p + m'2  (3m'+ m)(1  -*)*^+ 

+  2m'(3m  +  2m)A2r+  (m'+m)(A—  1)A2|  =  0 
ergiebt.     Seien 

/  =  -iL.  ,      /'  =  -/- 

w— 1  '  ff»'— m 

und  zur  Abkürzung: 


c  =  (2tw+3)  (1 +A)2,     e  =  (m—  4)(«n-1)(l+A) 


3 


o'  =  -^.  (1 +A2),      b'  =  =^=  (1  -AU 
so  wird  die  vorstehende  Gleichung 


0  =  afc3-h  bk2+  ck  +  e  «+■  a'ifc'3-*-  6'fe'2+  c'fc 
in  welcher  fc  oder  fc'  eliminirt  werden  muss. 
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75. 

Durch  die  vorhergehenden  Substitutionen  haben  wir   schon  die 
Gleichung  («)  des  Art.  63  in  die  folgende  verwandelt, 

(m — \)l  -*-  {tri — m)V  =  1 

Fuhrt  man  hierin  die  Grössen  k  und  k'  des  vor.  Art.  ein,  so  geht 
sie  über  in 

k  +  k'  =  1 

womit  aus  der  letzten  Gleichung  des  vor.  Art.  leicht  k  oder  k'  eli- 
minirt  werden  kann.  Eliminirt  man  fc,  so  bekommt  man  die  End- 
gleichung 

0  5=  (a—  a)k'*+  (6'+  3a+6)fc'2+(c  —  3a— 26— c)  fc'-l-  (e'+a+6+c+c) 

Hat  man  hieraus  ft'  berechnet,  so  werden 


Ä  =  —  Ä"= 


R'=  -  Ä"  = 


(ro'-m)(4+A) 

womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 


76. 
Da  die  Endgleichung,  welche  wir  eben  erhalten  haben,  von 
zwei  Unbekannten,  nemlich  von  k'  und  A,  oder  was  dasselbe  ist, 
von  k'  und  d'  abhängt,  so  lassen  sich  viele  verschiedene  aplana- 
t ische  Loupen  von  der  hier  verlangten  Form  herstellen,  von  denen 
manche  indess  nicht  annehmbar  sein  dürften.  Zur  Berechnung  muss 
man  ursprünglich  einen  passenden  Werth  von  d'  annehmen,  und  da- 
mit durch  die  Gleichung 


*-*G±V»+S) 


den  entsprechenden  Werth  von  A  aufsuchen,  worauf  die  übrige  Rech- 
nung bestimmt  ist.  Da  jedem  Werthe  von  d'  zwei  Werthe  von  A 
entsprechen,  von  welchen  der  eine  positiv,  und  der  andere  negativ 
ist,  so  bekommt  man  für  jeden  angenommenen  Werth  von  d'  zwei 
verschiedene  aplanatische  Loupen,  von  denen  jedoch  diejenige, 
welche  dem  negativen  Werthe  von  A  entspricht,  gemeiniglich  ausge- 
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schlössen   werden    muss,   da   sie  auf  sehr  grosse  Krümmungen  der 
Linsenoberflächen  fuhrt. 

Zur  scharfen  und  definitiven  Berechnung  einer  solchen  aplana- 
lischen  Loupe  gehört  übrigens  noch  die  Zuziehung  der  Dicken  der 
beiden  äusseren  Linsen,  die  im  Vorstehenden  übergangen  worden 
sind.  Man  kann  diese  beiden  Dicken  immer  einander  gleich,  und 
als  sehr  klein  ansehen,  sie  folglich  durch  die  oben  entwickelten  all- 
gemeinen Ausdrücke  leicht  mit  in  Rechnung  ziehen.  Sie  sollen 
übrigens  weiter  unten  angegeben  werden. 

77. 

Zur  Berechnung  eines  Beispiels  werden  wir  hier  zuerst  dieselben 

Brechungsverhältnisse  annehmen,  die  uns  bei  den  meisten  Beispielen 

gedient  haben,  nemlich 

m  äs  1.6391 

m'=  1.5291 
und  die  Dicke  der  mittleren  Linse 

d'  =  0.2 
setzen.     Es  folgt  hieraus 

A  =  +  1.06752,  und  =  —  0.93673 
wovon   nur  der  positive  Werth   angewandt  werden   soll.     Man  be- 
kommt nun  durch  die  Ausdrücke  des  Art.  74: 

a  =  +      5.238,  b  =  +  15.007,     c  s  +  26.85,  e  =  -H  14.91 
ör=  +  413.3,       6'=  +    4.079,     c'  =  -f-  11.72,  e'  =  —     0.011 

und  hieraus  die  Endgleichung 

408.1  fc'3+  34.80  k'1—  60.85  k' +  61.99  =  0 

deren  einzige  reelle  Wurzel 

K  =  —  0.6600 
ist.     Schliesslich  werden  hiemit 

Ä=  —  R'=  -*-  1.256 

Ä'=  —  fl"=  •+•  2.901 
gefunden.    Dicss  ist  ein  ausführbares  Resultat. 

78. 
Wir  wollen  noch  ein  Beispiel  mit  Zugrundelegung  der  mittleren 
Brechungsverhältnisse,  die  zu  dem  Beispiel  des  Art.  72  gedient  haben, 
durchführen,  nemlich 
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m  =  1.5970 

ro'  =  1.5291 
und  dabei  wieder  X  =  «+•  1.06752  setzen.     Es  werden  nun 
a=         6.001,     6=15.78,       c  s  26.49,     e=      13.71 
a'=  1084.7,         6'=    6.564,     c=  11.60,     e'=  —  0.007 

1 078.7  Ä'3  +  40.35  Ä'2—  64.45  k' +  61.97  =  0 

Ä'=  —  0.4516 
11=  —  R"=  +  1.176 
R'=  —  R  '  =  +  3.216 
welches  Resultat    vom   vorhergehenden   nur   wenig  verschieden   ist. 
Dass  aplanatische   Loupen  der  in  Rede  stehenden  Form   mit  Erfolg 
ausgeführt  werden  können,  ist  praktisch  nachgewiesen,  da  die  Herren 
Steinheil   solche   anfertigen,    die   im    ganzen    nicht   unbeträchtlichen 
Gesichtsfelde  sehr  reine  Bilder  geben.     Dass  der  Mangel   an  Achro- 
matismus    hier    keine    merkliche   Undeutlichkeit    hervorbringt,   kann 
vielleicht  als  eine  besondere  Eigenthümlichkeit  des  Auges  angesehen, 
und  damit  erklärt  werden,  dass  das  Auge  bei  der  Betrachtung  eines 
Gegenstandes  durch  eine  Loupe  für  die  Abweichung  wegen  Kugel- 
gestalt weit  empfindlicher  ist,  als  für  den  Chromatismus. 


§.  4.   Anhang  nnd  Nachtrag. 

79. 

Mit  der  Bezifferung  dieses  Artikels  bricht  das  Manuscript  des  Autors  plötz- 
lich ab,  ohne  die  am  Schlüsse  des  Art.  "76  in  Aussicht  gestellten  Angaben  über 
die  Dicke  der  beiden  äusseren  Linsen  zu  enthalten.  Die  dem  Manüscripte 
beiliegenden  Brouillonblütter  geben  über  den  Inhalt  der  beabsichtigten  Fort- 
setzung keine  bestimmte  Auskunft:  es  scheint,  dass  der  Verfasser  noch  die 
Differentialformeln  zu  entwickeln  gedachte ,  durch  welche  der  Einfluss  einer 
Aenderung  in  den  Linsenkrümmungen  auf  die  Vereinigungsweite  der  Strahlen 
bestimmt  wird*). 

Den  bezüglichen  Aufzeichnungen  des  Verfassers  entlehnen  wir  die  folgen- 
den Artikel. 


■t\ 


Vergl.  die  Anmerkung  am  Schlüsse  des  Art.  40 
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80. 

»Es  ist  in  Bezug  auf  achromatische  Objeclive  überhaupt  ein  wesentlicher 
Umstand  zu  erörtern,  nämlich  zu  untersuchen,  wie  viel  an  der  guten  Wir- 
kung des  Objectivs  eingebüsst  wird,  wenn  die  berechneten  Werthe  der  Halb- 
messer der  brechenden  Oberflächen  in  der  Ausführung  nicht  genau  hergestellt 
worden  sind.  Es  ist  diese  Untersuchung  um  so  mehr  erforderlich,  'da  auch 
der  geschickteste  Künstler  die  genaue  Ausführung  dieser  Maasse  nicht  ver- 
bürgen kann,  und  sie  ihm  Anleitung  gieht,  die  Halbmesser  zu  erkennen, 
deren  Aenderung  am  zweckraässigsteh  vorgenommen  wird,  wenn  ein  ange- 
fertigtes Objectiv  bei  der  Prüfung  desselben  Verbesserungen  wünschenswert^ 
oder  nothwendig  erscheinen  lässt. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  besteht  in  der  Ermittelung  der  Differential- 
quotienten  der  Brennweite  in  Bezug  auf  die  genannten  Halbmesser,  wobei 
aber  genügend  ist,  diese  Differentialquotienten  auf  die  mit  der  Abscissenaxe 
parallel  einfallenden  Strahlen  zu  beschränken.« 

81. 

Da  die  vom  Verfasser  angestellten  analytischen  Entwicklungen  der  Diffe- 
rentialformeln eine  Bezeichnungsweise  voraussetzen,  die  von. der  in  der  vorher- 
gehenden Abhandlung  gewählten  wesentlich  abweicht,  so  mag  hier  die  Mit- 
theilung  der  numerischen  Anwendungen  genügen.  Dieselben  beziehen  sich 
auf  zwei  Objeclive,  welche  mit  den  im  obigen  §.  2  berechneten  nahe  überein- 
kommen, wenn  man  die  Lungen  maasse  entsprechend  reducirt. 

»Setzt  man  die  Brennweile  /*==  1127^7 
die  halbe  Oeffhung  k  =      35. 0 

so  sollen  die  vier  Halbmesser  resp.  die  folgenden  Werthe  erhalten : 


I.  Objeetiv 

11.  Objectiv 

r  =  +  1793*247 

r   =  +     470*333 

r'  =  -    277.974 

r'  =  -     496.525 

r"  =  -    277.974 

r"  =  -     496.525 

r"'=  -    647.532 

r'"=  4-26965.6 

Mit  diesen  Daten  findet  sich: 

für  das  erste  Objectiv 


69 

«$ 

w 

(*£') 

rothe  Centralstrahlen 

+  0.2055 

—  8.5340 

+  10.1678 

-  1.8744 

rothe  Randsirahlen 

+  0.2064 

—  8.9169 

-I-  10.5628 

—  1.8946 

violette  Centralstrahlen 

+  0.2*38 

-  8.8745 

+  10.8592 

—  2.0025 

violette  Randstrahlen 

+  0.2144 

—  9.2574 

+  11.2542 

-  2.0227 
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für  das  zweite  Objectiv 


69 

$) 

($ 

fc*) 

rothe  Centralstrahlen 

-t- 3.0212- 

—  2.6875 

-f-  3.2020 

—  0.0040808 

rotbe  Randstrahlen 

+  3.0304 

-  2.7442 

+  3.2674 

—  0.004  0829 

violette  Centralstrahlen 

+  3.1430 

—  2.7955 

+  3.4207 

—  0.0044547 

violette  Randstrahlen 

+  3.4522 

—  2.8522 

+  3.4864 

—  0.0044568 

82. 

»Man  sieht,  dass  ein  Fehler  in  den  Halbmessern  der  brechenden  Ober- 
flächen in  diesen  beiden  Objectiven  sehr  ungleiche  und  verschiedene  Wirkung 
äussert;  beim  ersten  Halbmesser  ist  die  Wirkung  im  ersten  Objectiv  kleiner 
als  im  zweiten,  aber  bei  den  »anderen  drei  Halbmessern  findet  das  Entgegen- 
gesetzte statt.  Die  Wirkung  eines  Fehlers  beim  dritten  Halbmesser  ist  bei 
beiden  Objectiven  am  grössten.  Habe  man  z.  B.  in  der  Ausführung  dieses 
Halbmessers  um  fünf  Linien  gefehlt,  so  werden  die  Aenderungen  der  Ver- 
einigungsweiten der  oben  betrachteten  Lichtstrahlen  der  Reihe  nach 

im  ersten  Objectiv        im  zweiten  Objectiv 


50*84 

16L04 

"     52.81 

46.34 

54.30 

47.40 

56.27 

47.43 

na    5*43 

4X42 

grösste  Längenabweichung    5.43 

Nun  zeigte  aber  die  in  der  früheren  Abhandlung  geführte  Untersuchung 
des  Königsberger  Heliometerobjectivs,  dass  in  diesem  bei  derselben  Gattung 
von  Strahlen  die  grösste  Abweichung  =  4X244  ist*),  und  dennoch  ist  dieses 
Objectiv  eines  der  besten  vorhandenen,  und  zur  Zufriedenheit  Rbssel's  aus- 
gefallen. Man  erkennt  hieraus,  dass  eine  Längenabweichung  wie  die  eben 
angeführte  für  die  Anwendung  ohne  sonderlichen  Nachtheil  bleibt,  und  dass 
daher  das  obige  zweite  Objectiv,  dessen  eben  erhaltene  grösste  Längen- 
abweichung nur  unbedeutend  grösser  ist,  als  die  des  Königsberger  Objectivs, 
in  dem  Halbmesser,  dessen  Fehler  den  grössten  Einfluss  äussert,  einen  Fehler 
von  5  Linien  verträgt,  während  bei  dem  ersten  Objective  dieser  Fehler  wohl 
eine  merkliche  Abnahme  der  Deutlichkeit  der  Bilder  verursachen  würde.  Das 
zweite  Objectiv  ist  also  sicherer  und  leichter  herzustellen  als  das  erste. 

83. 

»Wenn  man  annehmen  darf,  dass  der  Fehler  des  zweiten  und  des  dritten 
Halbmessers  in  der  Ausführung  derselbe  bleibt,  so  wird  die  Totalwirkung 
dieses  Fehlers  gleich  der  Summe  der  Einzelwirkungen  dieser  beiden  Halb- 
messer, folglich  in  diesem  Falle 


Siehe  Art.  77  der  ersten  tlioptrischen  Abhandlung,  S.  161  dieses  Bandes. 
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(dr')-(dr») 


beim  ersten  Ojectiv  beim  zweiten  Objeciiv 
4-1.6338  +  0.54  45 

+  4.6459  +0.5232 

4-1.9847  4-0.6252 

4-  1.9968    *  4-  0.6339 

Die  Wirkung  eines  Fehlers  wird  also  unter  dieser  Voraussetzung  viel 
kleiner,  aber  heim  zweiten  Objectiv  mehr  wie  drei  Mal  so  klein  als  beim 
ersten,  während  die  betreffenden  Halbmesser  des  zweiten  Objectivs  weniger 
als  zwei  Mal  so  gross  sind  als  die  des  ersten. 


84. 

»Um  diese  Betrachtungen  zu  vervollständigen,  muss  der  Umstand  mit 
hinzugezogen  werden,  dass  der  bei  der  Ausführung  eines  Objectivs  zu  be- 
fürchtende Fehler  in  den  Halbmessern  der  brechenden  Oberflächen  bei  ver- 
schiedener Grösse  dieser  Halbmesser  verschieden  ausfallen  muss.  Ein  gleich- 
förmigeres Maass  des  zu  befürchtenden  Fehlers  erhält  man  durch  Einführung 
der  »Krümmung«  dieser  Oberflächen,  wenn  man  darunter  die  Abscisse  der 
Randstrahlen  in  ihrem  Einfallspunkt  versteht,  die  dem  Sinus  Versus  des  be- 
treffenden Centriwinkels  gleich  ist.  Bezeichnet  man  hier  diese,  jedesmal  von 
der  betreffenden  Oberfläche  an  gerechneten  Abscissen  mit  p,  q\  etc.,  so  erhält 
man  mit  hinreichender  Genauigkeit  die  Werthe  der  Differentialquotienten 

IL 

die   man    sowohl    auf   die   Centralstrahlen    wie    auf    die    Randstrahlen    an- 
wenden darf. 

Nimmt  man  nun  0^01  zur  Einheit  an,  so  findet  man  für  die  beiden 
obigen  Objeclive  die  folgenden  ^numerischen  Werthe: 


-  ■&(*)•.  fc-w  •*■ 


für  das  erste  Objeciiv 

(57)      (57)      (w)      W") 

für  die  rothen  Centralstrahlen  +  40.79     —  40.31  +  12.38  —  42.82 

-  -  Randstrahlen  -1-40.82     —40.77  +42.76  -42.97 

-  -    violetten  Centralstrahlen      +44.22     —40.56  +43.42  —43.74 

-  -  -         Randstrahlen         +44.25     —44.48  +43.59  —43.85 

für  das  zweite  Objectiv 

\bQl  (v)  \W)  \W1 

für  die  rothen  Centralstrahlen         +  4  0.89     —  40.82  +  42.89  —  43.34 

-  -  Randstrahlen  +40.92     —44.05  +43.45  —43.34 

-  -    violetten  Centralstrahlen      +4  4.33     —4  4.25  +43.77  —44.22 

-  -         -         Randstrahlen         +44.36     -44.48  +44.03  —4  4.25 
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Also  die  Wirkung  eines  und  desselben  Fehlers  in  den  Krümmungen  der 
Halbmesser  der  brechenden  Oberflächen  ist  (vorausgesetzt,  dass  die  Kugel- 
gestalt dieser  Oberflächen  stets  erhalten  bleibt)  in  diesen  beiden  Objectiven 
bis  auf  Weniges  dieselbe,  nur  ist  beim  zweiten  Objectiv  die  aus  einem 
solchen  Fehler  entstehende  Aenderung  in  den  Vereinigungsweiten  der  ver- 
schiedenen Strahlengattungen  geringer  als  beim  ersten  Objectiv.  Jenes  ver- 
trägt also  ohne  grössere  Beeinträchtigung  seiner  Wirkungen  grössere  Fehler 
in  diesen  Krümmungen  als  dieses.« 


Nachtrag. 

85. 

Im  Art.  20  ist  die  Gleichung  tt"—  n  ==  P+Qk*  aufgestellt  und  behufs 
Beseitigung  der  sphärischen  Abweichung  in  die  beiden  Gleichungen 

tt"'—  7t  =  P    und     Q  =  0 

zerfällt  worden.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  die  in  die  gegenseitigen 
Abstände  d  der  Linsenoberflächen  multiplicirten  Glieder  in  P  selbst  noch  von 

k  abhängen,  so  dass  P  eigentlich  die  Form  P-t-  tt§£2  annimmt,  mithin  Q  um 

bP 

vjs  zu  vermehren   ist.     Dadurch  erleiden   die  in  der  Abhandlung  gegebenen 

Entwickelungen  an  einigen  Orten  gewisse  Modificationen,  welche  im  Folgenden 
aufgeführt  werden  sollen.  Es  war  dem  Verfasser  keineswegs  entgangen,  dass 
die  in  seinem  Manuscript  enthaltenen  Formeln  mit  einigen  in  Eulbr's  Dioplrik 
abgeleiteten  Resultaten  nicht  völlig  im  Einklang  standen,  und  er  sprach  gegen 
den  Schreiber  dieser  Zeilen  das  Bedauern  aus,  dass  er  bei  dem  Zustande 
seiner  Augen  vorläufig  nicht  daran  denken  könne,  dem  Grunde  dieser  Ab- 
weichung nachzuforschen.  Wäre  es  ihm  vergönnt  gewesen,  die  letzte  Hand 
an  die  Redaction  seiner  Abhandlung  zu  legen,  so  würden  die  hier  in  den 
Nachtrag  verwiesenen  Ergänzungen  vermuthlich  schon  im  Texte  der  Abhand- 
lung Berücksichtigung  gefunden  haben.  Einer  Entschuldigung  dafür,  dass 
der  Herausgeber  nicht  diese  Umarbeitung  unternommen,  wird  es  hoffentlich 
nicht  bedürfen;  wohl  aber  hat  derselbe  ausdrücklich  zu  betonen,  dass  ihm 
für  die  Mängel  dieses  Nachtrags  die  Verantwortlichkeit  allein  zur  Last  fällt. 


86. 

Gehen  wir  von  den   im  Art.  44   gegebenen  Fundamentalgleichungen   aus, 
welche  wir  in  der  Form 

n'+V+'j  =  n,+1  -  n4)  Bf  +  ff*i  +  |r  M 

schreiben   können,    so  werden   durch    dieselben  die  reeiproken  Vereinigungs- 
weilen n  n"  7t'"  ...  als  (lineare)    Functionen   von   k2  bestimmt.      T)a  jedoch 

Abband  1.  d.  K.  S.  Gestllsch.  d.  WinMnnrh.  XV.  52 
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die  auf  der  rechten  Seite  vorkommenden  Grössen  n,  n„  n„,  . . .  nach  Art.  42 
den  Relationen 

a  =  — , .•     a   s=  — u.  s.  w. 


n 


genügen,  so  müssen  auch  die  Glieder  rinn  nfn,,  ...  von  k  abhangen,  und 
es  kann  diese  Abhängigkeit  innerhalb  der  Grenzen  der  hier  erforderlichen  Ge- 
nauigkeit dadurch  berücksichtigt  werden,  dass  man  aus  ihnen  die  resp.  Glieder 

Q      .OTT,    *'*  a      „OTT,,    V* 

2wd**T>      2n5^T    usw" 

aussondert  und  mit  den  bereits  explicite  von  k  abhängigen  Gliedern  ver- 
einigt. 

Dadurch  nehmen  die  erwähnten  Fundamentalgleichungen  die  Gestalt  an 

•  b  n  A 


n     n 


-  («<+1  -  »•)  *  +  »'*«  +  4-  (r  +  2«*^)  <c 


wo  jetzt  TT,  tt„  7r„,  . . .  die  Werthe  dieser  Grössen  für  k  =s  0 ,  d.  h.  die  der 
Richtung  der  optischen  Achse  entsprechenden  reciproken  Vereinigungsweiten 
bezeichnen.  Aus  den  in  den  Artt.  42  und  43  bewiesenen  Relationen  erhält 
man  leicht 

lV\lbn,         Ik\*bn'        ,  bn,         tkUbn' 

mithin  nach  ausgeführter  Substitution: 


rin'   =  [ri  —  n )  R  +  nrc    +  y  £,  ä* 


n'V  =  (n"  -  ri)  Ä'  +  rin,  +  |JL'  +  2n'  (£)4|£' |  *'2 
n"  V"  =  (n'"  -  n")  Ä"+  n'V,,  +  1  j  L"  +  2  n"  (£) 4  Jg  j  A"' 
u  s.  w.     Hieraus  ergeben  sich  durch  Differentiation 


a     r  ^7i>  w 

inbF-  ssL 

bn" 


2n  äF*  =  L  +  2n  (*»)  TP  =  L  +  (t)  £ 


W,    O  71  j,f 


*,,-  ^  =  r+  .t(8«  £  =  r*  $'  t  *  (i)^ 


u.  s.  w.     Damit  gehen  die  Gleichungen  hervor: 
rin     =  [ri  —n)R+ri7t   +  ^  LP 

nV  =  (n"  -  n')  B'  +  n'nr,  ■+•  ^  {L  A«  +  L'  k'*} 
ri"n'"=  (n"'~  n"j  fl"+  n'V„+  ^  {LA 4  +  LT*  +  L"k"'} 
deren  Gesetz  sofort  in  die  Augen  springt. 


(*) 
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87. 

Will  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen  durch  successive  Addition 
die  den  Formeln  des  Art.  1 5  entsprechenden  Ausdrücke  ableiten,  so  darf  man 
nur  in  der  jedesmaligen  letzten  Gleichung  die  von  k  abhängigen  Glieder  bei- 
behalten, und  erhält  folgende  Reihe  von  Gleichungen 

n'n'    =  n7t+[ri-n)R  +  ^L& 

»V  =  nn  -h  (n'-  ri]  R  +  (n"-  ri)  «'+  rin'7t,d+  j^{Lk*+  L'k'*) 

n"V"  =  n  7i  +  (n'—  n)  R  -h  [rif—  ri)  Ä'+  (*'"-  n")  K+ri7t'n,d  +  ri'nn,jd' 

+  I^1{Lk*+L'k'*+L'V*} 


(B) 


Hier  gelten  die  Werthe  der  sämintlichen  tx  auf  der  rechten  Seite  für  k  =  0 , 
während  die  von  k  abhängigen  Glieder  vermöge  der  Relationen  des  Art.  13 
auf  die  Form  gebracht  werden  können 

n"V...  y^W  +^d)a(«+irirrf,)1i+(<-«'d)»(4  +7rf,rf')2L'H- 

+  (1  -7*'d)2(4  -7r"d')*L"} 

Die  Abweichungen  dieser  Ausdrücke  von  denen  des  Art.  45  erklären  sich 
einfach  aus  dem  Umstände,  dass  dort  die  in  den  sogenannten  Nebengliedern 
vorkommenden  n'  ?r,  . . .  noch  Functionen  von  k  geblieben  sind.  Für  kleine 
Werthe  der  Entfernungen  d  d'  . .  .  erhält  man  den  Gleichungen  des  Art.  46 
entsprechend 

ri'a"  =  nn  +  (n'-  ri)  R  +  (»"-  n'J  Ä'+  nV»  d  4-  4"  *ML  +  L'+  2  » «*  (L  -  L')) 


riftri"=         ...        -4-  4"  k*{L+L'+L"+2n'd  (L-V-  L")  +  27i"d'(L+Z/-Z/')} 


ebenfalls  mit  leicht  erkennbarem  Gesetze. 

Ebenso  nehmen  in  dem,  Art.  47  erörterten  Falle  von  sechs  Brechungen 
die  von  k  abhängigen  Glieder  unter  den  jetzigen  Voraussetzungen  die  Form  an 

\k"'*  (4  +  2/ilvd"'+  2/rvrf,v)  {[L  +L'  +  L"  +  4  /*'dZ,-*-4  /rV (L+Z/)]  (<  +^r «0«+ 

-H  [r'+JLIV+  ZT-  4/ilvd"'  (LIV+  LVJ  -  4wWvI¥]} 


88. 

Wenden  wir  uns  zu  den  Modificationen,  welche  in  Folge  der  vorstehenden 
allgemeinen  Entwtckelungen  in  den  Anwendungen  auf  specielle  Fälle  ein- 
treten, so  haben  wir  zunächst  die  Gleichung  (b)  des  Art.  22  zu  betrachten. 
Dieselbe  wird  zu  ersetzen  sein  durch 


0  -  L  +  V+1T+  \itLd-%ri'L'd! 

58' 
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so  dass,  wie  leicht  zu  sehen,  keine  weitere  Aenderung  als  die  Verdoppelung 
der  Art.  25  eingeführten  Hülfsgrbsse  C  vorzunehmen  ist.  Schreibt  man  zur 
Abkürzung 

u+w  =  2t>,     u'+u>'=2t;\     dD  =  ^t     dD'=*pj 

'  2  m  2  m' 

so  erhalt  man  leicht 

2c  =  4(11-^)1/1-^)  di)  +  4  (jr-^)Wlf-^^iy 

Hiermit  gehen   bei  der  zweiten  Approximation   die    Endgleichungen   der 
Artt.  28  und  29  resp.  über  in 

(0.085891)  y*  +  2  (0.837887)  j  +  (1.579097)  =  0 
und  (0.0841 83)  j«  +  2  (0.8351 47)  g  +  ( 1 .575457)  =  0 

Für  das  erste  Objectiv  folgen  daraus  die  Werthe 

^  =  -6.53412,     As  +0.63446,     Jf  »— 1.05433  ,     Ä"=  -1.73904 

mit  einer  Differenz  von  +67  Einheiten  der  letzten  Stolle,  während  für  das 
zweite  Objectiv 

g  =  -  4.75857  ,     R  =  +  2.38630  ,     R'  =  -  2.28254  ,     R"  =  -  0.03041 

gefunden  werden.  Diese  Werthe  haben  um  579  Einheiten  der  letzten  Stelle 
abgenommen. 

Die  Rechnung  für  die  dritte  Annäherung  in  Bezug  auf  das  zweite  Objectiv 
ergibt  endlich 

A  =  +  0.0076*29  J  =  +  2.334419 

B  =  +0.0079523  ^'=  -1.156448 

C  =  +  0.000895  D  =  +  2.336233 

2C'=  +0.024446  // =  -1.155762 

nebst  der  Endgleichung 

(0.0841906)^  +  2  (0.8351474)0+  (1.5754422)  =  0 

und  hieraus 

ff=  -4.758163,    R  =-.  +2.386646,     R'  =  —2.282192,    R"  =  +0.030706 


89. 

Bei   den  im  §.  3    behandelten  Linsensystemen    mit   vier  Brechungen  geht 
zunächst  die  Formel  des  Art.  49  in  die*  modificirte  Gleichung 

0  =  L  +  Z/+  V  +  L'"+  4  /r'rfL  +  4  /*"d'  (L  + 1')  -  4  7r'"d"Z/" 

^     über,   wodurch   der   Werth   der  Art.  52  definirten   Hülfsgrösse   C  eine  enl- 
'*     sprechende  Aenderung  erleidet.     Die  Glieder  der  zweiten  Zeile,  nämlich 

+  WnLd  +  N*nT(L  +  V)  d'  —  NWV'd" 

haben  einfach  den  Factor  2  zu  erhalten.     Diese  Aenderung  trägt  sich  auf  die 
in  den  beiden  Endgleichungen  durch  g  und  g'  bezeichneten  Glieder  über,  von 
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denen  das  letztere  mit  der  in  den  Artt.  50  und  54  ebenso  bezeichneten 
Hülfsgrösse  g  selbstverständlich  nicht  verwechselt  werden  darf.  In  Art.  58 
sind  es  wiederum  die  Grössen  C  resp.  c,  welche  durch  die  in  Rede  stehende 
Aenderung  betroffen  werden.  Da  indessen  in  den  numerischen  Anwendungen 
allenthalben  die  Linsendicken  vernachlässigt  worden  sind,  so  bleiben  die  nur 
für  die  erste  Approximation  berechneten  Resultate  unverändert. 

90. 

Erst  bei  Art.  63  u.  folgg.,  .wo  die  Dicke  der  mittleren  Linse  als  beträcht- 
lich vorausgesetzt  wird,  treten  wesentlichere  Modificationen  ein.  Die  Gleichung 
(6)  des  Art.  63  verwandelt'  sich  in 

0  =  [L  +  V)  X4  -f-  L"+  IT 

m 

und  durch  Ausführung  der  n  den  Artt.  68  und  69  gelehrten  Rechnung  in  die 
Endgleichung 

[b  +  V)  X4  +  ;a"+  a")  X3 -|-  (6"+  b'")  X2  +  (c"-h  c'")  X  +  e"+  e'"=  0 

welche  folglich  jetzt  auf  den  vierten  Grad  in  Bezug  auf  X  steigt. 

Substituirt  man  dagegen  die  Ausdrücke  des  Art.  74,  so  nehmen  die  dort 
aufgestellten  Formeln  die  folgende  Gestalt  an: 

(m-1){(1+;i*)P-4-(m  +  3)  (Ih-4)P+  (2m +  3)  (1  +  l)'H+  [m  +  1)  (I  +1}*} 

+  ro'(3m'+  2m)  (1  + 11}  X*f+  (m'+  w)  (i  _  i)  JU)  =  0 


oder 


wo 


0  =  a  /i3  +  b  k*  +  c  *  +  c  +  a'A'3  +  W  *  +  c'k'  +  e' 

ft  =  (m-1)/,  *'  =  (jfir-m)f 

a  = T^  ,  b  = (1  •+■  A.) 

(m  —  4  )2 '  m  —  4  v  ' 

c  =  (im  +  3)(4  +  X)*,  e  =  (m  —  I)  (m -i- 4)  (4  -H  iL) » 

c'  =  8-^±J^  (1  +  i«;  4» ,  e'  =  ^?>£:±«L  (1  _  *,  *a 


91. 

Es   sollen  jetzt    die   numerischen   Beispiele  der   Artt.  70,  71,  72,  73,  77 
und  78  untersucht  werden. 

In.  den  Fällen  der  Art.  70  —  73  erhält  man  für  X  die  Endgleichungen 

5.385  X*  -  1.538 X3-  41. 922 X*-  25.723  X-  9.955  =  0,  X  =  -0.4743 

4.768*4-  1.468X3-  40.376X2  —  36.472* -25.797  =  0,  X  =  -0.8677 

4  4.974X4  —  4.460X»—  4 4. 304 X2- 24.823X4-  2.992  =  0,  X  =  +0.1286 

9.617X*-  1.421X3-  10. 363  X*- 38.808  X—  20.245  =  0,  X  =  -0.5760 
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welche  zu  analogen  Betrachtungen  Anlass  geben ,  wie  die  in  den  angeführten 
Artikeln  angestellten ,  da  es  sich  hier  *  nur  um  Wurzeln  X  bandeln  kann, 
welche  von  ±4  nicht  allzu  sehr  abweichen.  Wahrend  indessen  in  dem 
Falle  des  Art.  72  ein  entsprechendes  Linsensyslcm  überhaupt  nicht  existirte, 
führt  jetzt  die  zweite  Wurzel  der  obigen  dritten  Gleichung 

X  =  +4.3606 

auf  ein  Linsensystem  mit  den  Dimensionen 

B--JT-+  1.0052 
/f=  -Ä"=  +2.6009 

Obschon  also  auch  hier  die  Dicke  der  mittleren  Kronglaslinse  der  Brenn- 
weile nahe  gleich  und  folglich  praktisch  nicht  herstellbar  sein  wird,  bleibt 
doch  die  Frage  offen,  ob  durch  eine  weitere  Aenderung  der  Brechungs- 
verhältnisse nicht  ein  Werth  von  X  herbeigeführt  werden  könnte,  der  die 
Einheit  weniger  überstiege  und  damit  zulässige  Dimensionen  zur  Folge  hätte. 
Die  Linsenkrümmungen  sind,  wie  man  sieht,  sehr  massig. 

92. 

Was  endlich  die  in  den  Artt.  77  und  78  berechneten  aplanatischen  Systeme 
betrifft,  so  ergeben  sich  wiederum  nur  unbedeutende  Verschiedenheiten.  Die 
entsprechenden  Wcrthe  stehen  wie  folgt: 

Erstes  System. 

a  =  +     5.628         b  =*  4-4  5.0076         c  =  +26.8369         e  =  +44.9069 
a'=  +444.290         6'=  +13.0870         c'=  +4  2.5424         e'=  +  0.0407 

438.66A'»  +  44.979*'*  —  64. 494  A'+ 62.390  =  0 

Är'  =  -0.65460  R  =  —  R"'  =  +4.2499 

Ä'=  -JT  =  +2.8653 

Zweites  System. 

a=+       6.450         6=  +45.9204         c  =  +26.4774         e  =  +43.7049 
«'  =  +4466.877         6'  =  +24.0576         c'=  +42.4086         e'=  +  0.0068 

4  4  60.43  A'3+ 56.328  A-'*—  65.259  £'+  62.556  =  0 

£'  =  -0.44586  R=—K"=  +4.474  4 

#  =  -Ä"  =  +3.4773 

93. 

Zum  Schlüsse  mögen  die  Werthe  der  partiellen  Differentialquotienten  der 
Vereinigungsweiten,  genommen  sowohl  nach  den  Heciproken  der  Linsenhalb- 
messer, als  nach  den  Brechungsexponenten  und  den  Abständen  der  breqhenden 

Flächen,  angeführt  werden.  Die  Ausdrücke  j-^  dienen  zur  Berechnung  der 
im  Art.  84  geforderten  Grössen  -J- ,  und  zwar  ßndet  man  leicht 
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Den  Bezeichnungen  des  Art.  84  gemäss  hat  man  ferner 


Q  Ä  r_j/r2_jfc2 

oder  mit  Vernachlässigung  von  A*4 

q  =  1  R k*  ,     folglich  dq  =  y  A»dÄ 
mithin 

Mit  Hülfe  der  Differenlialquotienten  nach  n  und  d  kann  der  Einfluss  einer 
Aenderung  in  den  Brechungsverhältnissen  und  den  Linsendicken  auf  die  Ver- 
einigungsweite der  Strahlen  ermittelt  werden. 

Die  Ableitung  der  betreffenden  Differentialausdrücke  bietet  keine  Schwierig- 
keit, als  etwa  die  Länge  der  Bechnung.  Benutzt  man  die  abgekürzten  Be- 
zeichnungen 

S  =  3(Ä-*r')2-27r(J?-7r'),  &  =  3(Ä'-rc")2-  %n,[K—nf) 

T  =  4  R  [n  -  n')  +  3  (tt'2  -  n*) ,  T  =  \K  [n,-ri')  +  3  (*"»  -  nfl 

U=  {R  —  n')  [R  -  3 rc')  +  TT  (Ä  -  tt),  tf'  =  (J?'-  tt")  (/?'—  3 re")  +  /r,(B'-  n,) 

V  =  (Ä  -  tt')  (Ä  -«*'),  T  «  (J?'-  tt")  (H'-  2  /r") 

u.  s.  w.,  so  erhält  man  mit  leichter  Mühe 


d 

dtl' 

dl"         ,   ,       .  %  in.nm\2m„  dl" 

d 


•£.  -,„-„,  MV. 


77 

- 

(Ä- 

.«') 

V 

SS 

n'/r,5 

7" 

<Wi" 

= 

(«'- 

V 

dl" 

Sir 

S= 

(«"'- 

-  n") 

S" 

L"  -  (»'    „\  Wr        dL"  -  w    .'i/M'r 

O  X»  / »»/  w\    /'T#,  \  *  fi«»  /  »»ff  \     »▼«  ÖL  /nff  /»/»    lffr 


£  =  (ß'-  ^)  gg)2  r-  <;«"-  *„)  ir  ,      }£  =  («"-  *o  v 


dn 

u.  s.  w. 


94. 

Schreibt  man  noch  der  Kürze  halber 

[4,4]  «  L&-VK* 

[4,2]  =  Lk*-L'k'*-ÜV* 

[2,4]  =  LA«  +  LT« -IT* 

etc.,  so  ergeben  sich  mittelst  der  Ausdrücke  des  vorigen  Artikels 
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für  eine  Brechung: 

if--vIl«+f«»'l 

für  zwei  Brechungen : 

53^  "-  »"  *'  j         «  «'*'**'  f 

Ott" 


r—-^j^,i,+T(«»i*rT&w 


dn"  n"      }'         2    K  *    J 

für  drei  Brechungen: 


ön"         *'-""}» 


d 
d 

d 


öd  n"'\  71 "  /    (  2    x  '        n'n'kk'         n"k'k"      ) 


d 
5 


l«*T 


nr»! 


Das  Bildungsgeselz  dieser  Ausdrücke  ist  leicht  erkennbar,  so  dass  dieselben 
ohne  Schwierigkeit  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Brechungen  ausgedehnt 
werden  können. 

October  4874. 

Scheibner. 


Druck  Ton  Breitkopf  nnd  H&rtel  in  Leipzig. 


